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Vorwort zur ersten Auflage. 


Die „Vorlesungen über Differential- und Integral- Rech- 
nung“, welche ich hiermit der Öffentlichkeit übergebe, sind in 
erster Linie für Studierende an Technischen Hochschulen be- 
stimmt; ich darf jedoch hoffen, daß sie auch von Studierenden 
der Mathematik im engeren Sinne mit Nutzen werden gebraucht 
werden. 

Bei Abfassung derselben war es mein Bestreben, mich 
auf den Boden der modernen Forschung zu stellen und in 
bezug auf die Auswahl des Stoffes und seine Verfolgung ins 
Einzelne jene ' Grenzen einzuhalten, welche mir durch den 
Zweck des Buches geboten erscheinen. Für den Studierenden 
der technischen Disziplinen bildet die Differential- und Integral- 
Rechnung in der Regel den Abschluß der mathematischen Vor- 
bildung; er soll in den betreffenden Vorlesungen neben einer 
tüchtigen Schulung des Geistes jene Kenntnisse erwerben, die 
zu einer wissenschaftlichen Erfassung und Behandlung der 
Probleme der Technik, zum Verständnis der reichen Literatur 
auf diesem Gebiete erforderlich sind. Für denjenigen, welcher 
die Mathematik zu seinem Berufsstudiam erwählt hat, ist eine 
gründliche Einführung in die Methoden und den Formelappa- 
rat der Infinitesimal- Rechnung die unerläßliche Voraussetzung 
eines erfolgreichen Betriebes spezieller Fachstudien. Rücksicht- 
lich beider Kategorien empfiehlt es sich, den theoretischen Auf- 
bau auf jenes Maß zu beschränken, das mit den vorhandenen 
mathematischen Kenntnissen und dem unmittelbaren Bedürfnisse 
in richtigem Einklange steht. 

Was bei dem Techniker durch das spezielle Ziel des Stu- 
diums der Infinitesimal-Rechnung bedingt ist, das erfordern 
bei dem angehenden Mathematiker didaktische Rücksichten: 


IV Vorwort. 


ich meine die organische Verbindung der Theorie mit ihrer 
Anwendung. Der Techniker studiert die Mathematik, um da- 
von bei der Lösung wichtiger Probleme der großen Praxis 
Gebrauch zu machen; dem Mathematiker dienen die Anwen- 
dungen nicht so sehr, das Studium zu beleben, als vielmehr 
es zu vertiefen, die klare Erfassung der theoretischen Sätze 
zu vermitteln. Daß es vornehmlich die geometrischen Anwen- 
dungen der Analysis sind, welche sich für diesen Zweck emp- 
fehlen, bedarf kaum der Begründung; um in sie einzutreten, 
ist eine spezielle Vorbereitung nicht erforderlich, und die Pro- 
bleme der Mechanik, Physik und Geodäsie schließen sich ihnen 
eng an. 

Bei der Auswahl der Beispiele hielt ich mir vor Augen, 
daß es sich nicht darum handeln darf, zum alleinigen Zwecke 
der Einübung die Formeln auf eine Reihe mehr oder weniger 
‘gleichartiger Fälle anzuwenden. Vor allem kam es mir darauf 
an, überall dasjenige klar hervortreten zu lassen, was jeweilen 
beleuchtet werden sollte; außerdem aber suchte ich durch die 
Beispiele den zugeführten Wissenstoff zu vermehren. 

Daß die geometrische Interpretation der analytischen Sätze 
ausgiebig herangezogen wurde, versteht sich bei den Zielen des 
Buches von selbst. 

Wie weit die getroffene Auswahl des Stoffes und seine 
Darstellung im Einzelnen mit den eben gekennzeichneten In- 
tentionen sich decken, darüber hat das fachmännische Urteil 
anderer zu entscheiden. 

Noch liegt es mir ob, der Verlagsbuchhandlung für die 
gediegene Ausstattung und meinem Assistenten, Privatdozenten 
Dr. Karl Zsigmondy, für seine freundliche Hilfe bei der 
Druckrevision zu danken. 


Wien, Neujahr 1898. 
E. Czuber. 








Vorwort zur zweiten Auflage. 


Bei der Bearbeitung der zweiten Auflage hat die Gesamt- 
anlage des Werkes eine Änderung nicht erfahren, da mir weder 
die Urteile der Kritik noch die eigenen seither gemachten Er- 
fahrungen eine solche als notwendig erscheinen ließen. Hin- 
gegen ist alle Sorgfalt darauf verwendet worden, den Inhalt 
abzurunden und den Zwecken, für welche das Buch bestimmt 
ist, vollkommener anzupassen; wo es angezeigt schien, die Dar- 
stellung präziser zu gestalten und die Ergebnisse schärfer zu 
formulieren. Von größeren Erweiterungen des Inhaltes seien 
erwähnt im I. Bande die hyperbolischen Funktionen, der Be- 
griff der Funktion einer komplexen Variablen; im II. Bande 
die Eulerschen Integrale, die Fourierschen Reihen, Moment- 
und Schwerpunktsbestimmungen, die Sätze von Green. Die 
Einfügung historischer und literarischer Notizen wird manchem 
willkommen sein; auch die ziemlich zahlreichen, an passenden 
Stellen vorgelegten Probleme dürften zur Verwendbarkeit des 
Buches beitragen. So hoffe ich, die Absichten, welche mir bei 
der Anlage des Werkes vorschwebten, der Verwirklichung näher 
gebracht zu haben. 

Meinem früheren Assistenten, Prof. Dr. Karl Carda, habe 
ich für die freundliche Mitwirkung beim Korrekturenlesen zu 
danken. 


Wien, Dezember 1905. 
E. Czuber. 





Vorwort zur dritten Auflage. 


Bei der Bearbeitung dieser Auflage war meine Aufmerk- 
samkeit hauptsächlich darauf gerichtet, den Text in allen Einzel- 
heiten sorgfältig zu revidieren, den gesammelten Erfahrungen 
gemäß zu vervollständigen, durch Einbeziehung wichtiger Be- 
griffe zu bereichern und von Unebenheiten zu befreien. Was 
den ersten Band betrifft, hebe ich hervor die Behandlung der 
Rollkurven und Brennlinien, die Einführung in die Flächen- 
theorie, die Darstellung der Rotationsflächen von konstanter 
mittlerer Krümmung, die Erweiterung des Abschnittes über 
Flächenkurven durch Aufnahme der Loxodromen. Im zweiten 
Bande hat der Abschnitt über Differentialgleichungen nach 
verschiedenen Richtungen Ergänzung und Abrundung erfahren, 
die Theorie der singulären Lösungen und die Elemente der 
Variationsrechnung sind vollständig umgearbeitet worden. Die 
Einführung in die Kurvenintegrale und in die Hauptsätze über 
. die Integrale von Funktionen einer komplexen Variablen dürften 
mit Rücksicht auf die Anwendungen nicht für unangebracht 
befunden werden. 

Meinem lieben Freunde Hofrat Prof. Dr. J. Finger bin 
ich für das Interesse, das er an dem Buche genommen, und 
für die Mitwirkung bei der Korrektur dieser Auflage zu be- 
sonderem Danke verbunden. 


Gnigl bei Salzburg, Weihnachten 1911. 
| E. Czuber. 
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Differential-Bechnung. 


Erster Abschnitt. 
Variable und Funktionen. 


$ 1. Entwicklung des Zahlbegriffs. 


1. Rationale Zahlen. Grundlage der Arithmetik ist die 
natürliche Zahlenreihe. Werden mit ihren Gliedern die Opera- 
tionen des Addierens, Multiplieierens (Bilden einer Summe aus 
mehreren gleichen Summanden) und Potensierens (Bilden eines 
Produkts aus mehreren gleichen Faktoren) vorgenommen, so 
führt dies über jene Zahlenreihe nicht hinaus, d. h. das Resultat 
ist immer wieder eine natürliche Zahl. 

2. Die der Multiplikation inverse Operation, die Division, 
welche verlangt, zu gegebenem Produkt und einem gegebenen 
Faktor den andern Faktor zu finden, hat ihre Lösung in der 
Zahlenreihe nur dann, wenn das Produkt, der Dividend, ein 
Vielfaches des bekannten Faktors, des Divisors, ist. Um eie 
auch im andern Falle ausführbar zu machen, ist die Schaffung 
neuer Zahlen notwendig. Von der Voraussetzung ausgehend, 
daB die natürliche Einheit 1 in jede beliebige Anzahl gleicher 
Teile teilbar sei, zerlegt man, um die Division a:b zu voll- 
ziehen, jede der a Einheiten des Dividends in b gleiche Teile 


— ein solcher sei mit $ bezeichnet — und vermag nun die ab 


neuen Einheiten des Dividends, von der Größe + , als Summe 


von b gleichen Summanden darzustellen, deren jeder a solcher 


neuen Einheiten umfaßt; ein solcher Summand stellt nun, der 
Csuber: Vorlesungen. I. $. Aufl. 1 
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Definition der Multiplikation gemäß, das Resultat der vorge- 
legten Division, den Quotienten, dar und wird mit 5 bezeichnet. 


Eine Zahl dieses Bildungsgesetzes wird ein Bruch genannt; 
während die natürliche Zahl a ein Aggregat natürlicher Ein- 


heiten vertritt, bedeutet der Bruch 5 ein Aggregat ebenso- 


vieler Brucheinheiten, deren b eine natürliche Einheit -aus- 
machen. 

Die Vergleichung der Brüche untereinander und mit ganzen 
Zahlen, also auch ihre Anordnung nach der Größe, beruht auf 
der Möglichkeit, sie auf gleichen Nenner zu bringen, d. i. als 
Aggregate gleicher Brucheinheiten darzustellen; als gemein- 
samer Nenner ist jedes gemeinschaftliche Vielfache der vor- 
handenen Nenner verwendbar; die Vergleichung erfolgt dann 
an natürlichen Zahlen, den Zählern der transformierten Brüche. 
Auf denselben Umstand gründet sich die Tatsache, daß man 
zwischen zwei ungleiche Brüche immer wieder Brüche ein- 
schalten kann; man wähle als gemeinsamen Nenner ein so großes 
Vielfache der beiden Nenner, daß die neuen Zähler um mehr 
als eine Einheit sich unterscheiden, so daß zwischen sie andere 
Zahlen eingeschaltet werden können. 

Die Vergleichung der Brüche und ihre Anordnung nach 
der Größe wird auch erreicht durch eine Darstellung derselben, 
welche jener der natürlichen Zahlen im dekadischen Zahlen- 
system nachgebildet ist; man verwandelt die Brüche in Aggre- 
gate von Bruchteilen nach dem Nenner 10 und seinen auf- 
einander folgenden Potenzen und bezeichnet diese Form als 


Desimalbruch. Ist $ ein auf seine kleinste Benennung redu- 
zierter Bruch, so lehrt die Arithmetik ein Verfahren, durch 
welches man ihm die Gestalt 

E e e tt 
verleiht, wobei «, eine natürliche Zahl bedeutet oder entfällt, 
je nachdem = unecht oder echt ist, während unter «,, a3, &, 


... je eine der zehn Ziffern 0, 1, 2,...9 zu verstehen ist. 
Das betreffende Verfahren schließt von selbst, wenn 5 Teiler 
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einer Potenz von 10, also nur aus den Faktoren 2 und 5 zu- 
sammengesetzt ist; im anderen Falle bietet hier die Arithmetik 
das erste Beispiel eines unbegrenst fortselebaren Rechenprosesses 
dar, aber eines solchen von besonderer Art. Nach einer be- 
schränkten Anzahl von Rechnungsoperationen ist nämlich der 
ganze weitere Ablauf des Prozesses festgestellt, indem von einer 
bestimmten, z. B. der r + 1ten Stelle an eine gewisse Gruppe von 
Ziffern @,,1, %,43 +>- &,,, beständig sich wiederholt. Auf 
Grund dieses periodischen Verlaufes ist es möglich, den unbe- 
grenzt fortsetzbaren oder unendlichen Desimalbruch mit Hilfe 
einer beschränkten Anzahl von Zeichen erschöpfend darzustellen. 

Bildet man aus dem unendlichen Dezimalbruche, der in 
dem letztgedachten Falle entsteht, der Reihe nach die ab- 
gekürsten Dezimalbrüche 





Qo = o 
a = o + ie 
0) | +2 10 +08 10? 


= t + itte + 


so liegt es in der Natur des Rechenprozesses, durch welchen 
diese gewonnen werden, daß sie niemals abnehmen, sondern 
im allgemeinen wachsend fortschreiten, und daß für jedes n 
aus der Reihe 0, 1, 2,... 


(2) .<t<a+tz Tp m 
so zwar, daß der Unterschied 

1 
8) m < io 


und daß er also durch Wahl von n kleiner gemacht werden 
kann als ein beliebig kleiner Bruchteil & der Einheit. Und 
da jeder später folgende abgekürzte Dezimalbruch a,;, im all- 


v 


gemeinen größer ist als a, und doch unter T bleibt, so ist 
auch der Unterschied 
1 
(4) antr — On <L o 
1° 
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welche der Zahlen 1, 2, 3,... man für v setzen mag, und 
somit kann auch dieser Unterschied durch Wahl von n» unter 
die Größe & gebracht werden. 

Man hat also in der unbegrenzt fortsetzbaren Folge der 
abgekürzten Dezimalbrüche 
(5) Qo, Qis Gy gz... 
eine Reihe von Brüchen, welcher folgende Eigenschaften zu- 
kommen: 1) Keines ihrer Glieder kommt dem Bruche $ gleich; 


2) man kann » so groß wählen, daß der Unterschied a,, ,— a 


bei jedem v kleiner ausfällt als der beliebig klein festgesetzte 
Bruchteil £ der Einheit; 3) der Unterschied = — a, kann 


gleichfalls durch entsprechende Wahl von n» kleiner gemacht 
werden als ein beliebig klein festgesetztes s. Dieser Sach- 
verhalt wird in Kürze dadurch ausgedrückt, daß man die 


Zahlenreihe (5) als konvergent und den Bruch -- als ihren 
Grenzwert bezeichnet. 

Man kann sich von der Sache noch eine andere Auf- 
fassung bilden, wenn man auch die Zahlen a’, hinzunimmt, 
welche unter (2) definiert worden sind und aus den Zahlen der 
Reihe (5) dadurch hervorgehen, daß man an jeder derselben 
die niedrigste Stelle um eine Einheit erhöht; diese Zahlen bilden 
gleichfalls eine unbegrenzt fortsetzbare Folge von endlichen 
Dezimalbrüchen 
5) Ao, Q, g, Ag, y | 
welche mit der Reihe (5) analoge Eigenschaften besitzt mit dem 
Unterschiede jedoch, daß alle ihre Glieder größer sind als $ 


Die Zahl z scheidet nun die Zahlen der Reihen (5) und 


(5) nach folgenden Gesetzen voneinander: 1) Jede Zahl in (5^) 
ist größer als jede Zahl in (5); 2) es lassen sich, wie klein 
auch & sein mag, zwei Zahlen finden, die eine aus (5), die 
andere aus (5), derart, daß ihr Unterschied kleiner ist als c. 
Diesen Sachverhalt drückt man dadurch aus, daß man sagt, 


die Zahl 5 bringe einen Schnitt”) zwischen den Zahlen der 


O SRD R. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen. Braunschweig 
1872, 1892. 
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Reihen (5) und (5^) hervor; diesem Schnitte entspricht die Lösung 
der Aufgabe, den Quotienten der Division a:b zu bestimmen. 

3. Die der Addition inverse Operation, die Subtraktion, 
welche verlangt, zu gegebener Summe und einem gegebenen 
Summanden den andern Summanden zu finden, auf natürliche 
Zahlen oder Brüche angewendet, gestattet nur dann eine Lö- 
sung in eben diesen Zahlen, wenn die Summe, der Minuend, 
größer ist als der gegebene Summand, der Subtrahend.. Um 
sie auch im andern Falle ausführbar zu machen, ist die 
Schaffung neuer Zahlen notwendig; diese besteht darin, daß man 
zunächst eine Differenz, in welcher Minuend und Subtrahend 
einander gleich sind, als Zahl einführt — Null, O — und in 
weiterer Folge jede Differens mit dem Minuend O als Zahl 
betrachtet. Die solchergestalt geschaffenen Zahlen, welche sich 
unter Weglassung der Null formal als die bisher betrachteten 
Zahlen mit dem vorgesetzten Subtraktionszeichen „—“ darstellen, 
werden negative Zahlen und die erstgedachten zum Unterschiede 
von ihnen positive Zahlen genannt. So gehört denn zu jeder 
positiven ganzen Zahl und zu jedem positiven Bruche eine 
dem Betrage nach gleiche negative ganze Zahl, beziehungsweise 
ein negativer Bruch; die Null hat an dieser Gegenüberstellung 
nicht teil. 

Will man von einer Zahl a, welche positiv wie negativ 
sein kann, bloß den absoluten Betrag andeuten, so schreibt 
man |a|. 

Solange nur der absolute Betrag in Betracht kommt, 
spricht man auch von absoluten Zahlen zum Unterschiede von 
den relativen Zahlen, bei denen auch das Vorzeichen unter- 
schieden wird. Die Benennung „algebraische Zahlen“ für die 
letzteren ist nicht zweckmäßig, weil sie in neuerer Zeit eine 
andere Bedeutung erlangt hat. 

Das System der positiven und negativen ganzen Zahlen 
und Brüche mit Einschluß der Null bezeichnet man als das 
System der rationalen Zahlen. Die Arithmetik dehnt die für 
die natürlichen Zahlen geltenden Gesetze und Regeln der bis- 
her erwähnten Operationen auf alle Zahlen dieses Systems aus. 

4. Irrationale Zahlen. Aus dem Potenzieren entspringt 
durch diejenige Umkehrung, welche zu gegebener Potenz und 
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gegebenem Exponenten die Basis verlangt, eine neue Rechnungs- 
operation, das Radisieren oder Wurzelziehen. Die gegebene 
Potenz, der Radikand, werde als positive rationale, der Ex- 
ponent, Wurzelexponent genannt, als positive ganze Zahl voraus- 
gesetzt. Die Arithmetik weist nach, daß diese Aufgabe nur 
dann im System der rationalen Zahlen eine Lösung findet, wenn 
der Radikand eine Potenz zum Wurzelexponenten ist. Um sie 
auch im anderen Falle lösbar zu machen, ist die Schaffung 
neuer Zahlen notwendig. Der hierzu führende Gedankengang 
läßt sich an das Verfahren anknüpfen, welches die Arithmetik 
zur Ausziehung der Quadrat- oder der Kubikwurzel aus einer 
Zahl angibt. 

Es handle sich um YA, wobei A eine positive rationale 
Zahl bedeutet, die keine Quadratzahl ist. Die Arithmetik lehrt 
einen Rechenprozeß, durch welchen eine Folge abgekürzter 
Dezimalbrüche 


(6) Gy, Qis A, ... 
mit 0, 1, 2, . . . Dezimalstellen gefunden wird, deren Quadrate 
sämtlich kleiner sind als A, so daß für jedes n 

m <A; 
erhöht man dagegen jede der Zahlen (6) um eine Einheit ihrer 
niedrigsten Stelle und setzt 


(7) Aa + 2 = Ay? 
so entsteht eine zweite Folge abgekürzter Dezimalbrüche 
(6) los ai, ar» -- 
mit höchstens 0, 1, 2, ... Dezimalstellen, deren Quadrate sämt- 
lich größer sind als die Zahl A, so daß für jedes n 
ar >A. 


Der Rechenprozeß, der zu den beiden Folgen (6) und (6) 
führt, ist ein unbegrenzt fortsetzbarer; denn er könnte nur 
dann schließen, wenn das Quadrat einer der Zahlen (6) oder 
(6) gleich würde der Zahl A, was jedoch der Voraussetzung 
widerspricht. Er unterscheidet sich aber von dem in 2 be- 
sprochenen Prozesse wesentlich dadurch, daß, wo man ihn 
auch abbricht, über seinen weiteren Ablauf ohne Fortsetzung 
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der Rechnung nichts ausgesagt werden kann; periodische Wieder- 
holung einer Stellengruppe kann nicht eintreten, weil eine 
solche, wie die Arithmetik nachweist, nur bei der Verwandlung 
einer rationalen Zahl sich einstellen kann. Es ist daher un- 
möglich, den unbegrenzt fortsetzbaren oder unendlichen Dezi- 
malbruch, welcher durch den obigen Rechenprozeß definiert 
ist, mittels einer beschränkten Anzahl von Zahlzeichen er- 
schöpfend darzustellen. 

Die Zahlenreihen (6) und (6^ haben analoge Eigenschaften 
wie die Zahlenreihen (5) und (5) in 2. Weil a, sich von a’ 


vermöge (7) um — unterscheidet und jede später folgende 


10* 
Zahl @,,, zwischen a, und a, fällt, so ist für jedes v 


1 
(8) laty — la < IP 


und kann dies durch Wahl von % kleiner gemacht werden als 
die beliebig kleine festgesetzte positive Zahl :. Jede Zahl in 
(6) ist größer als jede Zahl in (6); wie klein aber auch & 
angenommen wird, es lassen sich auf Grund von (7) immer 
zwei Zahlen, je eine aus den Reihen (6) und (6^), derart aus- 
wählen, daß ihr Unterschied kleiner ist als c. 

Die durch das Zeichen YA vorgestellte Aufgabe bewirkt 
also eine Scheidung der rationalen Zahlen a, und a,, oder sie 
führt einen Schnitt zwischen den Zahlenreihen (6) und (6% 
‚herbei, und diesem Schnitt ordnet man die Lösung der obigen 
Aufgabe zu, nennt diese Lösung eine Zahl, jedoch zum Unter- 
schiede von den rationalen Zahlen eine irrationale Zahl. 

In allgemeiner Fassung kann gesagt werden: Lassen sich 
auf Grund einer arithmetischen oder algebraischen Forderung, 
der durch eine rationale Zahl nicht entsprochen werden kann, 
die rationalen Zahlen überhaupt oder die eines Intervalls nach 
einem aus der Forderung entspringenden Prinzip in zwei 
Klassen 8, & derart zerlegen, daß jede Zahl einer Klasse an- 
gehört und daß jede Zahl der Klasse & kleiner ist als jede 
Zahl der Klasse 8’, so sagt man, durch die Forderung sei ein 
Schnitt bestimmt, ordnet ihm eine Zahl zu, die man als irra- 
tional bezeichnet und von der man erklärt, daß sie die For- 
derung erfülle. 
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Wir kehren nun zu dem obigen Beispiel zurück, bei dem 
nicht die Gesamtheit der rationalen Zahlen, sondern bestimmte 
unbegrenzt fortsetzbare Folgen rationaler Zahlen in Betracht 
kommen. Jede der Zahlenreihen (6) und (6^) kann als Definition 
für die Zahl angesehen werden, welche die Lösung der Auf- 
gabe bildet, und. zwar in dem Sinne, daß zwar keine der 
Zahlen a,, beziehungsweise a, die Forderung erfüllt, zum 
Quadrat erhoben die Zahl A zu geben, daß sie dieser Forde- 
rung jedoch um so genauer nachkommen, je weiter man in 
den Reihen fortschreitet, so daß schließlich der Unterschied 
zwischen A und a,?, beziehungsweise zwischen a,? und 4, 
kleiner wird und bei weiter zunehmendem » kleiner bleibt als 
eine beliebig kleine festgesetzte positive Zahl e. In diesem Sinne 
kann man auch sagen, die Zahl, welche die Lösung der Auf- 
gabe YA gibt, sei der Grenzwert der Zahlenreihe (6) oder der 
Reihe (6). 

Von dem besonderen hier betrachteten Falle abstrahierend 
sagt man von einer Aufgabe, welche zwei Folgen von ratio- 
nalen Zahlen 

Qos Qis Agy»... 
Ay, l, g3. 


derart voneinander scheidet, daß jede Zahl der einen Folge 
kleiner ist als jede Zahl der andern Folge, daß ferner zu 
einer beliebig kleinen im voraus gewählten positiven Zahl € 
zwei Zahlen aus den beiden Folgen sich bestimmen lassen’ 
derart, daß ihr Unterschied kleiner ist als e, sie bestimme 
einen Schnitt und diesem Schnitte entspreche eine Zahl. Jeder 
der beiden Folgen kommt die Eigenschaft zu, daß bei be- 
liebig kleinem & sich n derart bestimmen läßt, daß der Unter- 
schied a, ,,— a,, beziehungsweise a’,,,— a, dem Betrage nach 
kleiner ist als & für jedes v (= 1,2,...). Eine Folge von 
Zahlen dieser Eigenschaft bezeichnet man als Zahlenreihe oder 
Fundamentalreihe*) und betrachtet sie als Definition eben der- 
selben Zahl, welche vorhin dem Schnitt zugeordnet war. Ge- 
hört diese Zahl nicht dem System der rationalen Zahlen an, 


*) E. Heine, Elemente der Funktionentheorie. Journ. f. Math. 74 
(1872). — G. Cantor, Mathemat. Annalen 5 (1872) und 21 (1888). 
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so wird sie eine irrationale Zahl genannt. Eine Zahlenreihe, 
welche die Null definiert, wird Zlementarreihe genannt. 

Zwei durch Fundamentalreihen a,, a,, aa, ... und bo bi, Das- 
definierte Zahlen werden für gleich erklärt, wenn ag — by a, — bi, 
a, — b}, ... eine Elementarreihe ist. 

Wenn die durch a,, @,, a}, ... definierte Zahl « heißt, so 
soll die zu — a, — 4, — Q, :.. gehörige Zahl — «æ heißen; 
durch diese Festsetzung ist jeder positiven irrationalen Zahl 
eine dem Betrage nach gleiche negative Zahl zugeordnet. 

Die Summe, Differenz, das Produkt und der Quotient der 
beiden durch die Fundamentalreihen dy G4, aa, ... und bo bis Da - + - 
definierten Zahlen werden der Reihe nach durch die Zahlen- 
folgen 

ao + ba 4, + bis + ba --- 
ao — bos G, — bi, ag — bi; ... 


obo, abi, abg, ..- 


Bo Sı Ir 

b,’ b, ’ b? 
erklärt, von welchen sich nachweisen läßt, daß sie ebenfalls 
Fundamentalreihen sind, bei dem Quotienten jedoch den Fall 
ausgenommen, wo b), bi, bz; ... eine Elementarreihe ist. Hier- 
durch ist jede Rechnung mit irrationalen Zahlen zurück- 
geführt auf die entsprechende Rechnung mit rationalen Zahlen, 
nämlich mit genügend späten Gliedern der die irrationalen 
Zahlen definierenden Fundamentalreihen. 


5. Reelle Zahlen. Das aus den rationalen und irratio- 
nalen Zahlen zusammengesetzte System wird das System der 
reellen Zahlen genannt. Dasselbe läßt eine bemerkenswerte 
geometrische Versinnlichung zu, an welcher eine wichtige 
Eigenschaft dieses Systems aufgezeigt werden soll. 

In einer geraden Linie nehme man einen Punkt an, ordne 
ihm die Null zu und bezeichne den einen der beiden Halb- 
strahlen, in welche die Gerade hierdurch zerlegt ist, als den 
positiven, den andern als den negativen; ferner setze man eine 
Strecke als Vertreter der natürlichen Einheit 1 fest. Um die 
(positive oder negative) ganze Zahl a darzustellen, trage man 
eine Strecke von |a| Einheiten vom Nullpunkte aus (auf dem 
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positiven, respektive negativen Halbstrahl) auf; der Endpunkt 
dieser Strecke sei das Bild von a. Um den (positiven oder 


negativen) Bruch > darzustellen, trage man eine Strecke, welche 


das a-fache des b-ten Teils der Einheitsstrecke ist, vom Null- 
punkte aus (auf dem positiven, respektive negativen Halbstrahl) 


auf; der Endpunkt dieser Strecke sei das Bild von ` - In 


solcher Weise ist jeder rationalen Zahl ein bestimmter Punkt 
der Geraden zugeordnet. Aber die Punkte der Geraden sind 
dadurch nicht erschöpft; so befinden sich darunter die Punkte 
nicht, welche man erhält, wenn man die Diagonale des Qua- 
drates über der Einheitsstrecke vom Nullpunkte aus auf den 
beiden Strahlen abträgt, weil sie den beiden Werten von V2 
entsprechen, die dem System der rationalen Zahlen nicht an- 
gehören. 

Dagegen läßt sich jedem Punkte der Geraden eine be- 
stimmte Zahl zuordnen. Zunächst schließe man den Punkt 
durch wiederholtes Abtragen der Einheitsstrecke vom Null- 
punkte aus in ein Intervall von der Größe 1 ein; durch Zehn- 


teilung dieses Intervalls in ein solches von der Größe 5 
durch Zehnteilung dieses letzteren in ein Intervall von der 


.. 1 
Größe 108 y 


dies auch fortsetzt, ein Teilpunkt mit dem gegebenen Punkte 
zusammenfällt — in welchem Falle man schon nach einer be- 
schränkten Anzahl von Wiederholungen des Prozesses eine 
Zahl, und zwar eine rationale, gefunden hätte, die dem Punkte 
zugehört —, entspricht den dem Nullpunkte näherliegenden 
Enden der aufeinanderfolgenden Intervalle eine unbegrenzt, 
fortsetzbare Folge von Dezimalbrüchen 


dos Qis Us, ... 
ebenso den vom Nullpunkte weiter entfernten Endpunkten eine 
solche Folge 


usw. Vorausgesetzt, daß niemals, wie weit man 


Aos Qi, Agy ..., 
von welchen sich leicht erkennen läßt, daß ihnen der Charakter 
von Fundamentalreihen und jene Eigenschaft zukommt, durch 
welche ein Schnitt bestimmt ist. Diesem Schnitt entspricht 
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geometrisch der gegebene Punkt, und diesem wie jenem ist die 
durch die beiden Fundamentalreihen definierte Zahl zugeordnet. 
Dieselbe kann ebensowohl rational wie irrational sein; so 
würde z. B. der Punkt, welcher die rationale Zahl 4 darstellt, 
bei dem beschriebenen Prozesse niemals erreicht werden gerade 
so, wie es mit dem Punkte der Fall ist, welcher der Zahl Y2 
entspricht. 

Der geraden Linie kommt nun in bezug auf die in ihr 
liegenden Punkte eine Eigenschaft zu, deren Wesen Dedekind*) 
in dem Axiom ausdrückt, daß eine Teilung der Punkte in zwei 
Klassen derart, daß jeder Punkt der einen Klasse links von 
jedem Punkt der andern Klasse liegt, jedesmal nur durch einen 
einzigen Punkt möglich ist; diese Eigenschaft nennt man die 
Stetigkeit oder Kontinuität und die Gerade in bezug auf die in 
ihr liegenden Punkte ein Kontinuum. 

Da jedem Punkte der Geraden nach den gemachten Aus- 
führungen eine reelle Zahl entspricht, so bezeichnet man das 
System der reellen Zahlen als ein siefiges oder als ein Zahlen- 
kontinuum. 

6. Imaginäre und komplexe Zahlen. Dieselbe Um- 
kehrung des Potenzierens, welche uns Anlaß geboten hat zur 
Schaffung der irrationalen Zahlen, das Wurzelziehen, führt in 
einer Klasse von Fällen über das System der reellen Zahlen 
hinaus. Wenn nämlich der Radikand eine negative reelle Zahl 
der Wurzelexponent eine gerade Zahl ist, so findet die Auf- 
gabe im System der reellen Zahlen keine Lösung, weil nach 
den Regeln, welche die Arithmetik für die Multiplikation posi- 
tiver und negativer Zahlen angibt, sowohl eine positive wie 
auch eine negative Zahl zu einer geraden Potenz erhoben auf 
eine positive Zahl führt. Um auch in diesem Falle die Schranke 
aufzuheben und die Lösung zu ermöglichen, führt man das 
Ausziehen der 2»-ten Wurzel aus der negativen Zahl — B 
zunächst auf das Ausziehen der Quadratwurzel aus der Zahl 
— 1 zurück, indem man die für die andern Fälle geltenden 
Rechengesetze fortbestehen läßt und schließt: 


V-B- W-B-VWyB.Y-1; 
*lc. 
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die positive dem Zeichen B entsprechende reelle Zahl heiße ß; 
V—- 1 dagegen führt man als eine neue Recheneinheit mit dem 
Zeichen*) i ein, der mit dieser Einführung die wesentliche 
Eigenschaft 

(9) t=— 1 


erteilt wird, nennt sie die imaginäre Einheit und fr eine 
imaginäre Zahl. 

Die additive Verbindung einer reellen Zahl «œ mit der 
imaginären Zahl ßi, also œ + ßi, heißt eine komplexe Zahl. 
Die Arithmetik lehrt, wie die für die reellen Zahlen geltenden 
Rechengesetze auf die komplexen Zahlen auszudebnen sind; 
dabei kommt die in (9) ausgesprochene Grundeigenschaft der 
imaginären Einheit als neues Rechengesetz hinzu. 

Zur Bestimmung einer komplexen Zahl sind zwei reelle 
Zahlen «æ, 8 erforderlich. Würde man diese auf die in 5 er- 
örterte Weise in einer oder in zwei geraden Linien darstellen, 
so hätte jede komplexe Zahl ein Punktepaar zum geometrischen 
Bilde. Man kann jedoch, wenn man sich statt der Geraden 
der Ebene bedient, jeder komplexen Zahl einen Punkt zu- 
ordnen, jenen Punkt nämlich, welcher in bezug auf ein in der 
Ebene angenommenes rechtwinkliges Koordinatensystem O(X Y) 
«œ zur Abszisse, ß zur Ordinate hat. Es kommt dies im Grunde 
auf die bereits eingeführte geometrische Darstellung reeller 
Zahlen wieder zurück. Wenn man nämlich eine Strecke als 
natürliche Einheit, den Ursprung O als gemeinsamen Nullpunkt 
und in jeder der Koordinatenachsen einen Halbstrahl als positiv 
festsetzt, so gehört zu der Zahl « ein bestimmter Punkt der 
Abszissenachse, zu ß ein bestimmter Punkt der Ordinatenachse 
und beide Punkte führen durch eine eindeutige Konstruktion 
zu einem Punkte M der Ebene. 


Der Abstand dieses Punktes vom Nullpunkt mit der Ein- 
heitsstrecke gemessen gibt die positive reelle Zahl r = | V+ f’ » 
ß 


und die Quotienten =, * sind der Kosinus und Sinus jenes 


Winkels, um welchen der Strahl OX gegen oder über OY 
gedreht werden muß, um mit OM zur Koinzidenz zu kommen. 


* Von L. Euler (1794) stammend. 
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Ist ọ das absolute oder das Bogenmaß*) dieses Winkels, so 
erscheint durch diese geometrische Betrachtung die Bestim- 
mung der komplexen Zahl «+ ßi auf zwei neue reelle Zahlen 
r, ꝙ zurückgeführt, indem 

& = r cos Ọ, ß=rsinp 
und demzufolge 
(10) @a+ßi=r(co8p + ising) 
ist. Die Zahl r nennt man den absoluten Betrag oder den 
Modul der komplexen Zahl œ + ßè und schreibt dafür einer 
bei den reellen Zahlen eingeführten Bezeichnung gemäß auch 
|æ + ßi|; die Zahl 9 heißt die Amplitude von « + ßi. Die 
Umformung von «, ß auf r, p ist für das Rechnen mit kom- 
plexen Zahlen von der größten Bedeutung. 


$ 2. Variable. 


7. Die reelle Variable und ihr Bereich. Unter einer 
reellen Variablen oder Veränderlichen versteht man ein Zeichen 
für eine veränderliche Größe, dem vermöge des Problems, in 
welchem die veränderliche Größe auftritt, mehrere oder un- 
beschränkt viele reelle Zahlenwerte beigelegt werden können. 
Die Gesamtheit dieser Werte wird eine Wertmenge und ins- 
besondere der Bereich oder das Gebiet der Variablen genannt. 
Als Zeichen wird gewöhnlich einer der letzten Buchstaben des 
Alphabets benutzt. Die Variable x gilt als definiert, wenn 
von jeder reellen Zahl, die man bezeichnet, festgestellt werden 
kann, ob sie dem Bereich angehört oder nicht. 

Im Gegensatze hierzu nennt man ein Zeichen, das eine im 
Laufe der Untersuchung unveränderliche Größe vertritt und 
dem daher in jedem besonderen Falle nur ein Zahlenwert zu- 
kommt, eine Konstante. 

Wenn der Bereich der Variablen x durch alle reellen 
Zahlen zwischen zwei bestimmten «œ, ß (œ < ß) mit Einschluß 


9 Unter dem Bogenmaß eines Winkels, das in analytischen Unter- 
suchungen ausschließlich angewendet wird, versteht man das Verhältnis 
der Länge des Kreisbogens, den ein beliebiger Punkt des beweglichen 
Schenkels bei Entstehung des Winkels beschreibt, zum Halbmesser dieses 


Bogens. Hiernach ist æ das Bogenmaß des flachen, 5 das Bogenmaß 
des rechten Winkels usw. 
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dieser gebildet wird, so heißt x eine stetige Variable in dem 
(abgeschlossenen) Intervall («, ß); die letztere Ausdrucksweise 
knüpft an die Vorstellung an, wonach der Bereich dieser 
Variablen in dem geometrischen Bilde durch die Strecke ver- 
sinnlicht ist, deren Endpunkte den Zahlen «, ß entsprechen; 
œ heißt die untere, f} die obere Grenze (Schranke) des Intervalls 
oder auch der Variablen. Die unbeschränkt große Menge der 
Werte einer stetigen Variablen bezeichnet man durch oo!. 

Kann die stetige Variable jeden Wert annehmen, der 
algebraisch größer ist als œ, so bezeichnet man ihre obere 
Grenze mit + co, ihr Intervall also mit («, + oo). Vermag 
sie jeden Wert anzunehmen, der algebraisch kleiner ist als ß, 
so gibt man ihrer untern Grenze das Zeichen — oo, so daß 
(— co, ß) ihr Intervall (im uneigentlichen Sinne) ist. Kann 
die stetige Variable überhaupt jeden Wert annehmen, so ist 
(— œ, + 00) ihr Intervall und sie heißt unbeschränkt. 

Nimmt die Variable z nicht alle Werte eines Intervalls 
an, so heißt sie unstelig. Durch die Aussage z. B., z sei eine 
ganze Zahl, ist z als unstetige Variable definiert; desgleichen 
durch die Aussage, x sei eine rationale Zahl. 

Einen besonderen Wert der Variablen x, dessen sie nach 
ihrer Definition fähig ist, nennt man, an die geometrische Dar- 
stellung der reellen Zahlen denkend, eine Stelle oder einen 
Punkt ihres Bereichs. 

Von einer Stelle innerhalb des Bereichs einer Variablen x 
kann man sich nach zwei Richtungen bewegen, d. h. von dem 
besondern Wert zu den größeren oder vorwärts, oder zu den 
kleineren oder rückwärts fortschreiten. 

8. Bereich zweier Variablen. Es seien x, y zwei 
stetige reelle Variable; ein Wert von x und ein Wert von y 
bilden zusammen ein Wertsystem oder eine Wertverbindung z/y. 
Die Gesamtheit der Wertverbindungen bildet den Bereich oder 
das Gebiet der beiden Variablen x, y; der Bereich ist definiert, 
wenn von jeder bezeichneten Wertverbindung festgestellt werden 
kann, ob sie dem Bereiche angehört oder nicht. 

Wenn man den Wert von x als Abszisse, den von y als 
Ordinate eines Punktes in bezug auf ein (rechtwinkliges) Ko- 
ordinatensystem O(X Y) betrachtet, so gehört zu jeder Wert- 
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verbindung ein Punkt der Ebene, und der Bereich ist durch 
die Gesamtheit der Punkte eines bestimmten Teils der Ebene 
dargestellt. Ist, um den einfachsten Fall zu erwähnen, x auf 
das Intervall (œ, ß), y auf das Intervall (y, ð) beschränkt, 
beide Intervalle als abgeschlossen gedacht, so ist der Bereich 
der Variablen z, y durch die Punkte im Innern und auf dem 
Umfange jenes Rechteckes veranschaulicht, dessen Ecken die 
Koordinaten «/y, ß/y, B/ð, «/d besitzen. Sind z und y un- 
beschränkt, so ist ihr Bereich durch die unbegrenzte Ebene 
repräsentiert. Die Menge der Wertverbindungen zweier stetigen 
Variablen ist sinngemäß mit co? zu bezeichnen. 

Von einer Stelle innerhalb des Bereiches zweier Variablen 
kann man in unbeschränkt vielen Richtungen fortschreiten; 
die Menge dieser Richtungen ist äquivalent der Wertmenge 
einer stetigen Variablen*) und daher mit co! zu bezeichnen. 
An der Grenze des Gebiets ist jedoch ein Teil der Fort- 
schreitungsrichtungen ausgeschlossen. 


9. Bereich dreier und mehrerer Variablen. Sind 
x, y, g drei stetige reelle Variable, so kann jedem Wertsystem 
oder jeder Wertverbindung z/y/s derselben ein Punkt im 
Raume zugeordnet werden, wenn die Werte von z, y, z als 
Koordinaten in einem (rechtwinkligen) Raumkoordinatensystem 
angesehen werden. Der Bereich der drei Variablen zx, y, z ist 
dann durch die Gesamtheit der Punkte eines bestimmten Raum- 
teils dargestellt; er ist insbesondere durch das Innere und die 
Begrenzung eines Parallelepipeds versinnlicht, wenn z, y, æ ein- 
zeln der Reihe nach an bestimmte abgeschlossene Intervalle 
gebunden sind. Die Menge der Wertverbindungen dreier 
stetigen Variablen ist mit oo®, die Menge der von einem Punkte 
des Bereichs ausgehenden Fortschreitungsrichtungen durch oo? 
zu bezeichnen. 

Bei mehr als drei Variablen hört die Möglichkeit geo- 
metrischer Veranschaulichung auf. Um sich aber auch dann - 
der Vorteile nicht entschlagen zu müssen, welche sie bei Durch- 
führung analytischer Betrachtungen und bei Formulierung von 


*) Das Bogenmaß des Winkels, den die veränderliche Richtung 
mit einer festen bildet. 
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Sätzen gewährt, führt man sie formal weiter und ordnet einer 
Wertrerbindung z,/2,/.../z, der n Variablen z,, 2,,...2, 
einen Punkt in dem (idealen) n-fach ausgedehnten Raume zu, 
nachdem in demselben ein Koordinatensystem O(X,, X,,..- X,) 
mit n gegenseitig zueinander senkrechten Achsen angenommen 
worden ist. Der Bereich der Variablen ist durch einen be- 
stimmten Teil dieses n-dimensionalen Raumes dargestellt, die 
Menge der Wertverbindungen oder Punkte ist durch co”, die 
Menge der Fortschreitungsrichtungen von einem Punkte aus 
durch o0"-? zu bezeichnen. 

Es ist lediglich eine Weiterführung der Analogie des Aus- 
drucks, welche in den Fällen von ein, zwei, drei Variablen 
uns entgegengetreten ist; ihr Zweck ist, an die anschaulichen 
Verhältnisse dieser Fälle zu erinnern und der Betrachtung da- 
durch eine Stütze zu bieten. 


§ 3. Funktionen. 

10. Funktionen einer reellen Variablen. Wenn 
jedem Werte der reellen Variablen x, welcher ihrem Bereiche 
angehört, ein bestimmter Wert von y zugeordnet ist, so ist 
damit y im allgemeinen auch als Variable definiert und wird 
eine Funktion der reellen Variablen x genannt. Man drückt 
diesen Sachverhalt durch eine Gleichung von der Form y = f(z) 
aus. Die Variable x wird auch das Argument der Funktion 
genannt; ihr Bereich heißt auch der Definitionsbereich der 
Funktion. 

Von der Variablen x setzen wir, wenn nicht eine hiervon 
abweichende Bestimmung getroffen ist, voraus, daß sie stetig 
ist. Weil der Wert des y von dem Werte des x abhängt, so 
wird y auch die abhängige Variable genannt in bezug auf x 
als unabhängige Veränderliche. 

Über das Gesets der Zuordnung, das in allgemeinster Weise 
durch die Charakteristik f angedeutet ist, enthält die obige 
Definition keine Aussage; es kann in der mannigfachsten Art 
festgesetzt sein. Der wichtigste Fall besteht darin, daß eine 
Rechenvorschrift gegeben ist, nach welcher aus einem gegebenen 
Werte von x der zugehörige Wert von y zu berechnen ist; 
mit andern Worten, daB y durch einen analytischen Ausdruck, 
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in welchen die Variable x als Rechenelement eingeht, definiert 
erscheint. 

Das Gesetz der Zuordnung kann auch durch verbale Fest- 
setzungen ganz willkürlicher Art gegeben sein; wenn man bei- 
spielsweise jedem rationalen Werte von x den Wert 1 und 
jedem irrationalen den Wert O von y zuweist, so ist dadurch 
im Sinne obiger Definition y auch als Funktion von x be- 
stimmt; indessen bieten derartige Funktionen kaum ein ernst- 
liches Interesse. 

In den naturwissenschaftlichen Anwendungen werden häufig 
zusammengehörige Werte von z und y durch Messung gewisser 
Größen gewonnen; man spricht dann von empirischer Zuordnung. 

Zwischen der analytischen und der empirischen Definition, 
durch eine gezeichnete Kurve etwa, die auf ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem bezogen ist, wobei die Abszisse x, die zu- 
gehörige Ordinate y vorstellt, besteht ein wesentlicher Unter- 
schied: während dort die Berechnung des y genau oder mit 
jedem gewünschten Grade der Genauigkeit geschehen kann, ist 
sie hier nur approximativ mit einer von verschiedenen Um- 
ständen abhängigen Genauigkeit möglich. 

Es gibt Fälle, wo jedem Werte der unabhängigen Varia- 
blen z mehrere oder selbst unbegrenzt viele Werte von y zu- 
geordnet sind; auch dann bezeichnet man y als Funktion von 
x, jedoch als eine mehrdeutige, beziehungsweise unendlich viel- 
deutige. Lassen sich dann von einem Gesichtspunkte aus die 
Werte von y derart ordnen, daß an jeder Stelle in bestimmter 
Weise von einem ersten Werte y,, von einem zweiten y, usw. 
gesprochen werden kann, so ist y, eine Funktion von z in 
dem ursprünglichen Sinne oder eine eindeutige Funktion, ebenso 
Y, usw.; die mehrdeutige Funktion erscheint hiernach in 
mehrere eindeutige Funktionen aufgelöst, die man auch ihre 
Zweige nennt. Diese Bemerkung ist wichtig, weil hierdurch 
die Beschränkung auf eindeutige Funktionen statthaft ist. 

11. Funktionen zweier und mehrerer Variablen. 
Wenn jeder Wertverbindung z/y, welche einem definierten 
Bereich der beiden reellen Variablen x, y angehört, eine be- 
stimmte Zahl a zugeordnet ist, so heißt æ eine Funktion der 
beiden Variablen x, y. Man bringt dies in einem Ansatzo von 


Csuber: Vorlesungen. I. 3. Aufl. 
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der Gestalt z = F(z, y) zum Ausdruck. Der Bereich von z, y 
kann in einfachster Weise dadurch bestimmt sein, daß x auf 
ein Intervall (a, b), y auf ein Intervall (c, d) angewiesen ist; 
es bilden dann die Verbindungen eines jeden Wertes aus (a, b) 
mit einem jeden Werte aus (c, d) den Bereich von zx, y. 

Diese Definition kann auf beliebig viele Variablen aus- 
gedehnt werden; man nennt u eine Funktion der Variablen 
Zis Zas -- -Z wenn jeder Wertverbindung z,/2/.../x, dieser 
Variablen aus einem vorgeschriebenen Bereich ein bestimmter 
Wert von u zugeordnet ist. Die allgemeine Bezeichnung hie- 
für ist u = Ọ (2,2, ... x,). 

Im übrigen gelten über die F unktionen zweier und meh- 
rerer Variablen zunächst die nämlichen Bemerkungen, wie sie 
für Funktionen einer Variablen gemacht worden sind. 


12. Implizite, explizite, inverse Funktionen. Es 
sei z = F(z, y) eine analytisch definierte Funktion der beiden 
reellen Variablen x, y. Gibt es solche reelle Wertverbindungen 
x/y der letzteren, welchen der Wert O von g zugehört, so ist 
ihre Gesamtheit durch die Gleichung 
(1) | F (z, y) = 
bestimmt. Vermöge dieser Gleichung ist eine Zuordnung der 
Werte von x und y oder eine gegenseitige Abhängigkeit dieser 
Variablen gegeben, und man kann ebensowohl y als Funktion 
von x wie auch z als Funktion von y betrachten; in jedem 
Falle setzt die Bestimmung zusammengehöriger Werte die Auf- 
lösung einer Gleichung voraus. Man sagt in einem solchen 
Falle, jede der beiden Variablen z, y sei smplisite als Funktion 
der andern gegeben. 

Dem steht die explieite gegebene Funktion gegenüber, 
deren Wert aus dem jeweiligen Werte der Variablen durch 
einen vorgeschriebenen Komplex von Rechenoperationen zu 
gewinnen ist; man schreibt eine solche in der Form y = f(x} 
an und hat sich unter f(x) einen analytischen Ausdruck vor- 
zustellen, in welchem v als Rechenelement erscheint (10). 

Wenn es möglich ist, die Gleichung (1) allgemein, d. i. 
für unbestimmte Werte von z und y nach diesen aufzulösen, 
so daß einmal y = g(x), ein zweitesmal z = vY(y) erhalten 
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wird, so heißen die durch 9, % charakterisierten Funktionen 
inverse oder umgekehrte Funktionen. 


13. Die elementaren Funktionen einer Variablen. 
Um eine Übersicht über die Funktionen zu erlangen, welche 
Gegenstand unserer Untersuchungen sein werden, schlagen wir 
den folgenden Weg ein. 

I. Die einfachste Funktion zweier Variablen x, y ist ein 
Polynom, dessen Glieder die allgemeine Form A, ,x"y” haben, 
wobei x, v positive ganze Zahlen oder Null und A,, (reelle) 
Konstanten bedeuten; man nennt sie eine rationale ganze oder 
kurzweg eine ganze Funktion der Variablen z, y. Die größte 
unter den Summen u + v bezeichnet den Grad der Funktion, 
die größte der Zahlen u ihren Grad n bezug auf x, die größte 
der Zahlen v den Grad in besug auf y. Ist die Summe u +» 
in allen Gliedern dieselbe, etwa n, so heißt die Funktion ho- 
mogen vom Grade oder von der Dimension n. 

Setzt man eine ganze Funktion der Null gleich, so ist durch 
diese Gleichung y als eine algebraische Funktion von x defi- 
niert (und auch umgekehrt z als algebraische Funktion von y; 
wir fassen den ersten Fall ins Auge). Die oben unterschiedenen 
drei Grade bezieht man auch auf die Gleichung, welche man 
als algebraische Gleichung bezeichnet. 

Ist diese in bezug auf y vom ersten Grade, so ist y als 
rationale Funktion von x bestimmt; dabei können noch zwei 
Fälle unterschieden werden. Ist nämlich der Koeffizient von y 
eine Konstante, so hat die Auflösung nach y die Form 

y = ma" tat, 
mit ganzem positiven n; y heißt jetzt eine rationale ganse 
Funktion von x vom Grade n. Hat hingegen y einen von 2 
abhängigen Koeffizienten, so wird die Auflösung nach y in der 
Gestalt | 
„ut aa ite +H an 
y ba” t balye ba 
mit ganzem positiven n und m sich ergeben; dann nennt man 
y eine rationale gebrochene Funktion von z, und zwar eine echt 
gebrochene, wenn n < m; eine unecht gebrochene, wenn n> m. 
Die unecht gebrochene Funktion läßt sich nach den Regeln 
92% 
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der Arithmetik in eine ganze und eine echt gebrochene zer- 
legen, indem man die durch den Bruch angezeigte Division 
so weit vollzieht, als im Quotienten nicht negative Potenzen 
von x auftreten. 

Ist die in Rede stehende Gleichung in bezug auf y vom 
zweiten oder höheren Grade, so wird das durch sie definierte y 
als eine irrationale Funktion von x bezeichnet. Die Art der 
Irrationalität richtet sich nach der Höhe des Grades; ist der 
Grad zwei, drei oder vier, so läßt sich y mit Hilfe von Wurzel- 
aussiehungen durch x darstellen; übersteigt der Grad die Zahl 
vier, so ist (von besonderen Fällen abgesehen) die Darstellung 
durch Wurzelgrößen nicht möglich. 

Man kann hiernach die alyebraischen Funktionen einer 
Variablen unterscheiden in rationale, ganze und gebrochene, 
und in irrationale, durch Wurzelgrößen darstellbare und solche, 
welche die Darstellung durch Wurzelgrößen nicht zulassen. 

Einige Beispiele mögen das Angeführte erläutern. Die 
Gleichung zweiten Grades 


Ax®?+2Dzs+2Ey+F=0 
bestimmt y als rationale ganze Funktion von x des zweiten 
Grades: 
Y = T? + at + Gg, 


ist. Dagegen ist 


bei A D F 
wobei l = — yp Q — 17̃ .=75% 


durch die Gleichung 
Ax +2Bzxiy+2Dxr+2Ey+F=0 


y zunächst als unecht gebrochene Funktion von x gegeben: 
nämlich 
_Ar®+2Ds+F, 


y = 2(Bzx+E) ? 





‚diese läßt sich in eine ganze und eine echt gebrochene zerlegen: 
a 
Y= arta t gr 


A AE—2BD @BD—-AE)E— B’F 
w= zp ah TH On Tg 
Die Gleichung 
Ax?+2Bzy+Cy% +2Dxr+2Ey+F=0 
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bestimmt y als zweideutige irrationale Funktion von z: 


y = B2+ E) t VLa +2 Mr+N 

Q ? 
wo L= B?— AC, M = BE -— CD, N = E?’ — CF; der eine 
Zweig fat die mit dem oberen, der andere die mit dem 
unteren Vorzeichen der absolut genommenen Quadratwurzel 
gebildeten Werte von y zusammen. 

DO. Alle Funktionen, welche nicht unter das Bildungsgesetz 
der algebraischen fallen, faßt man unter der Bezeichnung trans- 
sendenter Funktionen zusammen. 

Die einfachsten davon, aus Begriffen und Vorstellungen 
der elementaren Mathematik hervorgegangen, werden als ele- 
mentare transzendente Funktionen bezeichnet. 

Zunächst ist es der Begriff der Potenz, welcher in der 
Verallgemeinerung, die ihm die Arithmetik für negative und 
gebrochene Exponenten gibt, zur Bildung transzendenter 
Funktionen führt. 

Wenn man in der Gleichung c= a’ die Basis a als 
variabel betrachtet, so ist hierdurch c als Funktion dieser 
Variablen definiert: y = 2, und diese Funktion wird die Potens 
genannt. Für ein rationales b fällt sie unter den Begriff der 
algebraischen Funktion, für ein irrationales b ist sie transzen- 
dent. Der Bereich von z muß, wenn b ein Bruch mit geradem 
Nenner oder irrational ist, auf das Intervall (0, + œo) be- 
schränkt werden, soll jedem Werte von x ein reeller Wert 
von % zugeordnet sein. 

Die Umkehrung der Potenz führt nicht zu einer neuen 


1 
Funktion; denn aus y = z? folgt z = y und y ist mit b zu- 


gleich rational, beziehungsweise irrational. 

Faßt man den Exponenten b als variabel auf, so ist c als 
transzendente Funktion dieser Veränderlichen definiert: y = a”, 
welche den Namen Exponentialfunktion führt. Die Basis a 
muß positiv sein, soll jedem Werte von x ein reeller Wert von 
y zugeordnet sein; dort, wo mehrere reelle Werte von y vor- 
handen sind (wie dies geschieht, so oft x einem Bruch mit 
geradem Nenner gleich wird), soll jedesmal der positive ver- 
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standen sein; bei diesen Festsetzungen ist y == a” eine ein- 
wertige Funktion. 

Aus der Umkehrung der Exponentialfunktion geht x als 
neue transzendente Funktion von y hervor, welche den Namen 
Logarithmus von y in bezug auf die Basis a führt und durch 
x = log,y dargestellt wird. Vermöge der bei y = a” gemachten 
Festsetzungen muß in der Definitionsgleichung x = log,y a als 
positiv vorausgesetzt und y auf das Intervall (0, + oo) be- 
schränkt werden. 

In der Trigonometrie werden einem Winkel (in allgemeiner 
Auffassung, also durch eine beliebige Drehung des beweglichen 
Schenkels entstanden) die Verhältniszahlen je zweier von drei 
in bestimmter Weise konstruierten Strecken zugeordnet; faßt 
man in dieser Zuordnung das Bogenmaß x des Winkels als 
unabhängige Veränderliche, die Werte der genannten Verhält- 
nisse als Funktionen auf, so kommt man zu den trigono- 
metrischen Funktionen oder Kreisfunktionen 


y = sin z, y = cosx, y = tgz, y = cotgz, y=SeCz, .. .; 
wird hingegen jede der Verhältniszahlen als unabhängige Ver- 
änderliche und das Bogenmaß des Winkels als deren Funktion 
angesehen, so entstehen die zyklometrischen Funktionen oder 
die inversen Kreisfunktionen 

x = Arcsiny, x = Arccosy, x = Arctgy, x = Arccotgy, ... 


als Umkehrungen der trigonometrischen. 

Zwischen den eben vorgeführten Definitionen der elemen- 
taren transzendenten Funktionen, als: der Potenz mit irratio- 
nalem Exponenten, der Exponential- und der logarithmischen 
Funktion, der trigonometrischen und zyklometrischen Funktionen, 
und den Definitionen der algebraischen Funktionen, besteht ein 
wesentlicher Unterschied: diese sind analytisch definiert worden, 
jene nicht; erst im weiteren Verlaufe unserer Betrachtungen 
werden sich auch für die Transzendenten analytische Defini- 
tionen ergeben. 


14. Grenzwert der Variablen. Eine Varisble x, deren 
Bereich unbegrenzt viele Zahlen umfaßt, hat den Grenzwert a 
oder konvergiert gegen a, wenn sie in beständiger Änderung 
begriffen schließlich Werte annimmt, deren Unterschied gegen 
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a dem absoluten Werte nach fortan kleiner bleibt als eine be- 
liebig kleine festgesetzte positive Zahl e, ohne jemals zu ver- 
schwinden. 
Wie klein also auch & gewählt wird, so ist und bleibt 
von einem gewissen Momente im Verlauf der Änderung des z 
l O<|z-al<;; 
man drückt diesen Sachverhalt in Kürze durch den Ansatz 
lim z = a 
aus (limes = Grenze). 
Besteht beispielsweise der Bereich der Variablen z aus 
den Zahlen einer Fundamentalreihe 
Gy, Ais Qg, - 
und schreibt man der Variablen vor, der Reihe nach die Werte 
Ga, Gi, Gg, ... anzunehmen, so ist die durch die Fundamental- 
reihe definierte Zahl ihr Grenzwert; hiernach ist der Grenz- 
wert einer Variablen, welche die Fundamentalreihe 
2 3 4 
1? 2? 37 0" 
durchläuft, = 1; ebenso der Grenzwert einer Variablen, welche 


die Reihe der Werte 
1 2 38 


27 gr gr 
zu durchlaufen hat, = 1. 

Ist z eine stetige Variable und stellt man sich vor, daß 
sie bei der Konvergenz gegen den Grenzwert a alle Werte 
innerhalb eines übrigens beliebig engen Intervalls (a — 6, a) 
oder (a, a + ð) oder (a — d, a + 6) mit alleiniger Ausnahme 
von a selbst annehmen kann, so sagt man, x nähere sich dem 
Grenzwerte a auf stetige Weise. 

Wenn x bei der Konvergenz gegen den Grenzwert a nur 
kleinere Werte als a annimmt, also zunehmend dem a sich 
nähert, so soll dies durch die Zeichen limz = a — O ausgedrückt 
werden; hingegen wird unter imz=a-+0 ein Grenzüber- 
gang zu verstehen sein, bei welchem x nur Werte über a 
annimmt, sich dem a also abnehmend nähert. Mit Rücksicht 
auf die geometrische Versinnlichung der reellen Zahlen kann 
auch von einer linksseitigen und einer rechtsseitigen Konvergenz 
gesprochen werden. Darf x Werte sowohl unter wie Werte 
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über a annehmen, so wird dies durch lim z =a FO oder 
kurz lim x == a angezeigt werden. 

Ist der Bereich der (stetigen) Variablen x unbeschränkt, 
und nimmt sie in beständiger Änderung begriffen schließlich 
Werte an, welche dem absoluten Betrage nach fortan größer 
bleiben als eine beliebig groß festgesetzte positive Zahl K, so 
sagt man, die Variable konvergiere gegen den (uneigentlichen) 
Grenzwert oo (Unendlich). Wie groß also auch K ist, von 
einem gewissen Augenblicke im Verlaufe der Änderung des z 
ist und bleibt - 

z|>K. 
Behält dabei z, wenigstens von einem Momente an, das posi- 
tive Vorzeichen, so wird dies durch lim z = + œ ausgedrückt, 
und bleibt es von einem Momente an fortwährend negativ, so 
schreibt man lim z = — oo. Der Ansatz lim x = oo soll gelten, 
wenn x während des Verlaufs seiner Änderung das Vorzeichen 
immer wechseln kann. l 

15. Grenzwerte von Funktionen einer Variablen. 
Die Funktion y = f(x) ist in dem ganzen Intervall (œ, ß) de- 
finiert heißt so viel, daB zu jeder Stelle a des Intervalls 
(«e<a<ß) ein bestimmter Wert der Funktion, f(a), gehört, 
den wir als den Definitionswert an dieser Stelle bezeichnen 
wollen. Wesentlich verschieden davon ist die Frage nach dem 
Grenzwerte der Funktion bei einem Grenzübergange lim x = a. 
Während im ersten Fall nur der Funktionswert an der Stelle 
a in Betracht kommt, kommt es im zweiten Falle gerade auf 
diesen nicht, sondern nur auf die Nachbarwerte an, welche 
die Funktion bei dem Grenzübergang annimmt. Die zweite 
Frage hat also auch dann Berechtigung, wenn f(x) an der 
Stelle a nicht definiert ist. 

Wenn bei dem Ürenzübergange die Werte von y derart 
verlaufen, daß der Unterschied y — b dem Betrage nach kleiner 
wird und bleibt als eine beliebig klein festgesetzte positive 
Zahl e, so sagt man, die Funktion habe bei dem Grenzüber- 
gange den Grenzwert b. 

Um die Erscheinungen, die hierbei auftreten können, 
näher ins Auge zu fassen, wollen wir den Grenzübergang des 
x genauer präzisieren. 
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Nähert sich x der Grenze a wachsend, so konvergiere y 
gegen den Grenzwert b; man schreibt dies in der Form 


lim y=b oder kürzer lim y =b 
0 


lim z=a—0 z=4— 
an; nähert sich x der Grenze a abnehmend, so konvergiere y 
gegen den Grenzwert b’, in Zeichen: 
lim y = v. 
z=a-+0 
Wenn nun b+ b, so sagt man, y besitze an der Stelle a 
zwei verschiedene Grenzwerte, einen links und einen andern 
rechts. Ist dagegen b = b’, so spricht man von einem Grenz- 
wert an der Stelle a schlechtweg, schreibt dies wie folgt an: 
lim y = b 
und bat hiermit folgenden Sinn zu verbinden: Zu einem be- 
liebig klein vorgeschriebenen positiven & gibt es immer ein 
ebenfalls positives ð derart, daB |y— b | < e bleibt, sobald x 
in seiner Annäherung an die Grenze a so weit vorgeschritten 
ist, daß es fortan in dem Intervall (a — ô, a+ ð), also 
|e—-a | <ö verbleibt. 
Wenn der absolute Betrag von y, während x der Grenze 
a sich nähert, schließlich größer bleibt als eine beliebig groß. 
festgesetzte positive Zahl X, so spricht man (im uneigentlichen 
Sinne) von einem unendlichen Grenzwert des y, der wieder 
+ 00, — œ oder unendlich von unbestimmtem Vorzeichen (be- 
stimmt unendlich oder unbestimmt unendlich) sein kann. Der 
Ansatz 
lim y = + œ 
bringt also die Tatsache zum Ausdruck, daß bei wachsendem 
und der Grenze a unaufhörlich sich näherndem x dessen 
Funktion y schließlich fortan positiv bleibt und jeden noch so 
großen Betrag überschreitet. Der Ansatz 
lim y = — oo 
würde den Sinn haben, daß, von welcher Seite sich x der 
Grenze a auch nähert, y von einem Momente angefangen fort- 
ab negativ bleibt und dem Betrage nach tiber jede angebbare 
Zahl hinaus wächst. 
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Ist der Bereich der Variablen x unbeschränkt, so kann 
man sie in dem im vorigen Artikel erläuterten Sinne gegen 
eine der Grenzen + oo, — oo konvergieren lassen; y kann da- 
bei jede der Erscheinungen aufweisen, die bei der Konvergenz 
von x gegen einen endlichen Grenzwert a beobachtet worden 
sind. Insbesondere kann y sich dabei einer bestimmten Grenze 
b nähern und man wird dies in einer der Gleichungen 

lim y = b lim y = b 


2= +0 æ= — 00 
zum Ausdruck bringen, während 
lim y = b 


andeuten würde, daß b die Grenze von y ist, ob x positive 
oder negative Werte von beständig wachsendem Betrage an- 
nimmt. 

Es ist jedoch möglich, daB y bei der Konvergenz des 
x gegen einen endlichen oder unendlichen Grenzwert weder 
einer bestimmten Grenze sich nähert, noch auch in der einen 
oder andern Weise ins Unendliche wächst; man sagt dann, es 
existiere kein Grenzwert für y oder er sei unbestimmt. 


Zur Erläuterung mögen die folgenden Beispiele dienen. 

1) Die Funktion y= -1 ist an der Stelle z =a nicht 
definiert*); wenn sich x dieser Stelle wachsend nähert, so 
nimmt der Betrag der beständig negativ bleibenden Funktion 
über jede angebbare Zahl hinaus zu; nähert sich x der Stelle 
a abnehmend, so bleibt die Funktion positiv und wächst über 
jeden Betrag hinaus, so daß 


® 1 a 1 
lim --— = — œ, lim 
z=a-07— 4% z=a+07 0 





= + ©. 


2) Mit der Funktion — ; verhält es sich ebenso, nur 
(x — a) 


mit dem Unterschiede, daß sie bei dem Grenzübergange links 
wie rechts positiv bleibt, weshalb 


. 1 
-a 


*, Weil eine Division, deren Divisor Null ist, keinen Sinn hat. 


Erster Abschnitt. Variable und Funktionen. 97 


3) Die Exponentialfunktion y =a” (a>0) zeigt für 
lim z = — oo und lim z= + oo verschiedenes Verhalten, je 
nachdem a < 1 oder a œ> 1 ist, und zwar ist 


bei a<1 lim af = + oo, lim a7 = 0; 
z=—o® z= +o 

bei a>1 lim a” = 0, lim a= + œ. 
z= — 0 z=+® 


4) Die logarithmische Funktion y = log, x(a > 0) ist an 
der Stelle z = 0 nicht definiert; auf Grund von 3) findet man 
bei a<l1 lim log, z + ©, lim log, 2 = — œ; 
z= 4+0 z= +o 


bei a>1 lim log, z = — 00, lim log, z = + œ. 
z=+0 z=+® 


1 
5) Die Funktion y=a”-® (a > O) ist an der Stelle z = «a 
nicht definiert; durch Zusammenhalten der Fälle 1) und 3) 
ergibt sich 


1 1 
für a< 1 lim a?" = + 00, lim a? 0; 
z=a-0 z=a+0 
— 4 
für a>1 lim a = Q, lim a*-" = + 00; 
z=a-—-0 z=a+0 


dagegen wäre mit Rücksicht auf 2) 
für a<1 lim a- = 0, 


zaga 
1 


fär a> 1 lim a- = + œ. 

6) Für die Funktion y = sinz (und auch für die übrigen 
trigonometrischen Funktionen) existiert bei lim z = + oo kein 
Grenzwert; denn bei stetigem Wachsen von z in der einen wie 
in der andern Richtung hört die Funktion niemals auf, zwischen 
— 1 und +1 zu schwanken. 


T) Die Funktion y = sin — ist für den Wert z = 0 nicht 


definiert; bei der Konvergenz von x gegen diese Stelle von der 
einen oder andern Seite existiert vermöge der Fälle 1) und 6) 
für sie kein Grenzwert. 


16. Das Unendlichkleine und Unendlichgroße. Von 
einer Variablen z oder einer Funktion y derselben (bei einem 
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gewissen Grenzübergange des x) sagt man, sie werde unendlich 
klein oder sei ein Unendlichkleines, wenn sie gegen die Grenze 
Null konvergiert. 

Man sagt von x, beziehungsweise y, es werde unendlich 
groß oder sei ein Unendlichgroßes, wenn es sich der (uneigent- 
lichen) Grenze oo (mit bestimmtem oder unbestimmtem Vor- 
zeichen) nähert. 

Unter einem Unendlichkleinen hat man sich also eine 
Variable im Zustande ihrer Konvergenz gegen den Grenzwert 
Null, unter einem Unendlichgroßen eine Variable im Zustande 
ihres unaufhörlichen numerischen Wachsens vorzustellen. Beide 
Begriffsbildungen beziehen sich auf einen Werdeprozeß, der 
sich im Endlichen abspielt. 

Es seien y, y, zwei Funktionen von x, welche bei einem 
näher qualifizierten Grenzübergange lim z = a zugleich unend- 
lich klein werden. Dasselbe gilt dann von ihrer Summe, ihrer 
Differenz und ihrem Produkt; von dem letzteren läßt sich 
aussagen, daB es rascher gegen Null konvergiert als die ein- 
zelnen Faktoren, indem von einem gewissen Momente der 
Konvergenz angefangen der zu einem Werte von x gehörige 
Wert von yy, dem absoluten Betrage nach beständig kleiner 
sein wird als die zu dem gleichen Werte des x gehörigen Be- 
träge von y und y,; es kann hiernach in bezug auf yy, einer- 
seits und y, y, andererseits von einem verschiedenen Grade des 
Unendlichkleinwerdens gesprochen werden. 

Zu bestimmteren Vorstellungen hierüber führt die Be- 


trachtung des Quotienten y derselbe kann bei einem Grenz- 
1 

übergange z = a, bei welchem lim y = O und limy, = 0, sich 
einer bestimmten von Null verschiedenen Grenze b oder der 
Grenze 0 oder der Grenze oo nähern oder ein unbestimmtes 
Verhalten zeigen. 

In dem ersten der aufgezählten Fälle, wo also lim 5 =b 

1 

und b+ 0 ist, sagt man, y und y, seien unendlich kleine 
Größen gleicher Ordnung. 

In dem zweiten Falle, wo lim $ = 0, ist A selbst ein 


1 1 
Unendlichkleines, läßt sich also y als Produkt von zwei un- 
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endlich kleinen Größen darstellen, deren eine y, ist; y konver- 
ziert daher zufolge einer oben gemachten Bemerkung rascher 
gegen Null als y,, und man drückt dies dadurch aus, daß 
man y als ein Unendlichkleines höherer Ordnung im Vergleich 
zu y, bezeichnet. 


In dem dritten Falle, wo lim +- = oo, ist lim 3) = 0, 
1 


also y, von höherer Ordnung in bezug auf y, dieses daher von 
niederer Ordnung in bezug auf y,. 

In dem letzten Falle ist eine Beurteilung der Ordnung 
ausgeschlossen. 

Wenn y, y, unendlich kleine Größen ungleicher Ordnung 
sind, so läßt sich in vielen Fällen eine positive Zahl n derart 


bestimmen, daß der Quotient y Y_ gegen eine bestimmte von 
I 


Null verschiedene Grenze b konvergiert, so daB y und y,” als 
unendlich kleine Größen gleicher Ordnung zu bezeichnen 
wären; dann präzisiert man die Ordnung näher und bezeichnet 
y als von der Ordnung n in bezug auf y,, oder schlechtweg 
von der Ordnung n, wenn man übereingekommen ist, y, als 
ein Unendlichkleines der ersten Ordnung aufzufassen. Da 


* — b bei dem Grenzübergange lim z =a gegen Null kon- 


vergiert, so ist es selbst ein Unendlichkleines und möge mit 7 
bezeichnet werden; aus dem Ansatze * —b=n folgt dann 


y = by," + ny,”; das Produkt ņy,” ist selbst wieder unendlich 
klein, und zwar höherer als der n-ten Ordnung; wird es durch 
& bezeichnet, so hat man in 


y = by" + € 


den allgemeinen Ausdruck für ein Unendlichkleines, das in 
bezug auf y, von der n-ten Ordnung ist; dabei bedeutet b 
eine von Null verschiedene bestimmte Zahl und & ein Unend- 
lichkleines von höherer als der n-ten Ordnung. Das Glied by,” 
nennt man den Hauptteil, den sekundären Teil von y. 

Betrachtet man neben y eine zweite unendlich kleine 
Größe Y der n-ten Ordnung, so hat sie den Ausdruck 


Y=By"+E 
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und der Quotient Y konvergiert für lim æ =a, da * und 


E hierbei unendlich klein werden, gegen den Grenzwert 2, 
Yı ? B 


denn 
b+ = 
lim - im — =, 
B+—, 
Y, 


Hiernach ist der Grenswert des Quotienten sweier unendlich 
kleinen Größen derselben Ordnung gleich dem Quotienien ihrer 
Hauptteile. 

Sind y, y, Funktionen von z, welche bei einem näher 
bestimmten Grenzübergange des x unendlich groß werden, so 


werden die Funktionen Š = bei demselben Grenzübergange 


unendlich klein, und es ist = in bezug auf > von der Ord- 
1 


nung n, wenn 








t 
lim I =b 
G) 
und b- 0; es ist aber 
1 
Yy _ ne 
iy y 
| (1) 
folglich 
lim 24 
Yı b 


und + +0; man bezeichnet dann während des Grenzüber- 


ganges y als unendlich groß von der Ordnung n in bezug 
auf y,. Es gilt also für die Beurteilung der Ordnung un- 
endlich groß werdender Variablen dieselbe Regel wie bei un- 
endlich klein werdenden Variablen. 


Folgende Beispiele mögen dies erläutern. 
1) Die Funktionen y=Yr+x°—Yz und „= zyz 
werden für lim z = + 0 unendlich klein, und zwar von gleicher 


Ordnung; man kann nämlich den Quotienten Fr , da z=0 
1 


Erster Abschnitt. Variable und Funktionen. 831 


ausgeschlossen ist, wie folgt transformieren: 


Vetz’— Ve _ =’ —— — 
zyz zys(Vs+a +yz) Vi+æ+ı 
und erkennt nun, daß 
lim 1-4. 
z=4+091 2 
2) Die Funktionen y= singz und y =x werden für 
lim z = O unendlich klein von gleicher 
Ordnung. Denn aus Fig. 1, in welcher 
der Kreisbogen aus O mit dem Halb- 
messer 1 beschrieben ist, folgt die Un- 


gleichheit 
AOCA< Sektor OBA<AODA, 


die immer besteht, wenn nur der 
Winkel x spitz ist; arithmetisch aus- 
gedrückt heißt dies, daß 


sin 7 Cosg < g< bi 


Fig. 1. 








also auch 
cost < nn < asz 

und 

zos a > iog > C08 T; 
nun kann z so klein gewählt werden, daß der Unterschied 
---_ — cosz kleiner wird als eine beliebig klein festgesetzte 
cos z 
Zahl; um so mehr gilt dies dann für 55 _ 8, da nun 





cosz mit abnehmendem x sich der Grenze 1 nähert, so ist, 
wie auch z gegen Null konvergiert, 
lim =E =1 
x 
Dabei ist vorausgesetzt, daB x im Bogenmaß ausgedrückt 
sei; wäre es in Graden gemessen, so hätte man 


ji sin x bd 
æ 10 
Schon bei 3° und Anwendung von Bogenmaß ist nng 
= 0,9995427 von 1 wenig verschieden, und bei 10’ bereits 


— 0,9999940. 
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3) Die Funktionen y=1-—cosz und y, =% werden 
unendlich klein für limxz — 0; die erste aber ist von der 
zweiten Ordnung in bezug auf die zweite, denn (bei Ausschluß 
von 7z = 0) ist 





daher zufolge 2) 
lim Z 2E _ 1, 
zzo O a 
4) Die Funktionen y = tgx— sinx und y, =z werden 
für lim z = 0 unendlich klein, die erste aber von der dritten 


Ordnung in bezug auf die zweite, weil bei Ausschluß von z=(0 


tgz— sing _ tgz 1— coss 1 sing 1— cosx 


— = — — — 


æ? x x? cosx x x? 


und somit auf Grund von 2) und 3) 


17. Definition und analytische Merkmale stetiger 
Funktionen. Von einer Variablen x, deren Bereich das 
Kontinuum der reellen Zahlen zwischen « und ß ist, sagt man, 
sie durchlaufe dieses Kontinuum oder das Intervall (æ, ß) stetig, 
wenn sie jeden Wert aus dem Intervall und jeden nur einmal 
annimmt; sie kann dabei mit dem Werte œ oder mit ĝ be- 
ginnen, das Intervall also in zwei entgegengesetzten Richtungen 
durchlaufen. Wir nehmen, wo nichts anderes bemerkt wird, 
an, daB x mit dem algebraisch kleinsten Werte beginnt und 
allmählich bis zum algebraisch größten fortschreitet; es ent- 
spreche dies der Ordnung «, $. 

Nun sei y=f(x) eine in dem abgeschlossenen Intervall 
(«, P) definierte einwertige Funktion. Wenn der Bereich von 
y ebenfalls ein Kontinuum (A, B) ist und von y stetig durch- 
laufen wird, während x das Kontinuum («, ß) stetig durch- 
läuft, so heißt y eine in dem Intervall («, 8) monotone Funk- 
tion, und zwar eine wachsende oder abnehmende, je nach- 
dem Á < B oder A> B. Ordnet man jedem Paar zusammen- 
gehöriger Werte von x und y einen Punkt M der Ebene zu, 
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nachdem in derselben ein (rechtwinkliges) Koordinatensystem 
angenommen worden, so ergibt sich als einfachstes Bild der 
wachsenden Funktion ein von links nach rechts steigender 
Kurvenbogen (Fig. 2), als Bild einer abnehmenden Funktion ein 
in derselben Richtung fallender Kurvenbogen (Fig. 3). 


y Fig. 2. 


Bl-—----- — 





Besteht der Bereich von y aus mehreren Kontinuen, welche 
sich derart aneinanderreihen, daB der Anfangswert jedes fol- 
genden zugleich Endwert des vorhergehenden ist, und die 
von y in abwechselnder Richtung durchlaufen werden, so ist y 
eine abwechselnd wachsende 
und abnehmende Funktion und 
ihr einfachstes Bild wird sich 
aus einem zusammenhängenden 
System von Kurvenbögen der 
Formen Fig. 2 und Fig. 3 zu- 
sammensetzen, wie etwa in 
Fig. 4, welche einer Funktion 
entspricht, die der Reihe nach 
die Kontinua (A, K), (K, L), (L, B) durchläuft, während x von 
« bis ß stetig sich ändert. 

Funktionen von der beschriebenen Art beseichnel man als 
in dem Intervalle («, B) stetige oder kontinuierliche Funktionen. 

Der ursprüngliche Begriff der Stetigkeit beruht auf räum- 
lichen Anschauungen. Um ihn zu arithmetisieren, d. i. um 
die Eigenschaft der Stetigkeit von Funktionen für arithmetische 
Untersuchungen verwertbar zu machen, seien die folgenden 
Sätze vorgeführt. 

1) Wenn die Funktion f(x) in dem Intervall («, P) stetig 
sst, so läßt sich zu einem beliebig klein festgesetzten positiven & 

Czuber: Vorlesungen, L 8. Aufl. 


Y Fig. 4. 


B — —— — —— — —— 
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an jeder Stele x =a innerhalb des Intervalls ein hinreichend 
kleines positives n festsetzen derart, daß für jedes x’ aus dem 
Intervall (a — n, a + n) die Besiehung besteht . 


| F2) — fla) | <e. 

Der Wert f(a) gehöre dem Kontinuum (A, B) an; & sei 
klein genug festgesetzt, daß auch f(a)— € und f(a) + € dem 
Kontinuum angehören; diesen Funktionswerten entsprechen Werte 
der Variablen aus dem Intervall («, ß), die sich in der Form 
a—h,a+h oder a+ h, a— h darstellen lassen, je nachdem 
die Funktion in dem Kontinuum (A, B) wachsend oder ab- 
nehmend ist; ist k die kleinere der beiden positiven Zahlen 
h, h, so genügt jedes 7, das zwischen O und Ah liegt, der 
obigen Forderung. 

An den Endstellen z =«, z= ß ist nur zu einer Seite 
ein Intervall von der gedachten Eigenschaft feststellbar (æ, æ + 7) 
links, (B — n, ß) rechts. 

Diese Eigenschaft der stetigen Funktion wird als „Stetig- 
keit an der Stelle x = a“ bezeichnet und häufig “zum Aus- 
gangspunkt für die analytische Definition der Stetigkeit ge- 
nommen, indem man erklärt, eine Funktion, welche an jeder 
Stelle des Intervalls (œ, 8) die erwähnte Eigenschaft besitzt, 
sei stetig in dem ganzen Intervall. 

Bezeichnet x” einen zweiten Wert von x aus dem Intervall 
(a— n, a +n), so ist neben 


fæ) — fla) | < e 
fæ") — fla) | <e, 


\f@”)-f@)| < 2e; 

es ist also eine Folge der Stetigkeit, daß sich zu jeder Stelle 
a des Intervalls («, ß) eine hinreichend enge Umgebung 
(a — n, a + n) bestimmen läßt derart, daß irgend zwei Funk- 
tionswerte aus dieser Umgebung eine Differenz geben, deren 
Betrag unter einer beliebig klein festgesetzten positiven Zahl 
2& liegt. Dieses Verhalten pflegt man auch so auszudrücken, 
daß bei einer stetigen Funktion an jeder Stelle zu einer un- 
endlich kleinen Änderung der Variablen eine unendlich kleine 
Änderung der Funktion gehöre. 


auch 


somit 
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Man kann die Eigenschaft 1) auch dahin aussprechen, es 
sei für jedes a aus («, 8) f(a) der Grenzwert, gegen welchen 
die Funktion f(x) bei dem stetigen Grenzübergange lim z =a F O 
konvergiert.*) 

Als Beispiel einer Stetigkeitsprüfung diene die Funktion 
f(x) = z”, die Potenz mit gangem positiven Exponenten m. 


Hier ist | 
f@) — fla) = =" — 
und wenn z’ =a + h gesetzt wird, 
flath — f(a) = h| mar- 14 (M)an-2n +(2)ar-®hr+...+h"-1]; 


ist p der größte unter den absoluten Werten der Koeffizienten 
der Potenzen von h in der Klammer und H der absolute Wert 
von h, so besteht die Ungleichung: 


Ifla+h)—fla) |< HL + H +: + Hm) uni Er, 


und wenn H ein echter Bruch, so gilt um so mehr: 


| H 

fa +h) — fla) | <7Ta 
Ist nun & eine beliebig klein angenommene positive Zahl und 
wird H so gewählt, daß 

uH 
ia 
so ist auch | 
| fla+k)—fl)|<e. 


Aus der vorangehenden Ungleichung ergibt sich aber 


H 
u uf e 
Wird also der absolute Wert von h gleich oder kleiner ge- 


nommen als 





, 80 ist 


Ife) — fa) | <e 
für jedes x’ aus dem Intervall (a — h, a + h). 


rF: 


9 Ansätze von der Form 
lim f(z) = f(a) oder lim f(z +A) = flo), 


die auf den ersten Blick selbstverständlich scheinen, sind nur dann 
legal, wenn die Funktion f(x) in der Umgebung von a, beziehungs- 


weise x, stetig ist. 
8 e 
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Damit ist die Stetigkeit von x" an der beliebigen Stelle a, 
also die durchgehende Stetigkeit dieser Funktion erwiesen. 
Es folgt daraus auch die Stetigkeit jeder ganzen Funktion von z. 

Zu beachten ist, daß die obere Grenze von H abhängt 
von & und a. 

2) Wenn die Funktion f(x) stetig ist in dem abgeschlossenen 
Intervall (oc, B), so läßt sich zu einem beliebig klein festgesetzten 
positiven £ ein hinreichend kleines positives n bestimmen derart, 
daß für jede swei Werte x, x’ aus (a, B), für welche | x —x | 
<n, die Besiehung besteht 

Na) -f@)I<e. 

Es werde zunächst vorausgesetzt, die Funktion sei monoton, 
z. B. wachsend, und (A, B) ihr Bereich. Man teile denselben 
in so viele gleiche Teile, daß jeder Teil kleiner ist als >; die 


B—A 8 
n = k< 7 Zu den Funk- 





Anzahl der Teile sei n, so daß 
tionswerten 
fæ), fla) +k, fle) + 2k, ... fla) +n— ik, f(P) 
sollen der Reihe nach die (ebenfalls steigend geordneten) Werte 
To =Q I, Is, s... Ta-1) Ta = ß 

der Variablen x gehören; je zwei benachbarte dieser Werte 
bestimmen ein Intervall und das kleinste unter diesen » Inter- 
vallen sei gleich %; dann genügt jedes n, das zwischen O und 
h liegt und „= h selbst der obigen Forderung. Denn nimmt 
man irgend zwei Werte z, x’ an, für welche |r— x’ < h, so 
fallen sie entweder in ein und dasselbe Teilintervall (z,, z,,ı) 
oder in zwei benachbarte (2,_,, x,) und (%,, 2,,,); im ersten 
Falle ist unmittelbar 


fæ- fæ) <4; 
im zweiten Falle hat man zunächst 

FG)-FGOCIC 

f(z) f(x) |< 5 


fa) — f) | < 8; 
in jedem Falle ist also | f(x) — f(x’) | < £, sobald | z—z' | <h. 


daher schließlich 
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Ist die Funktion abwechselnd wachsend und abnehmend, 
so führe man die beschriebene Operation für jeden ihrer mono- 
tonen Abschnitte aus; das kleinste unter den gefundenen h 
genügt für den ganzen Verlauf der gestellten Forderung. 

Man bezeichnet diese Eigenschaft gewöhnlich als gleich- 
mäßige Stetigkeit; wie die vorstehende Betrachtung zeigt, ist 
sie eine notwendige Folge der Stetigkeit in dem abgeschlossenen 
Intervall (x, ß). 

Die gleichmäßige Stetigkeit besteht also darin, daß sich 
zu einem beliebig klein angenommenen & ein hinreichend kleines 
h bestimmen läßt derart, daß, wo man auch zwei Stellen in 
(a, 8) bezeichnen möge, deren Abstand unter h liegt, der 
Unterschied der zugehörigen Funktionswerte immer kleiner 
als & ist. 

Als Beispiel einer Funktion, bei der sich unmittelbar die 
gleichmäßige Stetigkeit erweisen läßt, betrachten wir f(x) = sin% 
Es ist 


⸗ 
— g 


st . x i 
sın —;— j} 


2 
da nun 1 der größte absolute Wert des Kosinus ist und der 
Sinus, wie klein auch der Bogen, immer kleiner bleibt als dieser 
so hat man im vorliegenden Falle: 


fæle- |; 
wählt man also | x — x’ | < &, so ist auch, und zwar im gansen 
Verlauf der Funktion, 
| sinz — sing’ | <8, 
und dadurch ist die gleichmäßige Stetigkeit dargetan. 

3) Wenn die Funktion f(x) in dem abgeschlossenen Inter- 
val (x, P) stetig ist und an den Endstellen desselben verschiedene 
Werte besitet, so gibt es su jeder Zahl M gwischen f(«) = A 
und f(ß) = B mindestens eine Stelle x in (a, ß) derart, daß 

f(a) = M. 

Ist zunächst die Funktion monoton, so ist (A, B) ihr 
Bereich und sie nimmt jeden Wert aus (A, B) und jeden nur 
einmal an, folglich auch den Wert M, der nach Voraussetzung 
zwischen A und B liegt; zu ihm gehört ein Wert x aus («, $), 
und es ist in der Tat einmal f(z) = M. 





f(x) — f(x) = sing — sinz’ = 2 cos 
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Wechseln dagegen Wachstum und Abnahme miteinander 
ab, und durchläuft die Funktion der Reihe nach die Kontinua 
(4, ©, (C, D), ... (K, B), so muß M mindestens in einem 
derselben vorkommen; denn ist A < B und wären die Werte 
aus allen Kontinuen unter M, so könnte der über M liegende 
Wert B nicht erreicht werden; wären die Werte aus den 
Kontinuen durchwegs über M, so käme der unter M liegende 
Wert A nicht zustande; ähnliche Erwägungen gelten für A > B. 
Kommt aber der Wert M in einem der Kontinuen vor, so 
nimmt die Funktion ihn auch für einen bestimmten Wert der 
Variablen aus («, $) an, so daß auch jetzt, und zwar minde- 
stens einmal, die Gleichung f(x) = M stattfindet. 

4) Wenn die Funktion f(x) in dem Intervall («, B) stetig 
ist und ihre Endwerte f(«) = A, f(ß) = B ungleich beseichnet 
sind, so gibt es wenigstens einen Wert x swischen æ und ß, für 
welchen die Gleichung besteht: 

f(a) = 0. 

Dieser Satz ist eine Folge des vorangehenden; denn f(z) 
nimmt jeden Wert zwischen A und B mindestens an einer 
Stelle des 'Intervalls («, f) an, hier also auch den Wert Null, 
weil er dem Kontinuum (A, B) angehört. 


18. Verschiedene Arten der Unstetigkeit (Diskon- 
tinuität). Wenn eine Funktion f(x) in der (ein- oder beider- 
seitigen) beliebig engen Umgebung einer Stelle x = a definiert 
ist, die Stetigkeitsbedingung aber nicht erfüllt, so heißt sie an 
dieser Stelle unstetig oder diskontinuierlich. An der Stelle selbst 
versagt in solchen Fällen in der Regel die analytische Defi- 
nition; es kann aber die Funktion auch hier definiert sein. 
Immer kommt es auf die Untersuchung der Funktion in der 
Umgebung an, auf ihr Verhalten bei unbegrenzter Annäherung 
an die Unstetigkeitsstelle.e Auf eine Klassifikation der zahl- 
reichen Möglichkeiten soll nicht eingegangen werden; einige 
Beispiele werden genügen, um die Art solcher Untersuchungen 
zu kennzeichnen. 

1) Ist a innerhalb des Intervalls («, 8) gelegen, f(a) nicht 
bestimmt, jedoch 


lim f(z) = lim f(x) =b, 
z=a—0 z=a +0 
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d. h. konvergiert f(x) zu beiden Seiten von a gegen eine und 
dieselbe bestimmte Grenze b, so kann man die Definition der 
Funktion, die an der Stelle a eine Lücke aufweist, vervoll- 
ständigen, indem man dieser Stelle jenen Grenzwert zuweist, 
also f(a) =b setzt; die Funktion verhält sich dann in der 
Umgebung von a wie eine stetige Funktion. 

Eine ähnliche Bestimmung kann getroffen werden, wenn a 
mit æ oder f (æ <f) zusammenfällt und f(z) für lim z = «æ +0, 
beziehungsweise für lim z = 8 — 0 gegen eine bestimmte Grenze 
konvergiert. 


Die Funktion f(x) = z cos 1 ist an der Stelle z = 0 nicht 


definiert, weil O als Nenner nicht zulässig ist; von welcher 
Seite sich aber z der Null nähern mag, konvergiert f(x) gegen 
Null. Füllt man also die Lücke in der Definition durch die 
Festsetzung f(0) =0 aus, so verhält sich die Funktion an 
dieser Stelle wie eine stetige Funktion; bei jeder anderen Fest- 
setzung für f(O) würde sie hier unstetig sein. 

2) Wenn jedoch œ < a< ß und 

im f(d)=b, lim f(a) =v 
z=a-0 z=a+0 
und b= b’, so heißt die Funktion an der Stelle a unstetig oder 
diskontinuierlich, gleichgiltig ob f(a) existiert oder nicht und 
welchen Wert es auch hat, und man sagt von ihr, sie springe 
von b auf b’ über. Es läßt sich jetzt keine Umgebung von a 
konstruieren derart, daß für zwei ihr angehürende beliebige 
Werte x’, x” | f(x) -- f(x”) | beliebig klein würde. 
Ein solches Verhalten zeigt beispielsweise die Funktion 
1 
fa) - 7 (0>!) 
a7 -4-1 
an der Stelle z = O, wo sie nicht definiert erscheint; denn es 
ist lim f(x) = — 1, hingegen lim f(&) =1. 

3) Wenn für den innerhalb («, p) befindlichen Wert a bei 
dem einen oder dem andern der Grenzübergänge lim z= a@— 0 
und liimz=a-+0 ein bestimmter Grenzwert b, bei dem andern 
der Grenzwert oo (mit bestimmtem oder unbestimmtem Vor- 
zeichen) zustande kommt, so verhält sich die Funktion auf 
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der erst gedachten Seite von a wie eine stetige Funktion; wäre 
z. B. lim f(x)=b, so kann f(x) in dem Intervall («, a) als 
0 


stetige Funktion angesehen werden, sofern man f(a)=b setzt. 
Man sagt, sie sei im Punkte a, und zwar zu einer Seite des- 
selben, unstetig. 


1 

So besitzt die Funktion f(x)=a” (a> 1) zur linken 
Seite der Stelle 0, an der sie nicht definiert ist, den Grenz- 
wert 0, zur rechten Seite den Grenzwert + co; ergänzt man 
also durch die Festsetzung f(0) = 0, so verhält sich f(x) links 
von 0 wie eine stetige Funktion; wegen des rechtseitigen Ver- 
haltens aber ist es bei z = O unstetig. 

4) Wenn für den innerhalb (x, p) liegenden Wert a bei 
den beiden Grenzübergängen a— O und a+0 für f(x) der 
Grenzwert oo zustande kommt, so heißt f(x) in a, und zwar 
zu beiden Seiten, unstetig. 

Dieses Verhalten zeigen beispielsweise die Funktionen 


f(z) = > und p(2) = je an der Stelle æ = 0; nur ist das oo 


bei f(x) zu beiden Seiten von O verschieden, bei p(z) gleich 
bezeichnet. 

In den Fällen 3) und 4) wird z =a ein Unendlichkeits- 
punkt der Funktion genannt. 

5) Unstetig heißt f(x) ferner an einer Stelle a, wenn bei 
einem der Grenzübergänge a — O und a +0 oder bei beiden 
f(x) keiner Grenze zustrebt, und es kann auch hier von ein- 
seitiger oder beiderseitiger Unstetigkeit gesprochen werden. 


Ein Beispiel dieser Art bietet die Funktion f(z) = sin - 


an der Stelle O dar; wie sehr man sich dieser Stelle von der 
linken oder der rechten Seite nähern mag, die Funktion hört 
niemals auf, zwischen — 1 und + 1 zu schwanken, es existiert 
weder lim f(x) noch lim, f£). 

zm=— zu+ 


Einen Wert x =a, für welchen eine Funktion f(z) eine 
der hier erörterten Eigenschaften aufweist, nennt man einen 
singulären Punkt, und von dem Falle 1) abgesehen, auch einen 
Unstetigkeitspunkt. Bei den analytischen Untersuchungen müssen 
solche Punkte von der Betrachtung zumeist ausgeschlossen. 
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werden; man denkt sich dies dadurch erzielt, daß aus dem. 
Intervall (©, $) eine beliebig enge endliche Umgebung des 
Unstetigkeitspunktes ausgeschieden wird. 

Sind f(x), g(x) zwei in dem Intervall («, ß) stetige Funk- 
tionen, so sind auch die Funktionen f(x) + g(x), f(x) — g(x) 
und f(x) g(x) in demselben Intervall stetig, wie sich mit Hilfe 
der unter 17 2) angegebenen analytischen Definition der Stetig- 
keit ohne Mühe und nicht bloß für zwei, sondern für jede 
endliche Anzahl von Funktionen erweisen läßt. Von der Funk- 


tion L2 gilt dies jedoch nur dann, wenn im ganzen Intervall 


x 
(«, B) —* == 0 ist; wird dagegen an einer oder an mehreren 
Stellen g(z)= 0, so ist an diesen die Funktion a nicht 
definiert und muß ihr Verhalten in der Umgebung solcher 
Stellen näher untersucht werden. 

19. Beispiele. Zur Erläuterung der Betrachtungen über 
die Stetigkeit oder Unstetigkeit der Funktionen mögen noch 
die folgenden Beispiele dienen. 

1) Die Funktion y = sinz ist durchaus stetig; denn wäh- 
rend (Fig. 5, wo der Kreis mit dem Halbmesser = Längen- 
einheit beschrieben ist) der Punkt M den Kreis von M, aus 
stetig durchläuft, die Variable z also 
das Kontinuum (0, 2x) beschreibt, 
durchläuft der Punkt P oder der Wert 
von y die Kontinua (0, 1), (1, — 1), 
(— 1, 0). Wegen der Periodizität zeigt 
die Funktion dasselbe Verhalten auf "T---- 
dem ganzen Bereich der unbeschränk- 
ten Variablen x. (Den analytischen 
Nachweis der gleichmäßigen Stetigkeit 
vgl. 17 2.) 

Dasselbe gilt von der Funktion y= cosz, welche die 
Kontinua (1, — 1), (— 1, 1) beschreibt, während x das Inter- 
vall (0, 2x) stetig durchläuft. 

Die übrigen trigonometrischen Funktionen 





1 
CO8OC T == -; — 


g singz’ cos r’? sgin g’? 


tgz — mn g 


cosg’? 


da sie sich aus den vorgenannten mittels der Division bilden 
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lassen, sind überall dort nicht definiert, wo der jeweilige Nenner 
Null wird, und besitzen daselbst Unendlichkeitspunkte von der 
unter 184) beschriebenen Art. So ist tgz an den Stellen 


(2n +1) = nicht definiert (n kann jede positive und negative 
ganze Zahl mit Einschluß der Null bedeuten), und es ist bei- 
spielsweise 
lim tgz = + oo, lim tgz = — œ. 
z=7-—0 x -.+0 


2) Die Funktion y= a setzt sich aus zwei durchaus 


stetigen Funktionen durch Division zusammen, ist daher auch 
durchgehends stetig mit vorläufigem Ausschluß der Stelle 


x=0, an welcher sie nicht definiert ist; da jedoch lim = 


z= -0 
= lim 2 = 1, so kann auch diese Stelle in den Stetigkeits- 
z=+0 
bereich einbezogen werden, wenn man dort der Funktion den 


Wert 1 beilegt. 
3) Die Funktion y= 





z (a>0) ist für alle Werte 
1+ a” 
definiert und stetig, ausgenommen den Wert 2= 0; nun ist 
nach 15 5) 
für a<1 im y = 0, lim y = 1, 


z=—-0 


für a>1 lim y = 1, lim y = 0; 


z=—0 z=+0 


in beiden Fällen weist also die Funktion an der Stelle x = 0 
eine Unstetigkeit von der in 18 2) beschriebenen Art auf. 


1 
4) Zufolge 15 5) ist für die Funktion y = (a>0) 
der Punkt z =« ein Unstetigkeitspunkt von der Art 183), 


für die Funktion y = a@-« 2 derselbe Punkt ein Unstetigkeits- 
punkt von der Art 184). 

5) Die Funktion f(x) = = sin — ist für 2=0 nicht de- 
finiert, hat aber an dieser Stelle auch keinen Grenzwert; denn 
da der sin rn bei beständig gegen Null konvergierendem 7 nie- 
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mals aufhört, zwischen — 1 und + 1 zu schwanken, schwankt 
f(z) zwischen — u und L, das dem Betrage nach beliebig _ 


groB wird; weil aber immer wieder der Wert O eintritt, kann 
auch von einem Grenzwert oo nicht die Rede sein. 
6) Läßt man das Limes-Zeichen auch in der Definition 
einer Funktion zu, so ist f(x) = lim — n=1,2,...) 
„=oo 1 + x 
eine eigenartige Funktion; ihr Wert ist, solange | v | > 1, be- 
ständig 0, und beständig 1, so lange | z | < 1; ferner hat man 


f(— 1) =-f)=+4. Wenn also x wachsend die Stelle — 1 


durchschreitet, so springt der Funktionswert von O auf L und 


gleich darnach auf 1, um bei den Durchschreiten der Stelle 
+ 1 die umgekehrte Wandlung durchzumachen. 


Zweiter Abschnitt. 
Differentiation von Funktionen einer Variablen. 


§ 1. Der Differentialgquotient und das Differential. 


20. Begriff des Differentialquotienten. Bei der 
Feststellung des Verlaufes einer gegebenen Funktion ist eine 
der ersten Fragen auf die Änderung gerichtet, welche der 
Wert der Funktion bei einer Änderung des Wertes der Variablen 
erfährt. 

Es sei f(x) eine in dem Intervalle («, ß) definierte stetige 
Funktion der (stetigen) Variablen x; unter z sei zunächst ein 
Wert innerhalb des Bereichs («, 8) verstanden. Bei dem Über- 
gange von x zu 2 + h, welch letzterer Wert ebenfalls dem 
Bereich angehören soll, oder bei der Änderung 


Az=h 
der Variablen geht der Wert der Funktion von f(x) in f(z +h) 
über und erfährt die Änderung 
Af(æ) = f(z + h) — fe). 
Die Stärke der Änderung der Funktion bei dem beschriebenen 
Übergange wird um so größer sein, je größer bei einem fest- 
gesetzten 1x das Af(x) ausfällt, und je kleiner bei einem 
festgesetzten Af(x) das zugehörige Ax sich ergibt; ein Mab 
dafür wird daher in dem Quotienten 
d h) — 
(1) ern _fe+ ) -f@) 


zu erblicken sein. Da die Größen 1x, Af(xz) Differenzen 
zweier Werte der Variablen und der zugehörigen Werte der 
Funktion sind, nennt man sie auch Differene der Variablen, 
beziehungsweise Differens der Funktion und den Quotienten (1) 
den Differengenquotienten der Funktion. 
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Der Differenzenquotient erfordert zu seiner Bildung zwei 
Stellen aus dem Bereich der Funktion; läßt man die zweite 
Stelle z + h unaufhörlich der ersten, h also dem Grenzwerte 
Null sich nähern, so nähert sich vermöge der Stetigkeit von 
f(x) auch der Zähler der Grenze Null; man hat es dann mit 
dem Quotienten zweier unendlich klein werdenden Größen zu 
tun, welcher je nach der Ordnung dieser Größen entweder 
einer bestimmten von Null verschiedenen Grenze, oder der 
Grenze O, oder der Grenze co (mit bestimmtem oder unbe- 
stimmtem Vorzeichen) zustrebt oder auch unbestimmt bleibt. 
In den drei erstgedachten Fällen, wo ein Grenzwert im (weite- 
sten Sinne des Wortes) existiert, nennt man diesen Grenzwert 
den Differentialquotienten, die Ableitung oder die Derivierte der 
Funktion f(x) an der Stelle x; er ist ein Maß für die Stärke 
der Änderung der Funktion an dieser Stelle. 

Es sind jedoch drei verschiedene Arten des Grenzüber- 
ganges von h zu unterscheiden, nämlich 


I. imh= +0 
H. imh=—0 
HI. lim h= F0. 


Der Grenzwert, der bei dem Grenzübergange I. zustande kommt, 
wird der rechte Differentialquotient genannt; sein Wert sei X’; 
der aus dem Grenzübergange II. resultierende heißt der linke 
Differentialquotient; sein Wert sei X”. Ist nun X’ X”, so 
müssen diese beiden Differentialquotienten wohl voneinander 
unterschieden werden und der Grenzübergang III. wird illusorisch. 
Dieser Fall gehört jedoch zu den Ausnahmen; die Regel ist 
vielmehr, daß X’= X”; dann aber brauchen die beiden Grenz- 
übergänge I. und II. nicht voneinander unterschieden zu werden; 
an ihre Stelle tritt dder Grenzübergang III. und der durch den- 
selben gewonnene Grenzwert X soll vollständiger oder eigent- 
licher Differentialquotient oder Differentialquotient schlechtweg 
genannt werden. 

In der Folge wird also, wenn von dem Differential- 
quotienten einer Funktion an einer Stelle ihres Bereiches ge- 
sprochen wird, immer der durch den Grenzübergang III. ge- 
wonnene, also 
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. h) — 
(2) im fiz + > f(z) 
gemeint sein. 


Hiernach ist unter dem Differentialquotienten einer Funktion 
f(x) an einer Stelle x der Grenswert zu versiehen, gegen welchen 
der an dieser Stelle gebildete Differengenquotient konvergiert, wenn 
die Änderung h der Variablen durch positive wie durch negative 
Werte der Grense Null sich nähert. 

Ist der Bereich der Variablen ein beschränkter, also ein 
endliches Intervall («, f), so kann an den Enden des Inter- 
valls selbstverständlich nur von einseitigen Differentialquotien- 
ten die Rede sein, und zwar kann, wenn «< ĝßĝ, für z=« 
nur der Grenzübergang I., für z= ß der Grenzübergang IL 
zur Anwendung kommen. 

Es ist oben bemerkt worden, der Differentialquotient an 
einer Stelle x sei ein Maß für die Stärke der Änderung der 
Funktion daselbst; diese Ausdrucksweise wird erst dann völlig 
verständlich, wenn eine Einheit für das Maß angenommen ist; 
diese Einheit sei die Stärke der Änderung der Variablen selbst. 
Ist nämlich f(x) =x, so ist der Differenzenquotient — 
und folglich auch der Differentialquotient von x an jeder Stelle 
x gleich 1. An einer Stelle also, wo der Differentialquotient 
von f(x) größer ist als die Einheit, ändert sich die Funktion 
stärker als die Variable, an einer Stelle, wo er kleiner als 1 
ist, ändert sie sich schwächer als die Variable; dabei kommt 
zunächst nur der absolute Wert des Differentialquotienten in 
Betracht. 

21. Abgeleitete Funktion. Wenn für die Funktion 
f(x) an jeder Stelle x des Bereiches (æ, p) der Grenzwert (2) 
vorhanden ist, mit andern Worten, wenn sie an jeder Stelle 
einen Differentialquotienten besitzt, so ist hiermit eine neue 
Funktion für denselben Bereich von z definiert; man nennt sie 
die abgeleitete oder derivierte Funktion oder kurz die Ableitung 
von f(x), aber auch — im übertragenen Sinne — den Dife- 
rentialquotienten von f(x) und gebraucht dafür, je nachdem es 
in dem betreffenden Falle vorteilhafter ist, eines der Zeichen*) 


— — — — — — 


*, Die drei Bezeichnungen stammen der Reihe nach von Leibnis 
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T, f Dfe) 
oder kürzer, indem f(x) = y gesetzt wird, 
Sy, y, Dy. 
Die analytische Bedeutung dieser neuen Funktion ist also durch 
die Gleichung 


d r . h) — 
6) “O = f'(a) = Dfe) — lim erg=ra 


gegeben, wenn der Grenzübergang bei unbestimmt gelassenem 
x ausgeführt wird. 

Im allgemeinen gehören zu verschiedenen Werten von x 
auch verschiedene Werte von f'(x); es gibt jedoch einen — und 
nur diesen einzigen — Fall, wo zu allen Werten von x der- 
selbe Wert von f'(x) gehört, die Funktion an allen Stellen 
sich gleich stark ändert; es ist dies die rationale ganse Funktion 
ersten Grades f(x) = a2 + b; denn für sie ist der Differenzen- 
a(x -+ h) + b— (az -4+ bd) 

h 


quotient = a, unabhängig von x, also auch 


D(ax+b)=a; 
das geometrische Bild dieser Funktion — eine Gerade — 
spricht dies in vollster Deutlichkeit aus. 

Setzt man in der letzten Formel a = 0, so sagt sie, daß 
(4) Db=0; 
daß also der Differentialquotient einer konstanten Funktion oder 
einer Konstanten kursweg Null ist; mit a=1 und b =Q er- 
gibt sich das oben schon gefundene Resultat 
(5) D,z=1, 
daB der Differentialquotient der Variablen x selbst die Ein- 
heit ist. 

Die Existenz eines endlichen Differentialquotienten an einer 
Stelle x setzt die Stetigkeit der Funktion in der Umgebung 
dieser Stelle notwendig voraus; denn der Quotient (1) kann 
bei gegen Null konvergierendem h nicht anders einem endlichen 
Grenzwerte sich nähern, als daß auch sein Zähler gegen Null 


(in einem Manuskript von 1876), Lagrange (Theorie des fonctions ana- 
Iytiques 1797) und Arbogast (Calcul des Derivations 1800). 
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abnimmt, und dies findet nur im Falle der Stetigkeit in der 
(übrigens beliebig engen) Umgebung von z statt. Dagegen 
ist diese Stetigkeit kein zureichendes Merkmal dafür, daß an 
der Stelle x ein Differentialquotient existiert. Als Beispiel diene 


die Funktion f(x) = x sin 1 , die für alle Werte von z definiert 


ist mit Ausnahme von g= 0; sie verhält sich aber auch an 

dieser Stelle wie eine stetige Funktion, wenn man f(0)= 0 

festsetzt, weil lim f(x) =0 ist [18, 1]. Der Grenzwert des 
z=+0 


Differenzenquotienten an der Stelle z = 0 ist aber 


h sin- — 0 i 
in 
also völlig unbestimmt [18, 5]; daher existiert an dieser Stelle 
kein Differentialquotient. 

Es ist gelungen, Funktionen analytisch zu definieren, 
welche trotz ihrer Stetigkeit an unzählig vielen, ja selbst an 
allen Stellen keinen Differentialquotienten zulassen. Indessen 
genüge hier die bloße Anführung dieser Tatsache.*) 

22. Phoronomische und geometrische Bedeutung 
des Differentialquotienten. Sobald man das Gebiet der 
Anwendungen der Analysis betritt, sind x und f(x) die Mab- 
zahlen für irgend welche voneinander abhängige Größen und 
je nach der Bedeutung dieser letzteren erlangt auch der Diffe- 
rentialquotient verschiedene sachliche Bedeutung. An dieser 
Stelle sollen jene zwei Fälle besprochen werden, von welchen 
die Differentialrechnung ihren Ausgang genommen und die für 
zwei große Gebiete von grundlegender Bedeutung sind: für 
die Phoronomie**) und die Geometrie. 

1) Es sei x die von einem bestimmten Augenblicke an 
verflossene Zeit, welche ein in gerader Linie sich bewegender 
Punkt gebraucht hat, um den Weg f(x) zurückzulegen; dann 
ist f(x+h) der in der Zeit x+h vollendete, somit 


*, Literaturangaben über derartige Funktionen findet man in E. Pas- 
cals Repertorium der höheren Mathematik, deutsch von A. Schepp, 
I. T., S. 110—111, Leipzig 1900. 

**) Reine Bewegungslehre, die die Bewegungsvorgänge nur nach 
Raum und Zeit betrachtet. 
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f(x + h)— f(x) der in dem Zeitintervall (x, x + h) zurück- 
gelegte Weg. Wäre die Bewegung eine gleichmäßige, d. h. 
eine solche, bei welcher in beliebig großen, jedoch gleichen 
Zeitabschnitten gleiche Wege zurückgelegt werden, so stellte 


der Quotient 
f£ +h) — f(@) 
h 


die Geschwindigkeit, d. i. den in einer von den Zeiteinheiten, 
in welchen z und h ausgedrückt sind, beschriebenen Weg dar. 

Auf eine ungleichmäßige Bewegung läßt sich dieser Begriff 
der Geschwindigkeit nicht unmittelbar übertragen; der an- 
geschriebene Quotient bedeutet nunmehr die während des Zeit- 
intervalls (x, x + h) auf die Zeiteinheit durchschnitilich ent- 
fallende Weglänge; je kürzer das Zeitintervall, um so geringer 
die Ungleichmäßigkeit der Bewegung während desselben, üm 
so näher entspricht die Bedeutung jenes Quotienten der einer 
Geschwindigkeit; und nähert sich der Quotient bei stetig gegen 
Null abnehmendem % einem Grenzwert, so wird dieser Grenzwert 

lim fet- fa 
A= F0 
als die im Augenblicke x herrschende Geschwindigkeit erklärt. 

Wenn also f(x) den bei geradliniger Bewegung in der Zeit 
æ surückgelegten Weg ausdrückt, so hat der Differentialquotient 
f (x) die Bedeutung der im leisten Augenblicke dieser Zeit herr- 
schenden Geschwindigkeit. 

Mit Hilfe des Bewegungsbegriffes kann dem Differential- 
quotienten eine bemerkenswerte Deutung gegeben werden. Stellt 
man sich vor, die Variable x durchlaufe ihr Intervall («, ß) 
gleichmäßig, so durchläuft die Funktion ihren Bereich im all- 
gemeinen ungleichmäßig; bis zu dem Zeitpunkte, in welchem 
die Variable den Wert z, die Funktion den zugeordneten Wert 
f(x) angenommen, sei die Zeit £ verflossen, und in dem weiteren 
Zeitintervall rt mögen die Werte z + h und f(x + h) zustande 


kommen; dann ist 2 = c die Geschwindigkeit, mit welcher z 


sein Intervall durchläuft und der Grenzwert von fern ie 


für lim r = 0 die Geschwindigkeit, mit welcher sich f(x) im 
Csuber: Vorlesungen. L 3. Aufl. 4 
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letzten Augenblicke der Zeit # in seinem Bereich bewegt; 
da nun 
fe+h-fD feth-fe@) 

T 


fe+h-f@ ___ r 
h c 





T 


und k mit r zugleich gegen die Null konvergiert, so ist der 
Differentialquotient das Verhältnis der Geschwindigkeiten, mit 
welchen x und f(x) sich im gegebenen Augenblicke in ihren 
Gebieten bewegen. Man kann somit den Satz aufstellen: Der 
Differentialquotient einer Funktion f(x) an einer Stele x ist die 
Geschwindigkeit, mit welcher sich die Funktion an dieser Stelle 
ändert, wenn die Variable x sich gleichmäßig mit der Geschwin- 
digkeit 1 ändert*). 

2) Man betrachte z als Abszisse und f(x) =y als Ordinate 
eines Punktes M in einem rechtwinkligen Koordinatensystem; 
dann beschreibt M, während x das Intervall (æ, ß) stetig 
durchläuft, eine Kurve AB (Fig. 6). Die den Abszissen OP=z 
und OP’=zx+ h entsprechenden 
Punkte M, M’ besitzen die Ordina- 
ten PM =f(x) und PM = f(a +h) 
und bestimmen eine Sekante, deren 
Richtung durch den Winkel QMS = ọ 
festgelegt werden möge; dann ist 


fæ +h) — f(z) 
h 


Fig. 6. 





= tg Ọ. 


Konvergiert h gegen die Grenze Null, so nähert sich M’ längs 
der Kurve dem Punkte M, und die Gerade MS dreht sich um 
den Punkt M. Die Aussage, der Differenzenquotient konver- 
giere dabei gegen einen bestimmten Grenzwert, ist gleich- 
bedeutend mit der Aussage, die Sekante nähere sich einer 


*, Von Betrachtungen solcher Art ist Newton bei Begründung 
der Infinitesimalrechnung (erste Publikation 1687 in den Philosophiae 
naturalis principia mathematica) ausgegangen; an die Vorstellung des 
Verfließens der Zeit anknüpfend nannte er die Variablen Fluenten und 
die Änderungsgeschwindigkeiten Fluxionen, die Infinitesimalrechnung 
Fluzionskalkül. Newtons Bezeichnung für den Differentialquotienten 


der Funktion y = f(x) ist 3. und erklärt sich aus der obigen Darlegung. 
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Grenzlage; diese Grenzlage MT nennt man die berührende Ge- 
rade oder die Tangente an die Kurve im Punkte M; wird ihre 
Richtung durch den Winkel QMT=« bestimmt, so ist 
lim fern Zi 
A=+0 
Ist also y = f(x) die auf ein rechtwinkliges Koordinaten- 
system besogene Gleichung einer Kurve, so hat der zu einem 
Werte x gehörige Differentialquotient f'(x) die Bedeutung der 
trigonomelrischen Tangente jenes Winkels, welchen die Tangente 
an die Kurve in dem zur Abszisse x gehörigen Punkte mit der 
positiven Richtung der Abssissenachse einschließt.*) 

. Die Existenz eines vollständigen Differentialquotienten an 
der Stelle z oder, was dasselbe bedeutet, die Übereinstimmung 
des vorwärts genommenen Differentialquotienten mit dem rück- 
wärts genommenen hat die geometrische Bedeutung, daß sich 
die Sekanten, welche die Kurve rechts von M schneiden, der- 
selben Grenzlage nähern wie die links von M schneidenden, 
daß also die Kurve im Punkte M nur eine Tangente besitzt. 

Auf die eben ausgeführte Betrachtung gründet sich die Aus- 
sage, eine Tangente habe mit der Kurve zwei vereinigte Punkte, 
welche zusammen den Berührungspunkt ausmachen, gemein. 


23. Begriff des Differentials. Der begriffliche Inhalt 
der Gleichung 


= tg a. 


lim ED- _ F(a), 


= +0 


welche den Differentialquotienten von’ f(x) an der Stelle x 
definiert, ist der, daß die Differenz 


fæ + ” — f(x) — f(a) 


durch hinreichende Binschrärkung von h unter einen beliebig 
kleinen Betrag gebracht werden kann; bezeichnet man hier- 


*) Das Problem der Tangentenbestimmung an eine ebene Kurve 
bildete bei Leibniz den Ausgangspunkt für die Erfindung der Diffe- 
rentialrechnung (erste Publikation 1684 in den Leipziger Acta erudito- 
rum; der Titel der kurzen Notiz enthält in seinen ersten Worten: Nova 
methodus pro maximis et minimis, itemque tangentibus .. . den Hinweis 
auf den Grundgedanken), der er auch den Namen gegeben. 

4* 
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hach diese von z und h zugleich abhängige Differenz mit e, 
so ist & eine mit h zugleich unendlich klein werdende Größe und 
f(E +h) — le) = hf (8) + eh, 
oder in andern, früher eingeführten Zeichen geschrieben: 
(6) A) =f (z)Az + £- Az. 
Von den beiden Teilen der rechten Seite wird der zweite un- 
endlich klein von höherer Ordnung als der erste, sobald f(z) 
einen bestimmten von Null verschiedenen Wert hat, da 
e- Az 

dz=+of @) 4E = lim — FE 0; 
das erste Glied ist also der Hauptteil der Änderung f(x) und 
wurde von Leibniz unter dem Namen Differential der Funktion 
eingeführt und mit df(z) bezeichnet. Danach ist zunächst 


() af) = f (a) Az; 

wendet man diese Gleichung auf die Funktion f(x) =x an, 
so folgt 

(8) dz = Az, 


so daß für diese Funktion die Begriffe „Änderung“ und „Diffe- 
rential“ einander decken, wie ja für sie auch Differenzen- 
quotient und Differentialquotient übereinstimmen; nach dieser 
Bemerkung kann 
(9) df(2) = f'(&)da 
geschrieben werden. 

Formell ist also das Differential df(x) einer Funktion das 
Produkt aus ihrem Differentialquotienten und dem Differential 
der Variablen; begrifflich stellt es eine Größe dar, deren Unter- 
schied gegen die Änderung Af(z) der Funktion durch gehörige 
Einschränkung von dæ im Verhältnis zu leisterer Größe dem 
Betrage nach beliebig klein gemacht werden kann, indem sufolge 
6), (7) und (8 
(6), (T) und (8) An are, 


lım iz 


dz=+0 


Aus der Definitionsgleichung (9) folgt: 


d 
f(a) = 12; 


dies hat zunächst den Sinn, daß f(x) der Grenzwert von 





at o 
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bei gegen Null konvergierendem Az (und Af()) ist. Auf 
dieser Darstellung von f'(x) beruht der Name „Differential- 
quotient“ (Quotient aus dem Differential der Funktion durch 
das Differential der Variablen) und die von Leibniz dafür 
eingeführte Bezeichnung 252. 

Aus der Gleichung (9) erklärt sich auch die für den 
Differentialquotienten von Lacroix*) eingeführte Bezeichnung 
„Differentialkoeffizient“ (= Koeffizient des Differentials dr), die 
heute noch in englischen Schriften üblich ist. 

Die Bestimmung des Differentialquotienten einer Funktion 
und die ihres Differentials laufen hiernach im Wesen auf das- 
selbe hinaus; indessen ist ersteres die primäre Aufgabe, ihre 
Durchführung wird als Differentiation der Funktion bezeichnet. 

In den beiden Fällen von 22 hat das Differential folgende 
Bedeutung. 

Ist f(x) der in der Zeit x zurückgelegte Weg, also f (x) 
die im letzten Augenblicke dieser Zeit herrschende Geschwin- 
digkeit, so stellt das Differential df(x) = f(x)dx den in dem 
Zeitintervall (x, x + dz) beschriebenen Weg um so genauer 
dar, je kleiner dz, und es läßt sich dx so klein wählen, daß 
der Unterschied zwischen dem wirklich zurückgelegten Weg 
Af(z) und diesem df(z) im Verhältnis zu dz dem Betrage 
nach beliebig klein wird. 

Wird f(x) in den Ordinaten einer Kurve zur Darstellung 
gebracht, so ist df(z)=f (x) -dx = dz -tga = QR (Fig. 6) 
die Änderung, welche die Ordinate der Tangente bei dem Über- 
gange von x zu z + dx erfährt; dies unterscheidet sich von 
der Änderung der Ordinate der Kurve, von Af(2)= QM’, 
um so weniger, je kleiner dz, und wieder kann dz so ein- 


geschränkt werden, daß das Verhältnis ara en = ur 


dem Betrage nach beliebig klein wird. 


8 2. Allgemeine Sätze über Differentiation. 


24. Differentiation eines Aggregats. Sind f(x), g(x) 
zwei in dem Intervall («, ß) stetige Funktionen, welche an 


*) Traité du Calcul Differentiel et du Calcul Integral, I. Band 
(1810), p. 240. 
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jeder Stelle dieses Intervalls einen Differentialquotienten be- 
sitzen, so haben auch die Aggregate 


f(x) + 9(@) 
an jeder Stelle einen Differentialquotienten; denn der Differenzen- 
quotient 


fe+ntse+mn- (foto) _ 
h 


_fe+h-fe) geth ga) 
h h 


+ 
konvergiert unter den obigen Voraussetzungen mit gegen Null 
abnehmendem h gegen eine bestimmte Grenze, und es ist*) 


(1) Die) + g0) =f (2) LI). 

Die Formel kann leicht auf Aggregate aus einer beliebigen 

endlichen Anzahl von Bestandteilen ausgedehnt werden und gibt 

den Satz: Der Differentialquotient eines Aggreyats ist das aus den 

Differentialquotienten der Bestandteile analog gebildete Aggregat. 
Ist die Funktion g(x) konstant = c, so ist ihr Differential- 

quotient Null und Formel (1) gibt 


(2) Dif) + e] = f (£). 

Hiernach verschwindet ein konstanter Summand beim Differen- 
tieren, mit anderen Worten: Zwei Funktionen, welche sich nur 
um eine additive Konstante voneinander unterscheiden, stimmen 
im Differentialquotienten überein. 

25. Differentistion eines Produkts. Wenn jede der 
beiden in dem Intervalle («, 8) stetigen Funktionen f, (x), fs(z) 
an jeder Stelle des Intervalls einen Differentialquotienten be- 
sitzt, so gilt das gleiche für ihr Produkt f, (x) (x); denn der 
auf dieses Produkt bezügliche Differenzenquotient läßt folgende 
Umformung zu: 


fila +h h æ +h — hi E) fh 0) 
h 
= hE thAE tA- AA ha t h) HAA heth- hh A 
i h 
1 h — 1 2 h — N 


*) Aus Gründen einfacherer Darstellung wird links D für D, ge- 
schrieben und rechts von einer anderen Bezeichnung für die Ableitung 
Gebrauch gemacht. 
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bei gegen Null abnehmendem A ergibt sich auf Grund der ge- 
machten Voraussetzungen folgende Regel: 

(8) DEDRA = FEAT LED En AE) h E). 

Kommt zu dem Produkt noch ein dritter Faktor f(x) hinzu, 
welcher dieselben Bedingungen erfüllt wie die beiden ersten, 
so ist zunächst 


DD fs (2)) = f(a) - Dh) 
+ Ale) hle) fs (2) 
und wenn man im ersten Gliede rechts aus (3) substituiert, 
4) DAA AE) hE) = A DhE hE) DT 
+ fi(2)fa(2) fa (2). 

Die Formel läßt sich auf dem angedeuteten Wege auf jede 
beliebige Anzahl von Faktoren ausdehnen und enthält den Satz: 
Der Differentialquotient eines Produktes von n Funktionen wird 
gebildet, indem man jedesmal nur einen Faktor durch seinen 
Differentialquotienten erseist und alle so gebildeten n Produkte 
su einer Summe vereinigt. 

Wenn in der Formel (3) die Funktion f(x) konstant = c 
angenommen wird, so ist f} (x) = 0 und die Formel verwandelt 
sich in 
(6) Dich@}= cf (8). 

Hiernach geht ein konstanter Faktor unverändert als Faktor in 
den Differentialquotienten über. 

Wird die Formel (4) auf n Funktionen f, (=), fa (£), ... fa (£) 
ausgedehnt und sodann durch das Produkt der Funktionen 
selbst dividiert, was nur dann gestattet ist, wenn dieses Produkt 
an der betreffenden Stelle x nicht verschwindet, so ergibt sich 
die Formel: 


DDAA) -o hD _ Aha, Aa ,... me. 
60 Tan. nd harter tee‘ 
aus ihr folgt, wenn alle Faktoren f(x), fs(2), ... /„(z) ein 


und dieselbe Funktion f(z) bedeuten, die weitere Formel 
Dif@}* f (2) 


TE T” E? 
aus der nach Beseitigung der Nenner folgt: 
(1) Dirt). 
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Ist f(x) = x, so gibt dies wegen D, <= 1 

(8) Dr = ng". 

Hierdurch erscheint der Differentialquotient einer Potenz der 
Variablen bestimmt, zunächst jedoch nur für den Fall eines 
positiven ganzen Exponenten. 


26. Differentiation eines Quotienten. Der Quotient 


nF zweier in dem Intervalle (@, ß) stetigen Funktionen ist 


unter der Voraussetzung, daß im ganzen Intervalle mit Ein- 
schluß seiner Grenzen g(x) +0, ebenfalls eine stetige Funktion 
und besitzt überall einen Differentialquotienten, wenn dies für 
die Funktionen f(x) und g(x) gilt. Würde jedoch an einer 
oder an mehreren Stellen des Intervalls g(x) = U, so hört dort 
die gebrochene Funktion auf definiert und im allgemeinen auch 
stetig zu sein; die folgende Entwicklung gilt also mit Aus- 
schluß solcher singulären Stellen. 


Mit dem Differenzenquotienten von f HE kann nachstehende 
Transformation ausgeführt werden: 
fæth _ fo 
giæ+h) g) _ fæ ++ h)g — fix) g(x) + fæ) g(x) — fiz) ge +h) 
h hg(x) g(x + h) 
fea@+h NZ ) — f(z) fæ LEER » =g) 


g (z) — 
gga F h) j 


bei dem Übergange von h gegen die Grenze Null ergibt sich 
hieraus f(z) _ F (æ)g(x)— fg), 
x x) g(x x) g (x) 

(9) D, ga) a) — 
Es ist also der Differentialquotient eines Quotienten gleich dem 
Produkte des Nenners mit dem Differentialquotienten des Zählers, 
vermindert um das Produkt des Zählers mit dem Differential- 
quotienten des Nenners, die Differenz durch das Quadrat des 
Nenners dividiert. 

Eine erhebliche Vereinfachung erfährt die Formel, wenn 
die Zählerfunktion f(x) konstant = c ist: alsdann ist 


e n IA, 
(10) D g (2) {g(2)} ° 


Zweiter Abschnitt. Differentiation von Funktionen einer Variablen. 57 


Setzt man hier c = 1 und g(x) = x*, wobei unter n eine 
positive ganze Zahl verstanden werden soll, so ist, weil 
Dr=nı"!, 


—-1 
(11) Der" 


x?” 





-1—i1 
= — NL", 


wodurch die Gültigkeit der Formel (8) auch für negative ganse 
Exponenten erwiesen ist. 


27. Differentiation inverser Funktionen. Ist (A, B) 
das Gebiet einer in dem Intervall (æ, ß) monotonen stetigen 
Funktion y = f(z) von x, so gehört zu jedem Werte von y 
aus dem Intervall (A, B) ein und nur ein Wert von z, so daß 
zugleich x als Funktion von y bestimmt ist: z = gp(y), und 
zwar ist x ebenfalls monoton und stetig; denn x und y durch- 
laufen ihre bezüglichen Intervalle («, f) und (A, B) gleichzeitig 
stetig. Man bezeichnet f(x) und p(y) als inverse Funktionen 
oder p(y) als die Umkehrung von f(x) (12); zwischen ihren 
Differentialquotienten besteht eine einfache Beziehung. 

Sind nämlich z, y und ebenso z + Az, y+ dy zusammen- 


= - der Differenzenquotient der Funk- 
x 


tion f(x), Fr der Differenzenquotient von (y); diese beiden 


gehörige Werte, so is 


Differenzenquotienten sind reziprok und bleiben es, wie klein 
auch Ax und Ay werden mögen; folglich sind auch ihre Grenz- 
werte, falls solche vorhanden und bestimmte von Null ver- 
schiedene Werte sind, also die Differentialquotienten von f(x) 
in bezug auf x und von ọ(y) in bezug auf y, reziprok, d. h. 


(12) D,f@) . D94) = 1. 


Die Differentialquotienten sweier inversen Funktionen sind 
also für jedes Paar gusammengehöriger Werte der Variablen 
z, y regiprok. 


Konvergiert = an einer Stelle x gegen die Grenze Null, 


so hat Fr den Grenzwert oo und umgekehrt; ist also an 


einer Stelle x: f’(x)=0, so hat (y) an der entsprechen- 
den Stelle y einen unendlichen Differentialquotienten und um- 
gekehrt. 
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Die Ergebnisse erlangen anschauliche Bedeutung, wenn 
man y = f(x) als Gleichung einer Kurve (Fig. 7) auffaßt; die- 
selbe Kurve ist auch durch die Gleichung z = gp(y) dargestellt 

Fig. 1. und der Unterschied beider Darstellungen 
liegt lediglich darin, daß das erstemal z, 
das zweitemal y als die unabhängige 
Veränderliche aufgefaßt wird®). Der 
Differentialquotient D,f(z) ist die tri- 
gonometrische Tangente des Winkels a, 
welchen die Tangente MT mit der posi- 
tiven Richtung der Abszissenachse bildet, 
D,y(y) die trigonometrische Tangente des Winkels b, welchen 
dieselbe Tangente mit der positiven Richtung der Ordinaten- 
achse einschließt, und da a + b = Š, so ist tga- tgb=l; 
dies also ist der geometrische Inhalt der Formel (12). Wird 
in einem Punkte, wie E, D,fix) = 0, so ist dort die Tangente 
parallel zur Abszissenachse, also normal zur Ordinatenachse, 
folglich D,p(y) = oo an dieser Stelle; und wird, wie in F, 
D,f(£)= ©, so ist die Tangente normal zur Abszissenachse, 
also parallel zur Ordinatenachse, daher D,p(y) = O an dieser 
Stelle. 


Wendet man die Formel (12) auf den Fall y=z”, 
1 





æ = y” an, wo unter m eine positive ganze Zahl, unter z” 
der positive reelle Wert von Vz verstanden wird und z auf 
positive Werte beschränkt bleiben muß, wenn m eine gerade 
Zahl ist, so findet sich mit Benutzung von (8) nach Formel (12) 


1 
m -1 
Dz” . my”-t= 1, 
woraus 


4 1 
m — — — zZz — — — m e 
Dx zu m mli mi =m m” 7 


*) Will man bei der umgekehrten Funktion x == (y) die unab- 
hängige Variable wieder x, die abhängige y nennen und sie hiernsch 
in demselben Koordinatensystem darstellen, so hat man die Bildkurve 
EF an der Halbierungslinie des Winkels XOY zu spiegeln; die neue 
Kurve gehört zur Gleichung y = ọ (2). 
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1 
und trägt man nun in die Formel (7) f(x)—=z” ein, so kommt 





n 1 n 
(13) Da =ns™ m = ; 


dadurch ist die Gültigkeit der Formel (8) für positive gebrochene 
Exponenten dargetan. Wird schließlich in der Formel (10) 


c= 1 und g(x) =z" gesetzt, so ergibt sich mit Benutzung 
von (13) 


(14) Dar = — 





und Formel (8) ist nun auch auf negative gebrochene Exponenten 
erweitert. Sie gilt also für jeden rationalen Exponenten. 


28. Differentiation zusammengesetzter Funktionen. 
Es sei u = g(x) eine eindeutige stetige Funktion von z, y = f(u) 
eine eindeutige stetige Funktion von u, so ist mittelbar y auch 
eine eindeutige stetige Funktion von z :y = f[ọ(x)]; man 
nennt in solchem Falle y eine zusammengeseiste Funktion von 
x oder auch eine Funktion von einer Funktion von z. 

Ein bestimmter Wert von x hat einen bestimmten Wert 
von u und dieser einen bestimmten Wert von y zur Folge, 
und besitzt g(x) an der Stelle æ und f(u) an der Stelle u 
einen Differentialquotienten, so hat aueh f[p(x)] an der Stelle 
z einen Differentialguotienten. Geht man nämlich von z zu 
z+ dz über, so erfahren auch u, y gewisse Änderungen 
Au, Ay, und es ist 


Ju . ° i 

Tz der Differenzenquotient von u in bezug auf z, 
Ay 

du ” ” » Yn n n»n % 
Ay . 
dz ” „ n Y » „ » fi 


zwischen diesen drei Differenzenquotienten besteht aber die 
Beziehung 
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und bleibt bestehen, wie klein auch Jz werden möge; somit 
besteht auch zwischen den Grenzwerten die Beziehung 


(15) D,y = D,y- D, u. 


Ist v = (2), u = p(v), y = f(u), y also durch zweifache 
Vermittlung eine Funktion von z, so ergibt sich durch ähn- 
liche Schlüsse 
(16) D,y=D,y- D,“ : D,v. 


Um also eine Variable y, welche durch mehrfache eindeutige Ver- 
mitllung von u, v, w, ... g mit der Variablen x zusammenhängt, 
nach dieser leisteren eu differentiieren, bilde man der Reihe nach 
die Differentialquotienten von y nach u, von u nach v, von v 
nach w, ... schließlich von g nach x, die alle als vorhanden 
vorausgesetst werden; dann ist der Differentialquotient von y 
nach x gleich dem Produkte aller dieser Differentialquotienten. 

Die Formel (7) erweist sich als ein besonderer Fall der 
Formel (15), wenn man u = f(x) und y = u" setzt. 

Nimmt man in (15) u = az + b, y = u", wo n nun jede 
rationale Zahl bedeuten kann, so ist (21) 


D (ax + b) = na (az + b)"-1. 


8 3. Differentialgquotienten der elementaren Funktionen. 


29. Die Potenz. Im Verlaufe des letzten Paragraphen 
wurde für die Differentiation der Potenz y = z* die bei jedem 
rationalen Exponenten n geltende Formel: 

(1) D,x0"= na"! 
abgeleitet. Bei negativem n ist der Wert x = O als Unstetig- 
keitspunkt auszuschließen. 

Diese Formel in Verbindung mit den Sätzen des vorigen 
Paragraphen setzt uns in den Stand, alle expliziten algebrai- 
schen Funktionen zu differentiieren. 


1) Für die ganze Funktion 
Y = QT + art. Ht aa , 
hat man unmittelbar (24, (1), (2); 25, (5)) 
Dy = naz- t+ (n — 1)a z"? + -+ a15 
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es gibt hiernach eine ganze Funktion zum Differentialquotienten 
eine ebensolche Funktion von nächst niedrigerem Grade. 
2) Die gebrochene Funktion 


„nt ++ 
bart bait. H bm 
laßt Differentiation zu an allen Stellen, an welchen der Nenner 
nicht verschwindet, und zwar ist dann (26, (9)) 
= — A-B 
BFF E o 
A - (bD + - +6) (n0 o H ana) 


B= (+. +0) (mba H ba). 

Z. B. y -24 gibt für jeden Wert von z einen Diffe- 
rentialquotienten, weil der Nenner für keinen reellen Wert 
von z Null wird, und es ist 


y 


Dy = 


wo 








8x’ 
Dy = arm 
. z"+1 . 
dagegen wird y = unstetit an den Stellen z = — 1 


und z= +1, für welche die Definition ihre Geltung verliert; 
in den Intervallen (— oo, — 1), (— 1, +1), (+1, + oo), mit 
Ausschluß der Grenzen, ist 
Dy = — ÈZ 
(zt — 1) 
3) Die Differentiation einer Wurzel aus einer rationalen 
Funktion erledigt sich durch Verbindung von 28, (15) mit den 


vorangehenden Fällen. Ist z. B. y = z + : , 


zunächst, daß z auf das Intervall (1, + co) beschränkt wer- 
den muß; davon ist der Anfangswert 1 auszuschließen als Un- 


stetigkeitepunkt; setzt man u = ziti 4 ist 


x?’ — 1’ 


so beachte man 








D u= xt + 3x4 2x 


1 1 
2 Vu’ (x? — 1)? ? 


1 —1 st48r’4+2r 
~ 8 f æF (2? — 1) 
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30. Der Logarithmus. Der mit der Funktion y=log,z, 
wo «>0 und z>0 ist, gebildete Differenzenquotient ist 


log, 2 + h) —log,: 1 h\, 
ee ve a (1 + =) j 
setzt man 2 = &, BO vollführt & mit A zugleich den Grenz- 


übergang zu + 0, somit ist 
1 
(A) D, 108,2 = 4 log, | Jim lim (1 + s)" |. 
Die Existenz und endgültige Bestimmung des Differential- 


1 
quotienten hängt also davon ab, ob sich der Ausdruck (1-+e)' 
bei gegen Null abnehmendem Betrage von & einem bestimmten 
Grenzwerte nähert und welches dieser Grenzwert ist. 
Mir lassen e zunächst die Reihe der reziproken natür- 
lichen Zahlen durchlaufen, betrachten also den Ausdruck 


j\r 
(B) (1 + z) 
für ein beständig wachsendes positives ganzes n. Dann ist 


(Haiti at i mt mt 
n(n — 1)...1 1 
EIS... n 
(C) 1—4 (1-,) (1—3) 
1 n n n 
—47 — t 


1 2 n—i 
6-92) 

gg E, 
mit wachsendem n nimmt jedes Glied der rechten Seite vom 
dritten angefangen zu und es wächst die Anzahl der durchwegs 
positiven Glieder, somit wächst der Wert des Ausdruckes (B) 
mit zunehmendem » unaufhörlich, bleibt aber doch, wie groB 
auch n werden möge, schon von n = 2 angefangen kleiner als 


1 1 1 i 
BD ltitratrsst tom 


Die Zahl a, selbst, die mit wachsendem n immer größer 
und größer wird, bleibt doch beständig kleiner als 3; denn es ist 
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1 1 
"9 
(E) a.<1+- +4 ++ +2 =2+7 A 
—* 


1 


Sind ferner æi, @z, ... œ, positive echte Brüche, so ist *) 
1-8)1—-%)-.-1-«)>1- (++: +a ’ 


wendet man dies auf die Zähler der rechten Seite in (C) an, 
so ist 


1--)1-Z)>1-ZU1+9=-1-5 
1) ol +2+3) = Im 


1 2 n— 1 
G-A) -4 0-5) >12 
(n— ijn. 
2n o? 
infolgedessen ist der Ausdruck (B) für jedes noch so große n. 
größer als 


1 1 1-2 1 2-8 1 n(n—1) 
1+3 trall- aa) trall tt — 
1 1 1 1 1 1 1 
=1+ 4 tiat trs trat tis. ol 





= 1 — 


1 
— a, — In 9-1 


und weil a,_,<a,, in verstärktem Grade größer als 
(F) (1-35) . 


9 Es ist nämlich 
(1 — a,)(1 — œ) = 1 — (œ, F a) H a, ag, 
(1 — a) (1 — a) > 1 — (+); 
multipliziert man beiderseits mit der positiven Zahl 1 — æ, und wendet 
rechts denselben Schluß an, so wird 
(1 — œ) (1 — a) (1 — as) > [1 — (+) 1-0) > 1 — (x, + a t %) 


usw. 


daher 
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Es sind auf diese Weise zwei unbegrenzt fortsetzbare 
Folgen rationaler Zahlen 


G, lg, Ag, ... 
G 1? 
(9) bi, du, der - -- 
bestimmt derart, daß von n = 2 angefangen fortab der Wert von 
1\" 
(145) 


zwischen den entsprechenden Gliedern a,, b, eingeschlossen ist, 
so daß 
i\n 
b, < (1 + —) < 0,5 
da aber die Differenz a,— b, durch Wahl von n kleiner ge- 
macht werden kann als eine beliebig kleine positive Zahl, in- 
dem zufolge (F) und (E) 
On 8 
0, bn = an < Sn’ 
so bestimmen die beiden Zahlenreihen (G) einen Schnitt (2); 
diesem Schnitte entspricht eine Zahl, welche mit e bezeichnet 
wird*), und diese Zahl ist der Grenzwert, welchem sich der 
Ausdruck (B) mit beständig wachsendem n nähert; es ist also 
. 1\* 
(H) lim (1 + >) = e. 
Zur Bestimmung dieser Zahl e ist jede der beiden Zahlen- 
reihen (G) gleich geeignet; wir benutzen dazu die einfachere 


Gi, Ag, Ay, -»- 
d. i. 

147, 140479 Hıtrstie 
deren zehntes Glied bereits 7 festbleibende Dezimalstellen gibt, 
so daß auf so viele Stellen genau **) 

e == 2,118 2818... 


Es bleibt nur noch zu zeigen, daß der Grenzwert des 
Ausdruckes (B) die Zahl e ist, wie auch » ins Unendliche 





*) Die Bezeichnung ist von L. Euler eingeführt und seit 1735 kon- 
sequent gebraucht worden. Zu allgemeiner Anerkennung gelangte sie 
erst später. Laplace benutzt beispielsweise noch den Buchstaben c. 

**) Auf 18 Dezimalstellen abgekürzt, ist 


e = 2,718 281 828 459 045 285 ... 
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wachsen möge. Zunächst trete an die Stelle von n die posi- 
tive stetige Variable s; ihr Wert wird, wenn er nicht eine 
ganze Zahl ist, zwischen zwei aufeinanderfolgende ganze Zahlen, 
n und n +1, zu liegen kommen, so daß 


n<e<n+l; 
daraus folgt, daß 


1 1 1 

1+—- >1+->1+ aFi 
und in verstärktem Grade 

1\sr+1 1⸗ 1 \n 

+) > (+4) > (+p) 

der erste Teil dieser Relation (1 + IH (1 + =)" (1 + 5) 
konvergiert laut (H) mit wachsendem » gegen die Grenze e, weil 
der zweite Faktor den Grenzwert 1 hat; der dritte Teil (1 + ti) 
-(1 +; 1 4," (1 +; x 7) konvergiert ebenfalls gegen e, weil 


der Divisor die Grenze 1 hat; folglich konvergiert auch der 
eingeschlossene Teil gegen die nämliche Grenze und es ist 


O) im (1+4)=e 
Beachtet man noch, daß ae = J) = (+ 


2 
=( ESE (1+ z=). und läßt nun z gegen + oo 
konvergieren, so hat der erste Faktor rechts den Grenzwert e, 
der zweite den Grenzwert 1, so daß auch 


(K) lim (1+4) =e 
Daraus ergibt sich endlich, daß 











1 
lim (1 + 8) ' = e 


ı= +0 
ist; die Formel (A) lautet demnach endgültig 
(2) D, log, x = Bat. 


Dasjenige Logarithmensystem, welchem die Zahl e als 
Basis zugrunde liegt, wird das natürliche Logarıthmensystem 


genannt; es ist das in der reinen Analysis ausschließlich an- 
Czuber: Vorlesungen. I. 3. Aufl. 5 
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gewendete, während sich das praktische Rechnen des gemeinen 
Logarithmensystems bedient, dessen Basis die Grundzahl unseres 
Zahlensystems, die Zahl 10, ist. Den natürlichen Logarithmus 
einer Zahl x werden wir mit lx, den gemeinen mit log z be- 
zeichnen.*) Zwischen beiden besteht eine Beziehung, die sich 
folgendermaßen ergibt. Die Ansätze 
læ — «, logæ — 3 

sind gleichbedeutend mit 

mL, 10 = z; 
logarithmiert man aber die Gleichung 


e” = 10° 
im natürlichen System, so erhält man 
a = ĝl 10; 
also ist 
lx = l10 . log z 
und 


1 
T10 T. 

Man hat demnach die natürlichen Logarithmen mit M = r 
= (0,434 294 481 903 ... zu multiplizieren, um sie in gemeine 
überzuführen, und gemeine Logarithmen mit F = } 10 
= 2,302 585 092 994 ... zu multiplizieren, um sie in natür- 
liche zu verwandeln; M heißt der Modul des gemeinen, F der 


Modul des natürlichen Logarithmensystems. 
Läßt man in der letzten Gleichung an die Stelle von 10 


eine beliebige Basis a treten, so lautet sie log, x = = und 


log z — 


gibt für zr =e: log,e = 5 hiernach kann die Gleichung (2) 
auch in der Form 

1 
(2*) D,log,2 = a 


la 
geschrieben werden. Um den Differentialquotienten des natür- 
lichen Logarithmus x zu erhalten, hat man a durch e zu er- 
setzen und bekommt so 
(3) Dis =>. 





*) Auch die Bezeichnungen lg und log sind hierfür gebräuchlich. 
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Die Formel (3) in Verbindung mit 28 gestattet, den 
Differentialquotienten des natürlichen Logarithmus einer jeden 
expliziten algebraischen Funktion zu bestimmen. Ist z. B. 


y-l(£e+yi+a°), 
so setze man xz + y1-+z°=u, und hat nun 


1 u 
Dy => PASI ra VEE 
folglich 








Dy = yı 5 mi 
Hat man weiter den Differentialquotienten von 
1+2 
y-lyı-z 
zu bilden, einer Funktion, welche für alle Werte von x mit 
1+z 


1— x’ 





Ausschluß von — 1 und 1 definiert ist, setze man u = 
v = Yu und rechne wie folgt: 


1 1 2 
Dy=-7 Dar = u D.u = 1 
daher 
D 1— x 1 1 
29 = iz i- 1-0 
Sind %,, Y2, ... Y, Funktionen von z, deren keine an der 


betrachteten Stelle x Null ist, so ist auch y =y, Y; ... Yn 
nicht Null und 
ly =ly tly t- tl; 
durch Differentiation dieser Gleichung ergibt sich 
Dy |, Yn. 
wOna E 
die rechte Seite wird der logarithmische Differentialquotient des 
Produktes y genannt; durch Multiplikation desselben mit y ergibt 
sich der eigentliche Differentialquotient dieses Produktes (25 (6)). 


31. Die Exponentialfunktion. Ista eine positive Zahl, 
so ist durch die positiven reellen Werte von a” eine eindeutige 
stetige Funktion definiert, y = a”, welche als Exponential- 
funktion bezeichnet wird. Aus ihr folgt durch Umkehrung 
z=log,y. Dem Satze 27 zufolge ist also 


D,a” D, l0g4 y = 1 
59 
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und mit Benutzung von 30 (2*) 


1 z . 
yla ° D,a == l; 
mithin ist der Differentialquotient der Exponentialfunktion 
(4) Da = æla. 


Diejenige Exponentialgröße, deren Basis die Zahl e, die 
Basis des natürlichen Logarithmensystems ist, führt den Namen 
natürliche Poteng; man findet ihren Differentialquotienten aus 
der Formel (4) dadurch, daß man a = e setzt; mithin ist 


(5) De =ë. 


Die natürliche Potenz hat also an jeder Stelle einen ihrem 
eigenen Werte gleichen Differentialquotienten. 

Ist der Exponent einer Exponentialfunktion eine explizite 
algebraische Funktion von x, so kann die Differentiation auf 


1 
Grund des Satzes 28 ausgeführt werden. Ist z. B. y = E~, 
so hat man mit Ausschluß der Stelle æ = a 
Dy = — e-e, 


(x — a)’ 

Nun sind wir auch imstande, jede Funktion zu differen- 
tiieren, welche die Form einer Potenz hat und deren Basis 
und Exponent algebraische Funktionen von z sind. Sind näm- 
lich u, v zwei algebraische Funktionen von x und y = u’, 80 
kann dies wegen e” = u auch in der Form y = e’'* dargestellt 
werden, mithin ist 


Dy = e'“ [vu + —) = y” [vu + =z . 
In dem einfachsten Falle u = x, v = ist also 
Dr = z {lz +1}. 


32. Die trigonometrischen Funktionen. Die geome- 
trische Definition läßt eine Eigenschaft dieser Funktionen er- 
kennen, welche ihnen unter den elementaren allein zukommt: 
die Periodigität. Es ändern nämlich die Funktionen sin, cos, 
sec, cosec ihren Wert nicht, wenn man das Argument um 2x 
vermehrt oder vermindert, sie haben die Periode oder den 
Periodizitätsmodul 2x; ein analoges Verhalten zeigen die 
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Funktionen tg, cotg in bezug auf die Zahl x, sie besitzen die 
Periode x. Da nun periodische Funktionen an Stellen, welche 
um ein Vielfaches der Periode voneinander verschieden sind, 
in allen Stücken übereinstimmen, so werden sie dort auch 
gleiche Differentialquotienten aufweisen; die Ableitungen der 
trigonometrischen Funktionen sind somit notwendig periodische 
Funktionen mit der nämlichen Periode. 

Vermöge der Beziehungen, welche zwischen den trigono- 
metrischen Funktionen eines Bogens bestehen, genügt es, den 
Differenzenquotienten einer derselben zu bestimmen. Wir wählen 
als solche 


y = sin z. 
Der Differenzenquotient ist 
hy. h . h 
sin (x + h) — sing 200 (2+;) m hy TF 
— — — — αα— 3) —3 
2 


konvergiert nun h gegen die Grenze Null, so hat cos (z + 3) 
wegen der Stetigkeit dieser Funktion den Ürenzwert cos z, 
. h 





sın — 
k 2 aber laut 16, 2) den Grenzwert 1; somit ist 
2 
(6) D sin z = cos z. 
Da ferner y = cos z = sin (3 — ) und — 1 der Diffe- 
rentialquotient von Z — g ist, so folgt aus (6) 
D cosx = Dsin (5 — z) = — COS ($ — z), 
also 
(7) D cos z = — sin z. 
sin x cos £ * 
Für y = tg z = und y-colgr— erhalt man 


nun mit Hilfe der Formeln (6), (7) auf Grund von 26, (9) 
cos?’ x + sin? x 
cos’g _? 


— Bin? z — cos? z 
D cotg x = — siniz ⸗— 











Digi = 
d. i. 
(8) D tgz = sec? z, 
(9) D cotg = — cosec?r. 
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Diese Formeln gelten jedoch nur mit Ausschluß jener Stellen, 
an welchen die betrachteten Funktionen nicht definiert sind, 


also für tgz mit Ausschluß der Stellen (2n + 1), für cotg z 


mit Ausschluß der Stellen nx, wo n jede positive und nega- 
tive ganze Zahl oder Null sein darf (vgl. 19, 1). 

Schließlich erhält man mittels der Formeln (6), (7) auf 
Grund von 26, (10) für 





Bi 1 d y= 1 
y = Bec T =S ax un y = cosee T = nz 
(10) Desecz = me = gec 7 tg z 
(11) D cosec z = — Saa = — coBec z cotg z, 


wobei die Werte z =(2n +1) bei (10) und z=nz kei 


(11) auszuschließen sind. 


33. Die zyklometrischen Funktionen. Die Um- 
kehrung einer periodischen Funktion ist eine unendlich viel- 
deutige Funktion. Ist nämlich x = f(y) periodisch mit der 
Periode p, so gibt es unendlich viele Werte des Arguments, 
zu welchen ein und derselbe Wert von x gehört; ist y einer 
dieser Werte, so sind die andern durch y + np dargestellt, 
wobei n jede positive und negative ganze Zahl bedeuten kann; 
demnach hat die Gleichung x = f(y) bei gegebenem x unend- 
lich viele Lösungen in bezug auf y, jedoch so, daß, wenn eine 
derselben bekannt ist, alle übrigen angegeben werden können. 

1) Es sei z = siny; wird x irgend ein Wert aus dem 
Intervall (— 1, + 1) erteilt, so besitzt die Gleichung immer 


eine Wurzel in dem Intervall (— , + zZ); denn während y 


dieses letztere Intervall stetig durchläuft, bewegt sich sin y 
stetig in dem Intervall (— 1, +1), ist also eine monotone, 
und zwar eine wachsende Funktion. Diese Wurzel definiert 
demnach eine eindeutige Funktion, welche mit 


(A) y = arc sin z 


bezeichnet werden und der Hauptwert von Arc sin x heißen soll, 
wobei unter letzterer Bezeichnung die Gesamtheit der Lösungen 
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von z=siny zu verstehen ist. Weil siny = sin(x — y) ist, 
so ist 


(B) Arc sin a = | 


2nx + arc sin z 
(2n + 1)x — arc sin z. 
Der Differentialquotient der neuen Funktion ergibt sich 


nach 27, indem 
D arc sin z - D sin y = 1; 


nach Formel 32 (6) ist aber D sin y = cos y = y1 — z?, die 
Wurzel mit positirem Zeichen genommen, weil cos y in dem 


Intervall (- Š ‚+ z) positiv ist; demnach hat man endgültig 


(12) D arc sin z = 





1 ° 
Yı— z’? 

2) Es sei vz = cos y; die Gleichung besitzt, wenn x ein 
Wert aus dem Intervall (— 1, + 1) erteilt wird, immer eine 
Lösung in dem Intervall (0, x), weil in diesem Intervall cos y 
eine monotone, und zwar abnehmende Funktion ist; diese 
Lösung definiert die eindeutige Funktion 
(C) y = arc cos T, 
den Hauptwert von Arc cos z, während, vermöge der Beziehung 
cos y = cos (— y), 

(D) Arc cos z = 2nz + arc cos z. 

Läßt man in der allgemein gültigen Formel z = sin y 

= CO8 (5 — y) y das Intervall (- =, + =) durchlaufen, so be- 


wegt sich > — y auf dem Intervall (x, 0); infolgedessen be- 


steht zwischen den Hauptwerten arc siny und arc cosg die 
Beziehung 
e # 
arc sın æ + arc cos z = 7? 


aus welcher arc cos z == Z — arc sing und auf Grund von (12) 
und 24 (2) 
(13) D are cos z = — 


folgt. 


1 


Yi-a’ 
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3) Die Gleichung z = tgy besitzt für jedes x eine Lösung 
in dem Intervall (- z ‚+ z) , weil tg y in diesem Intervall 


eine monotone wachsende Funktion ist, die das Intervall (— œ, 
+ œo) durchläuft; diese Wurzel, der Hauptwert von Are tgz, 
definiert die eindeutige Funktion 


(E) y = arc tg 7, 
während 
(F) Arc tg z = na + arc tg z. 


Aus der Beziehung 
D arctgz. Digy=1 
folgt dann, weil nach Formel 32 (8) D, tg y = sec? y =~ 1 + 7’ ist, 
(14) D arc tga = u" 

4) Diejenige Wurzel der Gleichung x = cotg y, welche 
dem Intervall (0, x) angehört — und eine solche ist immer 
vorhanden, weil cotg y in dem genannten Intervall abnehmend 
von + œo zu — oo sich bewegt —, bezeichnet man als Haupt- 
wert von Arc cotg æ und definiert durch sie die eindeutige 
Funktion 


(G) y = arc cotg z, 
während 

(H) Arc cotg z = nz + arc cotg x 
ist. 


Auf Grund der Relation x = tg y = cotg (5 _ v) erkennt 


man wie in 2), daß 


arc tg æ + arc cotg z = —, 


woraus weiter folgt 


1 
(15) D arc cotg £ = — II. 


Auf die Umkehrungen der Funktionen z = sec y, z = cosec y 
soll hier wegen ihres seltenen Gebrauchs nicht eingegangen 
werden; indessen kann ihre Erledigung nach dem vorange- 
gangenen keine Schwierigkeit bieten.*) 

Die Formeln (1) bis (14) dieses Paragraphen in Verbindung 
mit den Sätzen des vorigen geben die Mittel an die Hand, 


*) Vgl. die Beisp. 19), 20) in 85. 





Zweiter Abschnitt. Differentistion von Funktionen einer Variablen. 78 


jede aus den elementaren Funktionen irgendwie durch eine 
endliche Folge von Rechenoperationen zusammengesetzte expli- 
zite Funktion zu differentiieren. Sie sind die Grundformeln 
und Grundregeln der Differentialrechnung. 


34. Die Hyperbelfunktionen. Zu den elementaren 
transzendenten Funktionen zählt man auch die Hyperbelfunk- 
tionen, so genannt, weil sie geometrisch mit der gleichseitigen 
Hyperbel in ähnlicher Weise zusammenhängen wie die trigono- 
metrischen (Kreis-)Funktionen mit dem Kreise. Sie sind um 
die Mitte des 18. Jahrhunderts von V. Riccati mit den heute 
üblichen Bezeichnungen eingeführt und besonders von Lambert 
weiter ausgebildet worden. 

Ihre analytische Definition kann mit Hilfe der natürlichen 
Exponentialfunktion wie folgt geschehen. Ist u die unbe- 
schränkte reelle Variable, so wird 


+ 





als hyperbolischer Kosinus (cosh u) 


ae als hyperbolischer Sinus (sinh v) 

von % erklärt; mit Hilfe dieser beiden Funktionen definiert 
man die hyperbolische Tangente, Kotangente, Sekante und 
Kosekante ganz nach Art der trigonometrischen Funktionen, 
indem man schreibt: *) 


sinh u cosh u 1 
tgb u= cosu? 3 u= nbu? SCD U — ne 
cosech u = ———. 
sinh u 


Aus diesen Definitionen lassen sich Relationen zwischen 
den genannten Funktionen ableiten, ebenso zahlreich wie die 
trigonometrischen Formeln und von ähnlicher Bauart. Einige 
derselben mögen hier zusammengestellt werden. 

Aus 


u — y — yu 
€ e — e 
cosh u = t , sinh u = ZE 





folgt mit Rücksicht auf die anderen Definitionen unmittelbar: 


*) Neben den hier gebrauchten Bezeichnungen sind auch andere in 
Verwendung, so Sin, Cof, Tg, Eotg, Sec, Eojec. 
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cosh «+ sinb u = œ 
cosh # — sinh # = e~" 
cosh?’ u — sinh’u=1 
tgh’u+ sech’u = 1 
cotgh? u — cosech’u = 1; 
die leicht zu erweisenden Identitäten: 
es — e"- (č — ell e"), 
2 (et — e-t) = (E — ee + e) le eNA e”), 
Let p e-e) (a + eNe H e) H A ele Me’) 
schreiben sich nunmehr: 
sinh 24 = 2 sinh u cosh u, 
sinh (u + v) = sinh u cosh v + sinh v cosh u, 
cosh (u + v) = cosh u cosh v + sinh u sinh v. 
Die Differentiation der neuen Funktionen ist auf die der 
Exponentialfunktion zurückgeführt; es ergibt sich: 


D cosh u = — = sinh y, 











D sinh u = re = coshu; 
D tgh u = en sech? u, 
D cotgh u = sinh’ e -= cosbi u = — cosech?u; 
D sech u = — — = — tgh u sech s, 
cosh % 


D cosech u = — - = — cotgh u cosech u. 


sinh? u 

Die geometrische Bedeutung der Hyperbelfunktionen erhält 
man durch folgende Betrachtung. Der Kreis in Fig. 8 sei um 
O mit dem Radius 1 beschrieben. Ist 9 das Bogenmaß des 
Winkels AOM, RS die in M an den Kreis gelegte Tangente, 


so hat man: 
OP = 0089, OR = sec 0 


MP=5sin®, OS = cosec 0 
MR=tg9, MS = cotg 8. 
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Wird nun RH senkrecht zu OX und gleich MR gemacht, so 
ist der Ort des so bestimmten Punktes H eine gleichseitige 
Hyperbel, die A zu einem ihrer Scheitel hat; bezeichnet man 
nämlich die Koordinaten von H mit z, y, so ist 


z=s0c0, y=tg9, 
folglich 


— yp =l. 

Vergleicht man diese 
Gleichung mit 

cosh? u — sinh? u = 1, 
so folgt, daß auch 
cosh # = OR, 
sinh u = HR 
gesetzt werden kann. 

Man überzeugt sich 
ferner, daß der Halbmesser O H der Hyperbel a auf der Tangente 
in A eine mit MP gleiche Strecke abschneidet und daß die 
Tangente der Hyperbel im Punkte H durch P geht; denn es ist 


= T, woraus AFV = sin 0 = MP; 


weiter ist der Richtungskoeffizient der Tangente (22, 2)): 
Dy-Dy#-1- 7 

es ist aber auch 
g RPH- 0 _ 1 


— COB Ô sec 0 — cos 0 sin 0 ? 





so daB tatsächlich PH die Tangente ist. 

Auf Grund dieser Ergebnisse erkennt man, daß die 
Hyperbelfunktionen durch die Maßzahlen folgender Strecken, 
gemessen mit OA, dargestellt sind: 

OR = sec 0 = coshu OP = cos = sech u 
HR = tg 0 = sinh u OT = cotg 0 = cosech u 
AF = sin 0 =tghu O S = cosec 0 = cotgh u. 

An dieser geometrischen Darstellung ist es leichter, den 
Verlauf der Funktionen zu verfolgen als an deren analytischen 
Definitionen. 
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Die Analogie erstreckt sich auch auf die Bedeutung der 
Argumente: die trigonometrischen Funktionen können, da $ 0 
such die Fläche des Sektors OAM ist, auch als Funktionen 
dieses Doppelsektors aufgefaßt werden; in der Integralrech- 
nung (311, 2)) wird gezeigt werden, daß 4 u die Fläche des 
Hyperbelsektors OAH ist. 

Der Zusammenhang zwischen den beiden Argumenten u, 0 
ergibt sich in folgender Weise: Die Relation 

cosh u + sinh u = e* 
verwandelt sich im Hinblick auf die letzten Relationen in 
sec 0 + tg = e*; 


die weitere Verfolgung dieses Ansatzes gibt: 








. 1 -+ cos Z 
u ae (i)a (EHA 
woraus 


Diese Gleichung wurde bereits 1599, also lange vor der Ein- 
führung der Hyperbelfunktionen, von E. Wright gefunden als 
mathematischer Ausdruck der Skala, nach welcher in der Mer- 
cator-Projektion die Punkte eines Meridians je nach ihrer geo- 
graphischen Breite 0 in bezug auf das Bild des Äquators an- 
geordnet sind. Man nennt 0 die „hyperbolische Amplitude“ 
von % oder auch Lamberts transzendenten Winkel; durch seine 
Vermittlung werden die Hyperbelfunktionen berechnet und 
tabellarisiert. Der letzte Ansatz gibt für die Hyperbelamplitude 
die Darstellung 


0 = 2 arctg ~œ — 5; 


es sind Tabellen berechnet worden, die zu gegebenem « das 


zugehörige 6 angeben und so die Ermittlung der Hyperbel- 
funktion aus trigometrischen Tafeln gestatten.*) 


*) Bezüglich solcher Tafeln sei auf W. Ligowski, Tafeln der Hy- 
perbelfunktionen, Berlin 1890; A. Forti, Nuove tavole delle funzioni 
iperboliche, Roma 1892 und E. Jahnke- F. Emde, Funktionentafeln, 
Leipzig 1909 hingewiesen. 
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Man kann auf die Hyperbelfunktionen den Prozeß der 
Umkehrung ebenso anwenden wie auf die Kreisfunktion und 
gelangt dadurch zu einer neuen Gruppe elementarer Funktionen, 
für die der Name hyperbolische Areafunktionen (mit Rücksicht 
auf die geometrische Bedeutung des Arguments u) und die Be- 
zeichnungen arsinh, arcosh, usw. vorgeschlagen worden sind. 
Aber so wie sich die Hyperbelfunktionen durch die Exponential- 
funktion, so lassen sich ihre Umkehrungen durch logarith- 
mische Funktionen darstellen. Man braucht nur die jeweilige 
Definitionsgleichung, indem man gleichzeitig den Wert der 
Funktion mit einem Buchstaben z. B. z bezeichnet, nach u auf- 
zulösen. So ergeben sich denn aus den Ansätzen 











sinh u = — = T, coshu = t mg 
e* — e* _ e -+ e u _ 
tgh u rn z,  cotghu mt 


unter Beachtung der Realitätsforderung durch Umkehrung die 
folgenden Darstellungen: 


arsinh z = I(x + Væ? +1) 
arcosh z = I(x + Yx?— 1) 


artgh z =} itz 


1—x 





x z+ 1 

z—1 

35. Beispiele. In den nachstehenden Beispielen ist der 
Differentialquotient zunächst in der Form angegeben, wie er 
sich bei Anwendung der Regeln unmittelbar ergibt, an zweiter 
Stelle in seiner einfachsten Gestalt, mit Fortlassung der 
Zwischenrechnungen; in den späteren Beispielen ist nur das 
Endresultat mitgeteilt. 


1) Dx”(a2* + b)? = ma” "(ar + b)? 
+ pa" (ax + byP'.naz"' 
= 17 - Ua" + b)P-I[(m +np)az" + mb]. 
2) D -5e 5T — en 
be —ab—ac+2axr— r" 
(x — b)’ (x — co)? 


arcotgh z = I 
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Vı+r- -47> 1 
3) DVır = — -= — — . 
Vz y 1 4z y 
sVır zo zYz+Yz 


4) D(ax +b)Yyar+2br+c=aYyar!+2br+c 
(ax + b)? _ 2(ax +b) +ac—b" 
Vaz?+2dxc+c Yaz’+2bx+c 
b DVYFHEHVeR 
Vya! + =! — — gi 
N i_vVva al 0 __#_ 
(Va! F 2’ — Ya! zì) AT u) 





Vet 4 Ve eat ae) ven 
Wet Ve 


Veta—yVe+tb —— 


(Vera Ver) (5, — tan) 
-WEtat Ver) (u ya - ra) 
| (Yeta—yYaz+b)* 

1 





 Vetaa+d 
T) De®+s02tc ma 2(ax + bee +idz+e, 
8) Dre "= mar tet — amt tu gmte (m— 27) 


a cos ax 








9) Dl sin ax = -z zy — 4 otg az. 
10) Diem tes aigas 
I sect Z 
11) Dig4-?- 3- I. 

tg I sın x 
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12 De(4+3)-* 


13) D tg a” = Dern=!te= 

— einsitg= (cog zligxc + sin = seo? g * =) 

= tg zen: (} tg z= + sec x). 

1—x 1 — (1 -+ x) — (1 — z2) 


14) J 7, a (1 +2)! 











RETIS 
x aro sin æ 3 arc sin z 
15) D + iyi=2)- Va 
x? arc sin x ' =F 


tyra yes 








x 
1— z’ + (1 — z5 
_ 8r sin g *) 

(1 — 29" 


+ 














16) D (arc sin (a sin 2) + arc cos (a cos %)) 
a coss asin gz 





1— a'sin’ z Vi — alcos’z 


17) D arc tg Vei :) 


-ye 2z 1 ___Væ-b 
PENG af, eg Tea tb 
a+b 








b+ a cosg a “l — 
aF bcos y b -+ a cos q)? 
1260 4 ET) 
, — a (a + b cos z) sin æ -+ b (b + a cos x) sin æ 
(a + b cos x)? 
yai 


a+ bcos 


18) D are cos 








æ arc sin g 


9 Der Bruch ist hier als Produkt der drei Faktoren z, 


arc sin z, behandelt worden. 





1 
Vi — æ* 
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19) Darc secz = Dare cos = — 1 _.-1_ |! 
x ı_ı 7? aye-ı 
zi 
20) Darccosecs= Darcsin + = —} -Zim 
. x V'-% x xz 7221 
x? 
21) y-z(l+a)t- 4214298; Yo are 
22) y = 4 (1 +) 42 (1 +t; y= T 


23) y = 4z + sin 2z; y = cos? æ. 

24) y = 4z — f sin 2z; y = sinz. 

25) y = sinz — $sin’ z; y = cos z. 

26) y = 4 cos’ z — coss; y=sindz. 

21) y = 4tg°z + tgz; y = sects. 

28) y = 4 tg°x — tgx +z; y= tgiz. 

29) y = 2 sin Vz — 2 Vx cos Vz; y= sin Vz. 
30) y = $ arc cos (— 1 + 22°); 

81) y = $ arc cos (— 3x + 42°); y = ——— 
32) y = ł arc cos (1 — 82? + 821); 


2V3 


33) y-,- are tg ~ Pati, ' 1 


y3 y = 1+z2+2° 
34) y = 4 are tg ."—; 








35) y = —— vi. 
36) y = 4 arc cos 1 iFa 
37) y = — — y’ = sec z. 


38) y-e( 22 4+ 2); y= er. 
39) y = x arctg s —I V1 + 2°; y = arctg z. 
40) y = ł sinh 2z + 4z; y= cosh? z. 
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41) y=4sinh2r— 47; y-sinh’r. 
42) y = l cosh z; y = tgh rz. 

43) y =l sinh z; y = cotgh z. 

44) y =l cosh x — 4 tgh°z; y=tgh’z. 


§ 4. Allgemeine Sätze über den Zusammenhang einer 
Funktion mit ihrem Differentialguotienten. 


36. Vorzeichen des Differentialquotienten. Von 
einer in dem Intervall (æ, 8) der stetigen Variablen x eindeutig 
definierten Funktion f(x) sagt man, sie sei an der Stelle x 
innerhalb des Intervalls wachsend, wenn sich eine positive Zahl 
n so angeben läßt, daß für jedes O<h<pn 


d) f(z — h) < f(z) < f(a + h). 
Besitzt die Funktion an der Stelle x einen Differentialquotienten 
so kann derselbe nicht negativ sein; denn aus (1) folgt 


fe-h-f@ ——— 


mit gegen Null konvergierendem h nähern sich die beiden 
Quotienten nach Voraussetzung einer gemeinsamen Grenze und 
diese kann nicht negativ sein, weil die Quotienten, wie klein 
auch A werden mag, positiv bleiben. 

Die Funktion f(x) heißt hingegen an der Stelle x ab- 
nehmend, wenn sich ein positives’ 7 so angeben läßt, daB für 
alle Oo<h<n 
(2) f(s — h) > f(2) > fæ + h). 

In diesem Falle kann der Differentialquotient an der Stelle zx, 
wenn er existiert, nicht positiv sein; denn aus (2) ergibt 
sich, daß 


f(æ — h) — f (2) 


und da beide Quotienten für limh — 0O gegen eine gemein- 
same Grenze konvergieren, so kann diese nicht positiv sein, 
weil die Quotienten selbst, wie klein auch A werden mag, 
negativ bleiben. 

An den Stellen «, 8 kann nur von einseitigem Wachsen 


oder Abnehmen die Rede sein. 
Czuber, Vorlesungen. L 3. Aufl. 6 
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Aus diesen Betrachtungen ergibt sich der Satz: Wenn die 
Funktion f(x) in dem Interval (a, B) beständig wächst oder be- 
ständig abnimmt und an jeder Stelle einen Differentialquotienten 
besitst, so kann dieser niemals negativ, beziehungsweise niemals 
positiv sein. 

In beiden Fällen ist also nicht ausgeschlossen, daß der 
Differentialquotient an einzelnen Stellen Null werden kann. 

Unter den elementaren Funktionen haben wir folgende 
Beispiele beständig wachsender und beständig abnehmender 
Funktionen. 

Es ist Da” = a*la, folglich a” eine beständig wachsende 
Funktion, wenn a >1, eine abnehmende, wenn O < a < 1 is; 
e ist also wachsend. 


Aus Dls =>} erkennt man, da x >0, daß lz eine 
x 


wachsende Funktion ist. 


Da Digx=sec?r, so ist tgx eine wachsende Funktion; 


in der Tat, indem x nacheinander die Intervalle (- = ‚+ =) , 


(3 , 7) durchläuft, jedoch mit Ausschluß der Grenzen, geht 
tg x beidemal durch das Intervall (— oo, + oo). 
In gleicher Weise schließt man aus D cotgx = — cosec’ z, 


daß cotgz eine beständig abnehmende Funktion ist. 


Weil D are tg z = Eri so wächst arctgx fortwährend; 


tatsächlich durchläuft es das Intervall (- 5 ‚+ 5, während z 
von — 00 bis + oo wächst. 


Aus D are cotg z = — ET. schließt man in ähnlicher 
Weise auf die ständige Abnahme von are cotg z. 

37. Der Satz von Rolle Wenn die Funktion f(x) in 
dem Intervalle («, B) einwertig und stetig ist und an jeder Stelle 
einen endlichen oder bestimmt unendlichen Differentialquotienten 
besitzt, wenn ferner f) — O und f(P)=0, so gibt es wenig- 
stens eine Stelle zwischen œ und B, an welcher der Differential- 
quotient f(x) verschwindet. 

Behielte die Funktion den Wert Null im ganzen Intervalle 
(oder auch nur in einem Teile desselben) bei, so wäre sie eine 
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konstante Funktion und der Satz bedürfte dann insofern keines 
Beweises, als der Differentialquotient beständig (eventuell in 
dem betreffenden Teile) Null wäre (21). 

Wir müssen also annehmen, daß die Funktion von « aus 
entweder wächst oder abnimmt; aber weder das Wachsen noch 
das Abnehmen kann durch das ganze Intervall anhalten, soll 
f(ß) = 0 eintreten; daher muß eine Stelle & zwischen «œ und ß 
getroffen werden, wo das Wachsen (bzw. das Abnehmen) auf- 
hört; diese Stelle wird dadurch charakterisiert sein, daß sich 
ein positives 7 derart angeben läßt, daß für jedes O < h< n 


fE — h) < fE) > fE + h); 
nach den Relationen (1), (2) des vorigen Artikels ist die Funktion 
an dieser Stelle weder wachsend noch abnehmend; ferner ist 


(E-b-fO,o (ern -i® <0; 

der erste Quotient kann für liimk=0 nur einen positiven 
oder den Grenzwert Null haben, der zweite nur einen negativen 
oder Null; da aber beide nach Voraussetzung einen gemein- 
samen Grenzwert besitzen, so kann nur 


f(&)-0 
sein, womit der Satz erwiesen ist. Im Falle des Abnehmens 
von «æ an ergeben sich analoge Schlüsse. 
Bei geometrischer Darstellung der Funktion hat der Satz 


von Rolle eine anschauliche Bedeutung; eine Kurve AB 
(Fig. 9), welche in den Punkten A und B die Abszissenachse 


schneidet und an jeder Stelle zwischen Fig. 9. 
den genannten Punkten eine bestimmte Y 
Tangente hat, besitzt zwischen A und B M Tr 


mindestens einen Punkt M, in welchem 
die Tangente MT der Abszissenachse 
parallel läuft. 

Die Voraussetzungen des obigen Satzes können auch 
dahin abgeändert werden, daß f(œ) = f($)= C ist; denn die 
Funktion f(x) — C erfüllt dann die Bedingung, für z= « 
und x= ß zu verschwinden, ihr Differentialquotient ist aber 
wieder f' (2). 


o'd B Y 


6* 
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Die Funktion f(x) = (x — a)(x— b) hat, um Beispiele 
anzuführen, in dem Intervall (a, b) die Eigenschaften, welche 
oben vorausgesetzt wurden; ihr Differentialquotient f’(z) 


= 2x —& —b wird denn auch gleich Null an der zwischen 


a, b liegenden Stelle z = er b, Desgleichen entspricht die 


Funktion f(x) = sing in dem Intervall (0, x) den Voraus- 
setzungen des Rolleschen Theorems, und in der Tat ver- 
schwindet ihr Differentialquotient f'(x) = cos z an der zwischen- 


liegenden Stelle z = 7 


38. Der Mittelwertsatz. Wenn die Funktion f(x) an 
jeder Stelle des abgeschlossenen Intervalls (œ, P) einen endlichen 
oder bestimmt unendlichen Differentialquotienten besitst, so gibt 
es wenigstens eine Stele zwischn œ und ß, an welcher der 
Differentialquotient f'(x) gleich ist dem Differensenquotienten 

FM — fe). 
B—« 
Dieser Satz, für die Analysis von großer Bedeutung, findet 
sich zuerst bei J. Lagrange und wird auch häufig nach ihm 
benannt. 

Zum Zwecke des Beweises konstruieren wir mit Hilfe von 

f(x) die neue Funktion 


pa) = fa) — Flo) — (a a) ES, 


welche ebenfalls an jeder Stelle zwischen «œ und ß einen Diffe- 
rentialquotienten besitzt, da 

ga) =r a)-e, 
und die überdies die Eigenschaft hat, daB ọ(«)=0 und 
p(ß) = 0 ist. Demnach erfüllt die Funktion g(x) die Voraus- 
setzungen des Rolleschen Satzes und es gibt daher wenigstens 
eine Stelle & zwischen «œ und ß, wo g(&)=0, d. h. wo 


(1) TO- - f'E). 


Der Satz kann nun auf irgend zwei Stellen x und z + h, 
die in («, ß) enthalten sind, zur Anwendung gebracht werden; 
an die Stelle von ¢ kommt dann ein zwischen z und z + k 
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gelegener Wert und einen solchen kann man in der Form 
z + 0h darstellen, wobei O < 0 < 1 ist; mithin gilt: 


fat fe) _ 2 + on) 


oder 

(2) f(a + h) — fa) = hf' (2 + Oh). 

Diese Darstellung der Differenz zweier Funktionswerte durch 
einen Zwischen- oder Mittelwert des Differentialquotienten 
findet vielseitige Anwendung. Einige Folgerungen mögen 
schon hier angeführt werden. 

Vorher möge noch der geometrische Sinn der Formel (1) 
erwähnt werden in dem Falle, wo die Funktion f(x) durch die 
Ordinaten einer Kurve dargestellt wird. Der Inhalt der For- 
mel (1) ist dann der folgende. Besitzt die 
Kurve AB (Fig. 10) an jeder Stelle eine 
bestimmte Tangente, so gibt es zwischen 
A und B mindestens einen Punkt M, in 
welchem die Tangente MT der Sehne 
AB parallel ist. 

An früherer Stelle (21) ist erwiesen 
worden, daß der Differentialquotient einer 
konstanten Funktion Null ist; nun kann 
such die Umkehrung dieses Satzes bewiesen werden: Wenn der 
Differentialquotient f (x) einer Funktion f(x) an allen Stellen 
des Intervalls (a, B) Null ist, so ist die Funktion in diesem 
Intervall konstant. 

Sind nämlich z,, 2, zwei Stellen aus («, ß) so ist zu- 


folge (1) l 

fa) — f(c) = (t — 2) f ($), 
wobei & zwischen z, und z, liegt; da aber für jedes & zwischen 
œ und ß f(&)—= 0 ist, so ist 

fa) - fa) = 0 

also f(z,) = f(z); wenn aber jede zwei Werte von f(z) aus 
dem Intervall (x, ß) einander gleich sind, so hat die Funktion 
einen konstanten Wert. 


Aus diesem Satze folgt der weitere: Wenn zwei Funktionen 
f(x), g(x) in einem Intervall (a, p) gleiche Differentialquotienten 


Pig. 10. 
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haben, so können sie sich nur um eine additive Konstante von- 
eimander unterscheiden. 


Denn aus 
f (£) = g'(x) 
folgt auch 
A darans DIfG) — (z) = 0 


f(x) — p(z) = C, 
wobei C eine Konstante bedeutet. 

In Artikel 36 ist gezeigt worden, daB der Differential- 
quotient einer in dem Intervall («, 8) beständig wachsenden 
(abnehmenden) Funktion niemals negativ (positiv) ist; auch 
die Umkehrung dieses Satzes kann jetzt bewiesen werden: 
Wenn der Differentialquotient von f(x) in dem Intervall («, p) 
niemals negativ (positiv) und auch nicht in einem Teile des 
Intervalls beständig Null ist, so ist die Funktion wachsend (ab- 
nehmend) in dem Sinne, daß für irgend zwei Werte £i, 1, aus 
(a, B), welche wachsend geordnet sind, die Relation f(z,) < f(t) 
(fa) > f2) stattfindet. 

Bedeutet 2’ einen Wert zwischen z, und z,, so daß z, 
x’, x, wachsend geordnet sind, so ist auf Grund der (ersten) 
Voraussetzung laut (1) 


fa) - fa) = - az )f E) 20 
fa) — f2) = (2 — x°) f$) 20, 


wobei &, einen Wert zwischen z,, z’, &, einen Wert zwischen 
x, %, bedeutet; daraus folgt, daß 


f) < F) S fa); 

aber nicht für alle x’ können beide Gleichheitszeichen gelten, 
weil sonst für alle Werte x’ zwischen x, und x, die Beziehung 
f(x) = f(x) =f(x,) stattfände, die zur Folge hätte, daß in 
diesem Teile von (œ, 8) f (x) beständig -Null wäre, was gegen 
die Voraussetzung verstößt. Es gibt also sicher einen Wert z, 
für den wenigstens eines der beiden Ungleichheitszeichen gilt, 
und darum ist notwendig 


fa) < f(z). 


Der zweite Teil des Beweises ist ebenso zu führen. 
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39. Der verallgemeinerte Mittelwertsatz. Wenn die 
beiden Funktionen f(x), (x) in dem Intervalle («, $) Differential- 
quolienten besitzen, von welchen der letztere, p'(x), an keiner 
Stelle Null ist, so gibt es mindestens einen Wert E zwischen « 


und ß derart, daß LDI = Lo - Dieser Satz kommt zu- 


erst bei Cauchy*) vor, wenn auch mit der speziellen Voraus- 
setzung, daB f(«) = p(«) = 0 sei. 

Um ihn zu beweisen, konstruiere man aus f(x) und (x) 
die neue Funktion 

ylz) = f(x) — fle) — (P2) — p) LO NR, 

der Bruch, welcher im Ausdrucke dieser Funktion vorkommt, 
hat sicher eine bestimmte Bedeutung, da p(«) nicht gleich 
sein kann @(ß), indem sonst nach dem Satze von Rolle g'(x) 
an einer Stelle zwischen «œ und ß verschwinden müßte, ent- 


gegen der Voraussetzung. Die Funktion (x) hat nun im 
Intervall (œ, ß) einen erento en nämlich 


va) = fe) - pe) EU, 
und es ist Y(a)=0, Y(ß)=0; folglich existiert nach dem 
Satze von Rolle mindestens eine Stelle & zwischen « und f, 
wo y (£) =0, d. h. wo 
(1) Aid ACO A 
g (Pı — plx) g (8) 
Die Formel kann wieder auf zwei beliebige Stellen z und 
z+ haus («, ß) angewandt werden und lautet dann: 
x -+ h) — f(x (Œ+ 0h 
O dermo yeti <<). 
Setzt man ø(xz) = x, wodurch den Voraussetzungen des 
Theorems Genüge geleistet ist, so gehen die Formeln (1) und 
(2) in die gleichbezeichneten des Art. 38 über. 











$5. Die höheren Differentialguotienten und Differentiale. 


40. Begriff des n-ten Differentialquotienten. Wenn 
die in dem Intervall («, ß) stetige Funktion f(x) an allen 
Stellen des Intervalles einen Differentialquotienten besitzt, so 


*) Leçons sur le calcul différentiel, Paris 1829, p. 38. 
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konstituieren die Werte dieses Differentialquotienten mit den 
zugehörigen Werten der Variablen eine neue Funktion im 
Intervall («, 8), welche die Ableitung oder Derivierte oder auch 
der .Differentialquotient von f(x) genannt und mit 


f'(@) oder D,fle) 
bezeichnet wird. 


Ist f'(x) wieder stetig im ganzen Intervall («, 8) oder in 
einem Teile desselben oder mit Ausschluß einzelner Stellen, 
und läßt es wie f(x) eine Ableitung zu, so wird diese die 
sweite Ableitung oder der zweite Differentialquotient von f(z) 
genannt und mit 

f’ı@) oder D,f(«) 
bezeichnet. Begrifflich stellt dies Zeichen also jene Funktion 
dar, welche an der Stelle x bestimmt ist durch 

lim Le+P=-f@, 

h=+0 h 
So fortschreitend gelangt man zu der dritten, vierten, ... nten 
Ableitung oder zu dem dritten, vierten, ... nten Differential- 
quotienten; die dafür gebrauchten Zeichen sind: 


fœ), fa), fP) 


Df), Dife), -- - D’f@). 
Sofern die Voraussetzung der Stetigkeit und Differenzierbarkeit 
erfüllt bleibt, hat die Bildung der höheren Differentialquotien- 
ten keine Schranke. 

Wenn man aus dem Gebiet der reinen Analysis auf das- 
jenige der Anwendungen sich begibt, wobei x und f(x) die 
Maßzahlen für gewisse einander bedingende Größen bedeuten, 
können auch die höheren Differentialquotienten eine sachliche 
Bedeutung erlangen. Bei der phoronomischen Auffassung, bei 
welcher f(x) den in der Zeit x zurückgelegten geradlinigen 
Weg eines in Bewegung begriffenen Punktes darstellt, kommt 
zunächst dem zweiten Differentialquotienten eine wichtige Be- 
deutung zu. 

Es ist 22, 1) erklärt worden, daß der erste Differential- 
quotient f’(x) die im letzten Augenblicke der Zeit & herrschende 
Geschwindigkeit ausdrückt. Ist die Bewegung so beschaffen, 


oder 
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daß die Geschwindigkeit innerhalb beliebiger, aber gleicher 
Zeitintervalle um Gleiches sich ändert, so nennt man die 
während der Zeiteinheit erfolgende Geschwindigkeitsänderung 
Beschleunigung und die Bewegung selbst eine gleichförmig be- 
schleunigte (oder gleichförmig verzögerte, wenn die Beschleuni- 
gung negativ, die Geschwindigkeit also mit der Zeit abnehmend 
ist). Auf eine ungleichförmig beschleunigte Bewegung ist der 
Begriff der Beschleunigung nicht ohneweiters übertragbar; der 


Quotient 
fe +h)— f a) 
h 


aus der während des Zeitintervalls (x, x + k) erfolgten Ge- 
schwindigkeitsänderung durch die Größe A des Zeitintervalls 
bedeutet die während dieses Zeitintervalls durchschnittlich auf 
die Zeiteinheit entfallende Geschwindigkeitsänderung; je kleiner 
h, desto geringer die Ungleichförmigkeit in der Beschleunigung, 
desto mehr Berechtigung hat man, den angeschriebenen Quo- 
tienten als Maß der Beschleunigung während des erwähnten 
Zeitintervalls anzusehen, und konvergiert derselbe mit gegen 
die Grenze Null abnehmendem h gegen einen bestimmten 
Grenzwert, so wird dieser Grenzwert 

lim LEF zit ræ) 

à=+0 

als die im letzten Augenblicke der Zeit x herrschende Be- 
schleunigung erklärt. 

Drückt also f(x) den bei geradliniger Bewegung in der Zeit 
x gurückgelegten Weg aus, so hat der zweite Differentialquotient 
f(x) die Bedeutung der im leisten Augenblicke der Zeit x 
herrschenden Beschleunigung. 

41. Bildung höherer Differentialquotienten. Zur 
Bildung der höheren Differentialquotienten einer Funktion be- 
darf es neuer Regeln nicht, da es auf wiederholte Bildung des 
ersten Differentialquotienten ankommt. Wenn es sich jedoch 
darım handelt, für den allgemeinen oder nten Differential- 
quotienten eine independente Formel aufzustellen, dann führt 
das direkte Verfahren nur in einigen wenigen Fällen zum Ziele. 
In einigen anderen Fällen kann man sich dadurch helfen, daB 
man die Funktion als Summe oder als Produkt einfacherer 


90 Erster Teil. Differential-Rechnung. 


Funktionen darstellt, deren allgemeine Differentialquotienten 
in independenter Form bekannt sind. 

I. Direktes Verfahren. 1) Für f(x) = x” ergibt sich durch 
sukzessive Differentiation 

Da” = mar-!, Dia" = m(m — 1)2”"?,... 

so daß 
(1) Diet = m(m — 1) -.. (m —n+1)a”"". 
Läßt man ax +b an die Stelle von x treten, so ändert sich 
die Formel nur insoweit, daß rechts der Faktor a* hinzu- 
kommt, weil bei jedesmaliger Differentiation mit dem Diffe- 
rentialquotienten von ar + b, d. bh. mit a multipliziert werden 
muß (25 (7)); es ist also 
(2) Dax +b"=m(m — 1): -- (m —n + 1)a*(ax + by". 

Ist m eine positive ganze Zahl, so wird der mte Diffe- 
rentialquotient von x” eine Konstante: 

Dri=m(m—1)---1 

und alle höheren sind Null. In jedem andern Falle kann die 
Bildung der Differentialquotienten unbeschränkt fortgesetzt 
werden. 

2) Für f(x) =lx hat man Dix = > = %71, somit 


D"lz = D*-'x-!; 


hier tritt nun die Formel (1) in Kraft, und zwar st m = — 1 
und n durch n — 1 zu ersetzen, so daß 
n—1 
(3) Drlz = (—1) emo, 
x 


auch diese Formel kann dadurch verallgemeinert werden, daß 
man ax + b an die Stelle von x treten läßt, und es wird 


— 17.1.2... — 1)o* 
(4) Dax + b) = nn 
3) Aus der Formel De = e folgt unmittelbar 
(5) De=e; 
hingegen ist Dé” = ké” und 
Die = ker; 


und weil a” = e*!®, so ergibt sich hieraus 
(6) Da” = (la)"a”. 
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4) Die Formel D sin z = cos z = sin (z + =) zeigt, daß 
die einmalige Differentiation des sinz der Vermehrung des 
Arguments um 5 äquivalent ist; infolgedessen wird n-malige 


Differentiation einer Vermehrung des Arguments um n F. äqui- 
valent sein; es ist also 


(7) D" sin z = sin (z + nọ); 

Durch denselben Schluß ergibt sich aus D cos x = — sin z 
= COS (z + 2): 
(8) D” cos x = cos (z+nž). 


Vermöge der Periodizität nebmen die rechten Seiten der 
Formeln (7) und (8) nur je vier verschiedene Werte an, näm- 
lich die n =Q, 1, 2, 3 entsprechenden, und diese in zyklischer 
Wiederholung. 

II. Zerlegung in Teile. Hat man f(x) als Summe zweier 
oder mehrerer Funktionen dargestellt, etwa f(x)=g(x) +¢(2), 
so ist (24, (1)) 

D*f(«) = D" ix) + D"y(a). 
1 


1 1 1 
1) Es ist 2 pirs = Fa Fran + oo 
1 


Dr apa = za [D*(a + ba)! + Da — bay’); 


auf die Ausdrücke der rechten Seite ist die Formel (2) an- 
wendbar, und man findet 


1 _-N°1-2...n.b" eo) 
(9) D" — biz 2a rk + Fairer 
Fürra=1undb=i ergibt sich hieraus 


|; mithin 

















1 n Z0.. — — — 

14 2i — Free 
Diese Formel kann dazu verwendet werden, den allgemeinen 
Differentialquotienten von arctgx zu bestimmen; da nämlich 





Darctga = ziy ;, 80 ist D" arc tgx = D*-! also auf 


Grund der letzten Formel: 


(—1)711.2...(n—1) 1 41 al: 
(10) D” arc ige CVT enD fah CET 


ia 
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2) Es ist cos az cos bz = Š {cos (a +b) z + cos (a—b)z', 
mithin l 
(11) D” cos az cos ba = CEP oos[(a +b) +n3] 
+E eos [(a —b)z +n 3) 


III. Zerlegung in Faktoren. Die Funktion y = f(x) sei in 
zwei Faktoren u = g(x) und v = y(x) zerlegbar, für welche 
der allgemeine Ausdruck des rten Differentialquotienten be- 
kannt ist. Durch sukzessive Differentiation ergibt sich, wenn 
man die aufeinanderfolgenden Differentialquotienten von y, tu, v 
mit y, w, v; y”, u”, v”; ... bezeichnet: 

y =u v+ ur 

y” =u v t4 2u v + uv” 

y” = u"v + 3u”v + 3u v” + uv”; 
woraus der Schluß gezogen werden kann, daß 


(12) y™® = uv + (3) u"-Dy' + (3) u”-Do" +... + uo; 
in der Tat, gilt diese Formel bei irgendeinem n, so gilt sie 
auch bei n + 1, denn eine neuerliche Differentiation gibt 
yrtd_ urtdy+ (7) uy + (3) ur Dy” +-+ yy”) 

+ uy -+ (7} ur- Dy” + + (7) u y”) + got) 

1 

und weil allgemein (, ” ) 4 ($) = "+ ), so ist 
ytd munt y (" H ) —R (" t ') way” Le. 4 uot; 


da nun das Bildungsgesetz auf direktem Wege für n =1, 2,3 
erwiesen ist, so gilt es allgemein. Die Gleichung (12), unter 
dem Namen der Leibnizschen Formel bekannt, läßt eine kurze 
symbolische Darstellung zu; schreibt man nämlich 

(12°) D (uv) = (u + v}, 

so bleibt nur zu beachten, daß man in den Gliedern der 
Potenzentwicklung die Potenzexponenten in Ordnungsexponen- 
ten von Differentialquotienten zu verwandeln und die End- 
glieder u*v® und uv” durch u)», bzw. ur” zu ersetzen hat. 
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Als Beispiel der Anwendung der Formel (12) möge die- 
selbe Funktion gewählt werden, welche in Il. 2) als Summe 
dargestellt worden ist, nämlich cos az cos bz; man erhält un- 
mittelbar ` 


D* (cos ax cos bæ) = a" cos (az + n$) cos bz 
+ (7) ar-1 cos (ax +n—i z) cos (bz + z) + 
+(3) ar-"p%oos(au+n— 2 =) cos (bz +25) +- 
. - + b" cos az cos (b2+n3)- 


42. Die höheren Differentiale. Wir nehmen den in 
23 entwickelten Begriff des Differentials einer Funktion f(x) 
wieder auf, wonach 
(1) df(z) = f(x)dx; 
die begriffliche Bedeutung desselben geht dahin, daß es die 
Änderung, welche die Funktion bei dem Übergange von z zu 
z+ dz erleidet, um so genauer darstellt, je kleiner dz ist, ja 
daß man durch Einschränkung von dz den Unterschied zwischen 
der Änderung der Funktion und ihrem Differential nicht nur 
an sich, sondern auch im Verhältnis zu dx beliebig klein 
machen kann. 

An dieser Stelle möge auf die Verschiedenheit der Be- 
deutung hingewiesen werden, ‚welche den Zeichen dx und df(x) 
in der Gleichung (1) einerseits und in dem Leibnizschen 


Symbol für den Differentialquotienten d P) anderseits zukommt. 


Hier bedeuten dz und df(x) zugleich gegen die Grenze Null 
konvergierende, also unendlich klein werdende Größen und das 


Symbol are) selbst den Grenzwert ihres Quotienten; dort be- 


deutet dx eine endliche und df(x) eine dem dz proportionale 
ebenfalls endliche Größe, beide sehr klein in Ansehung der 
endlichen Rechnungsgrößen wie etwa z und f(x) selbst; der 
Grad der Kleinheit ist dabei relativ und abhängig von der 
Schärfe, in welcher die bezügliche Rechnung ausgeführt werden 
soll So ist z. B. (30) 

cotg = 


d log sin z = -g 47 = M cotg zdz; 
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für x = arc 30°= 7, dz = arc 1’ = -zz gg = 0,000290 88 ... 


ergibt sich bei Abkürzung auf 5 Dezimalen 
d log sin 30° = 0,434 2914 - 1,732 050 6 - 0,000 290 9 
- = 0,000 22 
und dies stimmt mit der in fünfstelligen Tafeln bei log sin 30° 


angegebenen Differenz pro Minute überein; selbst bei einer auf 
T Dezimalen angelegten Rechnung erhält man 

d log sin 30° = 0,000 218 8 
nur in der siebenten Stelle abweichend von der in siebenstelligen 
Tafeln bei log sin 30° angegebenen Differenz 0,000 2187. 

Die mit einem feststehenden dx für verschiedene Werte 

von x gebildeten Werte von df(x) definieren eine Funktion 
von x, und von dieser kann neuerdings das Differential ge- 
bildet werden; man bezeichnet es statt mit d(df(z)) kurz mit 
df(x) und hat 
(2) Pfa) = Dif’(o)de) dz -f"(a)dr*. 
Hiernach ist das gweite Differential formell das Produkt aus 
dem zweiten Differentialquotienten mit dem Quadrat des Diffe- 
rentials der Variablen, begrifflich aber stellt es den Unterschied 
der ersten Differentiale an den Stellen z und z+ dz mit 
Außerachtlassung von Größen höherer Kleinheitsordnung als 
dx? dar. 

Aus der Definitionsgleichung (2) ergibt sich als Folgerung 
(8) Mob 


dx? 7 


die rechte Seite ist das von Leibniz für den zweiten Diffe- 
rentialquotienten gebrauchte Symbol, gleichbedeutend also mit 
f”(@) und Dfa) 

Wird dx als gegen Null konvergierende, also als un- 
endlich klein werdende Größe von der ersten Ordnung auf- 
gefaßt, so ist das erste Differential df(x) = f'(x)dz, voraus- 
gesetzt, daß f'(x) einen bestimmten von Null verschiedenen 
Wert hat, ebenfalls eine unendlich klein werdende Größe der 
ersten, das zweite Differential d?f(z) = f"(x)dx? unter einer 
analogen Voraussetzung über f”(x) eine unendlich kleine Größe 
zweiter Ordnung. 
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Bei der Darstellung der Funktion f(x) durch die Ordinaten 
einer Kurve kann auch das zweite Differential durch eine 
Liniengröße verdeutlicht werden; bezüglich des ersten Diffe- 
rentials ist es am Schlusse von 23 geschehen. Ist (Fig. 11) 
0P =x, OP’=z+dx OP"=r+2dz, MR die Tangente 
in M, M’R” die Tangente in M’, MQ Fig. 11. 
sowie M’ Q” parallel zu OX, so hat Q RE 
die Bedeutung des Differentials an der 
Stelle z, Q” R” die Bedeutung des mit 
dem nämlichen dz gebildeten Differentials 
an der Stelle r + dx; der Unterschied 
dieser zwei Strecken, welcher nach Kon- 
struktion des Parallelogramms Q QS” E 
in der Strecke S” R” erhalten wird, ist mit Außerachtlassung 
von Größen höherer Kleinheitsordnung als dx? das zweite 
Differential. 

Man kann in der Bildung der Differentiale fortschreiten 
und erhält — immer unter der Voraussetzung eines feststehen- 
den dz — aus (2) das dritte Differential 


d’f@) = D,{f" (€) d2} dz = f” (8) da, 


und so fortfahrend allgemein für das nte Differential den 
Ausdruck: 


(4) d” f(s) = f” (£)da". 


Daraus ergibt sich die von Leibniz eingeführte Bezeichnung 
für den nten Differentialquotienten: 


Pfa). 
da” 





Jeder Formel zwischen den Differentialquotienten mehrerer 
Funktionen einer Variablen x läßt sich eine Formel zwischen 
den Differentislen zuordnen und es bedarf, um zu der letzteren 
zu gelangen, nur der Multiplikation der ersteren mit einer 
entsprechend hohen Potenz des Differentials dæ der Variablen; 
so folgt aus 


Diy@)v@)} = g'(£)y (2) + PyR)v (2) 


DIE _ Zv) — pawr) 
Y (z) me 
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durch Multiplikation mit dz: 


d{g(x)y(z)} = y(x) - dø(x) + (z) - dy(z) 
q SP _ V0- do(a) — (2) dYa) 


Ya) Y(z)’ ? 
aus (41, III.) 
D” (uv) = u™v + (1) u"-Dy + (3) ur-2dy’ · · + u" 
durch Multiplikation mit da*: 
de(uv) = d'u. v + (7) d"—'u. dv + (3) d- u. dv + -- -+ ud". 


Die in diesem Paragraphen getroffene Voraussetzung der 
Konstans von dz, d. h. seiner Unabhängigkeit von z, ist von 
so fundamentaler Bedeutung für die Differentialrechnung, daß 
es notwendig erscheint, mit einigen Worten auf sie einzugehen. 

Von vornherein stünde nichts im Wege, dx als eine 
Funktion von x zu wählen und ihm die Form dz = «y(z) zu 
geben, wobei «œ eine infinitesimale, d. h. bei Grenzprozessen 
gegen Null konvergierende Größe bedeutet. Auf die Bestim- 
mung der Differentislquotienten hätte dies keinen Einfluß, weil 
es bei den hier betrachteten Funktionen auf die Art, wie dz 
gegen Null konvergiert, nicht ankommt. Aber für die Diffe- 
rentiale ergäbe sich bei solcher Wahl eine andere Rechnung, 
indem nämlich, f(x) = y gesetzt: 


dy = y dx 
d'y = y” dx? + y' d'z 
dy = y” dx + 3y’dad’z + y dz 


würde, worin dz, d’z, d’z,.... zu ersetzen sind durch die 
Ausdrücke 

de=ay 

d’z = a!yr 


d's = eltern). 


Aus jeder Annahme über y(x) würde eine besondere Diffe- 
rentialrechnung folgen. Die einfachste Annahme ist z(z)= 1; 
sie führt zu einem konstanten dx und weiter zu d’'z = d'r =Ù. 
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Es ist bemerkenswert und ein Beleg für den außerordentlichen 
Scharfsinn, daß Leibniz schon bei der Begründung der Diffe- 
rentialrechnung auf diese einfachste Form derselben verfallen ist. 


86. Transformation der unabhängigen Variablen. 


43. Die Differentialquotienten in bezug auf eine 
neue Variable. Es ist eines der wichtigsten Hilfsmittel ana- 
Iytischer Untersuchungen, daß man an die Stelle der Variablen, 
welche in einem Problem auftreten, andere einführt, die mit 
ihnen in einem gegebenen Zusammenhange stehen. Man be- 
zeichnet diesen Prozeß als Transformation der Variablen. 

Hier soll zunächst der einfachste Fall behandelt werden, 
darin bestehend, daß in einem funktionalen Zusammenhange 
zwischen zwei Variablen y, x, in welchem x die Rolle der un- 
abhängigen Veränderlichen spielt, an die Stelle von x eine neue 
unabhängige Variable treten soll. Er erscheint in zwei verschie- 
denen Formen, welche nachstehend getrennt behandelt werden. 

L Irgend eine Funktion 3 der Variablen x ist mit z und 
ihren Differentialquotienten sy , 3 „2u einem Ausdruck 
oder zu einer Relation verbunden; an die Stelle von x wird 
u als neue unabhängige Variable eingeführt durch die Trans- 
formationsgleichung 
(1) z= pw); 
wie gestaltet sich der Ausdruck oder die Relation h den Va- 

a? 
du’ d Tus?” u 

Durch Vermittlung von (1) wird y zu einer zusammen- 
gesetzten Funktion von u, daher ist (28) 

dy _ dy dx 

du dx du’ 
bei neuerlicher Differentiation in bezug auf u ist darauf zu 
achten, daß auch — zY durch Vermittlung von (1) Funktion von 
u ist; daher hat man weiter 


a'y _ d'y dy d'x 
du? -736 2) + Tz dx du’ 

ne g Ty de dx mt d'a, 
du? dz’ a] dæi du dw | de du’ 


riablen y, u und den neuen Differentialquotienten ꝰ 


aJ 
e 


Czuber, Vorlesungen. I. 3. Aufl. 
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Die in diesen Gleichungen auftretenden Differentialquotienten 
von x sind aus der Transformationsgleichung bestimmbar; wir 
bringen dies zum Ausdruck, indem wir schreiben: 


d ‚ 

I = g'u) $ 3 

d’ r 
T= p — $+ p (u) S? 


is = pw E Ta + 39’(u)g’ OF Tato” (u u) $$; 


daraus ergibt sich durch sukzessive Auflösung: 


dy 
dy au 
dz g (u) 


d'y puat a "ws 
(2) a T 


y Pore oro-oro erw 
Js= g'(u)* 


Ersetzt man in dem vorgelegten Ausdruck oder in der zu 

T'Y... durch 

dazte urc 

die eben gefundenen Ausdrücke, so ist die Aufgabe gelöst. 
II. In einer gegebenen Funktion 


(3) y = f(z) 


ist mittels der Transformationsgleichung (1) u als unabhängige 


Variable einzuführen; wie stellen sich die Differentialquotienten 


2 © 
y, S3, ... In der neuen Variablen dar? 


transformierenden Relation x durch ọ(u), 2 ; 


Die Einführung von u in (3) gibt 
(4) y-flp()] = Yu), 
wo nunmehr y das Zeichen für eine bekannte Funktion ist; es 


können also jetzt in (2) auch die Differentialquotienten von y 
in bezug auf u bestimmt werden, und man erhält 
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sy _vw 
dx Yu) 
dy g (u) p” (u) — p” (u)p (u) 
‚dj dz? g (w) 
= [g (Pu) V 


9 (u)® 


Damit wäre die vorgelegte Aufgabe gelöst; den Formeln 
(5) läßt sich aber eine bemerkenswerte Gestalt geben, an der 
in der Folge festgehalten werden soll Multipliziert man in 
der ersten Gleichung Zähler und Nenner mit du, in der zweiten 
mit du’, in der dritten mit duř,... und beachtet, daß 
g (u)du = dylu) = dz, g”(u)du’ = d’y(u) = d’z,..., 80 
schreiben sich die Formeln (5) wie folgt: 


d 
D,y = 5 


_ łzd’'y — d'z dy 
dx’ 


(dxd*y — d’zdy)dz — 3 (dxd*y — d'xdy) d'z 
dz’ l 


(6) $ DFY 
D’y=- 


Die rechten Seiten dieser Gleichungen sind als wirkliche Quo- 
tienten aus Differentialen anzuseben, und diese Differentiale 
beziehen sich auf eine beliebige, alle jedoch auf dieselbe unab- 
hängige Variable. Diese Formeln (6) werden dann zur An- 
wendung kommen, wenn in dem funktionalen Zusammenhange 
zwischen y und x die unabhängige Variable noch der freien 
Wahl überlassen bleiben soll. Entscheidet man sich für x, so 
ist dx als konstante Größe zu behandeln, infolgedessen d'z = 0, 
dz = 0, ... zu setzen; dann führen (6) auf die Gleichungen 
d’y 


d d’? 
Dıy = 3%, Diy = 5h, Dy=-3-- 


dx’ z IT de 
deren Inhalt ein bloß formaler ist. Wählt man dagegen y als 
unabhängige Variable, vertauscht also die Rollen zwischen y und 
z, so gilt dy als konstant und ist somit du =Q, dèy =0,...; 
führt man dies in den Formeln (6) ein und dividiert jedesmal 
Zähler und Nenner durch die entsprechende (1., 3., 5., ...) 


Potenz von dy, so kommt 
79 
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, e D,’x 
1) Diy = Tat 


$ 3 { Dy'x}?— Dyz- D,’z 
u Ang? 7 
Die erste dieser Formeln ist die notwendige Wiederkehr des 
Satzes in 27. 

Zu der Einführung einer neuen unabhängigen Variablen 
sei eine allgemeine Bemerkung hinzugefügt, die mit den Aus- 
führungen am Schlusse von 42 im Zusammenhange steht. So 
lange z unabhängige Variable ist, stehen benachbarte Werte 
x und x+ dz an allen Stellen des Bereichs gleich weit von 
einander ab und es besteht die Vorstellung, daß sich der 
Punkt (x) auf der Zahlenachse gleichförmig im positiven Sinne 
bewege. Das alles überträgt sich nun auf die neue Variable u, 
gilt aber nicht mehr von x. Benachbarte Werte von z, die 
zu benachbarten Werten u und u + du der neuen Variablen 
gehören, haben nun variablen Abstand, der sich nach der 
Gleichung dx = g'(u)du regelt, und während sich der Punkt 
(u) in seinem Gebiete gleichförmig bewegt, führt (x) seinerseits 
im allgemeinen eine andere Bewegung aus und kann unter 
Umständen auch die Bewegungsrichtung wechseln. So wird, 
bei festem du, dx umso größer sein, je größer der Betrag 
von @(w) ist; ferner wird sich der Punkt (r) in gleichem 
oder in entgegengesetztem Sinne als (w) bewegen, jenachdem 
p'(w) positiv oder negativ ist, und wird (bei stetigem Verlaufe 
von g9'(u)) seine Bewegungsrichtung ändern, wenn g'(u) sein 
Vorzeichen wechselt, also durch Null geht. 

44. Beispiele. Die Anwendung der gewonnenen Formeln 
mögen die folgenden Beispiele erläutern. 

1) Zwischen y, x und den beiden ersten Differentialquo- 
tienten bestehe die Beziehung: 

de ia ti 
wie gestaltet sich dieselbe, nachdem an die Stelle von z die 
unabhängige Variable u mittels der Gleichung 


x = COB u 
eingeführt worden ist? 


— E ns m 
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Aus den Formeln (2) ergibt sich 





dy T3 dy 
dy _ Tu ay_ — sin u - — + cosu. Ju 
dz sinu’ dz? Try 


und durch Eintragung dieser und des Wertes von z in die 
gegebene Gleichung verwandelt sich diese in 





oy +ty= 
2) Die zweideutige, in dem Intervall (— a, + a) reelle 


Funktion 
y-+--Vo-z 
kann durch die Substitution 
z= asinu 
in eine eindeutige, nämlich 
y = b cos u 
umgewandelt werden, und zwar ergibt sich der positive Zweig 


in dem Intervall (-3 —,+ 3): der negative Zweig in dem 


Intervall (=, =) von Es sind die Differentialquotienten 


= = dy in der Variablen « darzustellen. 
Auf Grund der Formeln (5) erhält man 


dy b d'y b 
dz a tgu, de an 


3) Der Ausdruck 


unter der Voraussetzung gebildet, daß x als unabhängige 
Variable gilt, soll so umgestaltet werden, daß die Wahl der 
unabhängigen Variablen noch freisteht. 


Zu diesem Zwecke setze man für ® zn = D,y und $3 = Dy 
die Werte aus (6) ein, und nach einfacher Umgestaltung er- 
gibt sich: 


de’ + day 
e= dzd!y— dizdy 
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4) Durch die Gleichung 
x = a arc cos —* — Yy(2a — y), 


in welcher die zyklometrische Funktion mit ihrem Hauptwert 
und die Quadratwurzel positiv zu nehmen ist, ist x als ein- 
deutige explizite Funktion von y gegeben. Es sollen die Dif- 
ferentialquotienten von y in bezug auf z, d. i. D,y, Dy,- 
berechnet werden. 

Aus der gegebenen Gleichung können die Differential- 
quotienten von x in bezug auf y unmittelbar bestimmt werden, 
nämlich 


rn Ve "wann Via 
a 


1 q/2a—y 2a—y+y a 2a —y, 
Das V- aay a N 


setzt man diese Werte in die Formeln (T) ein, so findet sich 


y= y — 








D 


Dr 


Zu bemerken ist, daB hierbei D,y, D,?y als Funktionen 
von y dargestellt sind im Gegensatze zu dem Falle, wo ur- 
sprünglich y als explizite Funktion von x gegeben ist. 

5) Zu zeigen, daß die Fa 

(a? + =) $ Ta Y+22° Ge =0 


durch die Substitution = a tg u tranaformiert wird in 








6) Zu zeigen, iu sich die Gleichung 
Fe Y4az +nWy=0 


durch die Substitution z = e“ verwandelt in 





a Tt n'y =0. 





Dritter Abschnitt. 
Differentiation von Funktionen mehrerer Variablen. 


$ 1. Partielle Differentialquotienten und Differentiale. 
Das totale Differential. 


45. Stetigkeit der Funktionen mehrerer Variablen. 
Es sei ein Bereich P der beiden unabhängigen Variablen z, y 
gegeben (8) und auf diesem Bereiche z als eindeutige Funktion 
dieser Variablen definiert: s = f(x, y) (11). Man kann den 
Bereich P durch einen Teil der auf ein rechtwinkliges Achsen- 
system bezogenen Ebene geometrisch darstellen so, daß jedem 
Punkte M (Fig. 12), welcher inner- 
halb oder auf der Begrenzung 
dieses Teiles liegt, eine Wertver- 
bindung x/y entspricht, die dem 
Bereiche angehört. Durch Zu- 
hilfenahme einer dritten Achse 
wird es möglich, auch den zu x/y 
gehörigen Funktionswert s in die 
Darstellung einzubeziehen; diese 
dritte Achse möge im Ursprung O 
auf der Ebene XOY senkrecht stehen und ihre positive Rich- 
tung OZ nach oben, die negative OZ’ nach unten wenden; 
aus M werde nun eine Parallele zu OZ oder OZ’ geführt, je 
nachdem # positiv oder negativ ist, und auf ihr die Länge von 
iz | Einheiten abgetragen; der Endpunkt F' dieser Strecke, 
die man die Applikate von F nennt, kann dann zur Darstellung 
von 3 an der Stelle z/y dienen. 

Laßt man x ein Intervall («,, o) stetig durchlaufen und 
ordnet ihm Werte y zu, welche eine stetige Funktion von x 
konstituieren, jedoch so, daß die Wertverbindung z/y oder der 
Punkt z/y beständig dem Bereich angehört, so beschreibt der 
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Punkt eine den Bereich P durchsetzende Kurve KL. Da y 
dabei eine Funktion von x ist, so erscheint z = f(z, y) bei 
dieser Auffassung als Funktion von x allein, und ist es eine 
stetige Funktion von x (17), so beschreibt der Punkt z/y/z oder 
F eine Kurve im Raume; wir wollen dann sagen, s = f(x, y) 
sei längs der Kurve KL stetig. 

Ist z = f(x, y) an jeder Stelle des Bereiches P eindeutig 
definiert, längs jeder ihn durchseisenden Kurve stetig, so heißt 
f(z, y) eine im Bereiche P stetige Funktion. 

Von den Eigenschaften einer solchen Funktion heben wir 
die folgende hervor. 

Wenn die Funktion f(x, y) in dem Bereiche P stetig ist, 
so läßt sich an jeder Stelle z/y innerhalb des Bereichs zu einem 
beliebig klein festgeselsten positiven c ein hinreichend kleines posi- 
tives n bestimmen derart, daß für jede von z/y verschiedene Wert- 
verbindung xy, für welche |" —xz|<nund |y—y|<n, 


a) IFE, y) — f(E, y) | <e. 

In der geometrischen Darstellung hat dieser Satz die Be- 
deutung, daB zu dem Punkte M(z/y) als Mittelpunkt eine 
Umgehung «fßyô in Form eines Quadrates von einer so kleinen 
Seite 2 sich konstruieren läßt, derart, daß der zu einem be- 
liebigen Punkte M’ dieser Umgebung gehörige Funktionswert 
sich von dem zu M gehörigen dem Betrage nach um weniger 
als & unterscheidet. 

Die Richtigkeit des Satzes geht aus der Definition der 
Stetigkeit im Bereiche P hervor. Auf jeder durch M geführten 
Geraden läßt sich zu jeder Seite von M ein (renzpunkt, 
M, zur einen, M, zur anderen, angeben, derart, daß für jeden 
zwischen M,, M, auf dieser Geraden liegenden Punkt die Be- 
ziehung (1) gilt (17 (1)). Denkt man sich dies für alle Geraden 
durch M ausgeführt, so wird es unter den Grenzpunkten einen 
geben, welcher M am nächsten liegt, und dieser bestimmt die 
verlangte Umgebung*). 

Man bezeichnet die in dem Satze ausgesprochene Eigen- 
schaft als Stetigkeit der Funktion f(x, y) an der Stele x/y; 


*) Man lege durch diesen Punkt einen Kreis vom Zentrum M und 
schreibe diesem ein nach den Achsen orientiertes Quadrat ein. 
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gewöhnlich nimmt man sie zum Ausgangspunkte und erklärt 
dann f(z, y) als stetig im Bereiche P, wenn es an jeder Stelle 
desselben stetig ist. Übrigens kann man den Inhalt des Satzes 
auch in der Form ausdrücken, es sei der zu der Stelle z/y 
gehörige Funktionswert f(z, y) der Grenzwert von f(x’, y’) bei 
beliebiger unaufhörlicher Annäherung von z’/y’ an z/y, in 
Zeichen 


(2) „m_f (x, y) = fe, y). 


Ist f(x, y) eine in dem Bereiche P stetige Funktion, so 
ist der Ort der Punkte F, welche die Werte der Funktion in 
dem oben entwickelten Sinne darstellen, eine Fläche und 
g = f(x, y) wird die Gleichung dieser Fläche genannt. 

Zur Erläuterung der vorstehenden Ausführungen diene die 


Funktion f(z, y) = Fa Sie ist für alle Wertepaare z/y 
eindeutig bestimmt, mit alleiniger Ausnahme von 0/0, wo ihr 
Ausdruck jede Bedeutung verliert. Verfolgt man sie längs der 


durch diese Stelle geführten Geraden y = kx, so nimmt sie 


den Ausdruck f(x, kz) = ae an, der unabhängig ist von 
2k 


x und , wie klein auch dieses werden möge, den Wert IF k 
annimmt, so daß lim f(x, y) auf jeder durch 0/0 geführten 
Geraden einen bestimmten, auf jeder aber einen andern Grenz- 
Tre annimmt. Die betrachtete Funktion ist stetig im 


Bereich der ganzen zy-Ebene mit Ausnahme der Stelle 0/0; 
sie ist stetig, weil konstant, längs jeder durch diese Stelle ge- 
führten Geraden, und doch nicht stetig an dieser Stelle selbst. 
Daher ist in der oben aufgestellten Definition für die Stetig- 
keit im Bereiche P die Voraussetzung der eindeutigen Be- 
stimmtheit an jeder Stelle des Bereichs unerläßlich. 

Von einer Funktion u = ©(z,,2,,... Za), welche für einen 
gewissen Bereich der n Variablen z,, Z3, ... x, eindeutig defi- 
niert ist, wird man in Analogie mit der für eine Funktion 
zweier Variablen hervorgehobenen Eigenschaft sagen, sie sei 
an der Stelle oder in dem Punkte x,/z,/.../z, stetig, wenn sich 
zu einem beliebig kleinen positiven s ein hinreichend kleines 


wert 
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positives 7 so bestimmen läßt, daß für jede andere Wert- 
verbindung 2,/2,/.../2,, für welche 

| y—2 | <n | Ta — Ty | <1, ... | Ly — Tn | <7, 
die Beziehung besteht: 

| FCE, 2,---)- fan Tas- La) |< E; 
und die Funktion wird weiter als stetig im Bereiche gelten, 
wenn sie es an allen Stellen ist. 

46. Partielle Differentialquotienten und Differen- 
tiale. Es sei g = f(x, y) eine im Gebiete P stetige Funktion; 
verfolgt man ihren Verlauf bei einem feststehenden Werte von 
y, also längs einer Geraden, welche das Gebiet P parallel zur 
x-Achse durchsetzt, so verhält sie sich wie eine Funktion von 
einer Variablen und läßt die Bildung der für solche Funktionen 
' aufgestellten Begriffe und Größen zu. 

Erteilt man, von einem bestimmten Werte z ausgehend, 
demselben eine Änderung 


As=h, 
so erfährt die Funktion die partielle Änderung: 
(1) I42=farhy)— lo, y); 


konvergiert der aus beiden gebildete Differenzenquotient 


AZ _ fæ +h, y) — fe, y) 
Jx h ’ 

während h den stetigen Grenzübergang lim h = + O ausführt, 
gegen einen bestimmten Grenzwert, so heißt dieser der zur 
Stelle z/y gehörige partielle Differentialquotient in bezug auf z, 
wird mit D,f(z, y), oder, in einer von Jacobi eingeführten 
Abänderung des Leibnizschen Symbols*) für den Differential- 


quotienten einer Funktion einer Variablen, mit ofm. y) , kürzer 
02, bezeichnet, so daß 

x 

2 D = lim EtA Dfe). 
(2) „f(x, y) ‚im 7 


Besitzt die Funktion an jeder Stelle von P einen solchen 
Differentialquotienten, so ist hierdurch eine neue Funktion im 


*) Die vor ihm schon Legendre vorgeschlagen hatte. 
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Bereiche P definiert, welche man als partielle Ableitung von 
f(z, y) in bezug auf x oder auch wieder als partiellen Diffe- 
rentialgquotienten nach x bezeichnet. 

Durch Multiplikation des partiellen Differentialquotienten 
mit der Änderung 4z der Variablen, welche letztere begrifflich 
mit dem Differential dz derselben zusammenfällt (23), ergibt 
sich das partielle Differential d,s in bezug auf x, so daß 


2 
(3) d,s = 5,42; 


für die Beziehung desselben zur Änderung 4,s gelten die bei 
Funktionen einer Variablen gemachten Bemerkungen (23, 42). 

Zu analogen Betrachtungen wird man geführt, wenn man 
den Verlauf von s = f(x, y) bei feststehendem x, also längs 
einer das Gebiet P parallel zur y-Achse durchquerenden Geraden, 
verfolgt; aus der Änderung 


Ay=k, 
die man einem Ausgangswerte y erteilt, entspringt die partielle 
. ng 


(1*) A£ = f(z, y + k) — f(z, y), 

dann der partielle Differentialquotient in bezug auf y: 
ðs o . fa,y+h—fa,y) 

2) ie Zu, 


einerseits genommen an der bestimmten Stelle x/y, anderer- 
seits als Funktion im Gebiete P, und schließlich das partielle 
Differential in bezug auf y: 


03 
(3*) d,e = Jy dy. 


Es bedarf keiner näheren Erläuterung, wie sich diese Be- 
trachtung fortsetzt, wenn es sich um eine Funktion von mehr 
als zwei Variablen handelt*). 


47. Der totale Differentialquotient und das totale 
Differential. Man kann, auf die geometrische Darstellung 
bezugnehmend, die partiellen Differentialquotienten in bezug 





9) Lagrange benutzte für die Differentiation nach x obere, für die 
Differentiation nach y untere Indizes, schrieb also z’, z,. Andere Be- 
zeichnungen sind fal, Y), fyz, Y), auch fz» fy oder 2, Zy u. a. 
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auf x, y auch als Differentialquotienten in der Richtung X, bzw. 
Y bezeichnen und kann ihnen den Differentialquotienten in 
einer beliebigen Richtung oder, sofern dabei beide Variablen 
zugleich abgeändert werden, den totalen .Differentialquotienien 
gegenüberstellen. 

Den von dem Punkte M(z/y) (Fig. 13) ausgehenden Halb- 
strahl M(S) und den entgegengesetzten M(S’) fassen wir in 
eins zusammen, sprechen kurz 
von der „Richtung S“ und 
charakterisieren sie durch die 
hohlen Winkel ꝙ und y, welche 
M($) mit den Richtungen M(X) 
und M(Y) einschließt. Der auf 
M($) liegende Punkt M, gehöre 
zur Wertverbindung z + h/y +k, 
wobei MQ =h, QM, =k ist; 
die Entfernung MM, = 4s = Vh? + k? werde auf M(S) positiv 
gezählt; dann ist 


h 
(4) gam sp j ™ cos v. 


Fig. 18. 








Den Unterschied der zu z/y und z + h/y + k gehörigen 
Funktionswerte bezeichnet man als totale Änderung von z an 
der Stelle z/y und gebraucht dafür das Zeichen As, so daß 


(5) As = f(x +h, y +k) — f(z, y); 


der entsprechende Differenzenquotient ist $° und läßt sich 


folgendermaßen umgestalten: 


Az _fæth, y +k) — fae, yth tfe y+ y) 
d8 ds 
_fe+hyrh-faythh, faytb-iunK. 
h d8 k ds 
Kommt der Punkt M, auf M(S^) zu liegen, nach M,', so 
ändern k, k, As gleichzeitig ihre Vorzeichen, die Quotienten 
2 , Æ behalten also für beide Lagen, und wie nahe auch 
s’ ds 
M,, beziehungsweise M,’ an M rückt, die in (4) angegebenen 
Werte bei; besitzt ferner die Funktion partielle Differential- 
quotienten in bezug auf z und y, so ist 


(6) 
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h, y +k ‚y+k ‚ 
ee 
42 * 0 
k) — f(z, 
m fe; feyt 9 f(z, y) =f, (z, y) = 
har 
wenn endlich der erste dieser Direnkialquoionen eine stetige 
Funktion von y ist, so hat man weiter 
h, k) — k , 
lim lim fiz +h, y+ ? fix, y +k) = f; (2, 9) = 35 


k=+0A=+0 


Man hätte den Zähler von = auch erweitern können auf 


fe+h,y+k)—fethy+fathy)—fa y), 
und es hätte sich dann bei analog durchgeführter Betrachtung 


die Bedingung ergeben, daß f; eine stetige Funktion von x 
sein müsse, damit bei im k = O und lim k =Q der Quotient 


fiz +h, y +k) — fle +h, y) 
k 


gegen die Grenze /, (z, y) konvergiere. 

Bei stetigem beiderseitigen Grenzübergange von z + h/y + k 
zu z/y in der Richtung S, wobei die Größen h, k, As gleich- 
zeitig der Null als Grenze sich nähern, konvergiert also der 
Quotient (6) gegen den Grenzwert 


(D) Air 


— ry 608 9 +2 5 CO8 Y, 
wenn an der Stelle z/y entweder p eine stetige Funktion von 
y oder f, eine stetige Funktion von æ ist*). Man nennt dann 
diesen Grenzwert den totalen Differentialquotienten der Funktion 
f(z, y) oder ihren Differentialquotienten in der Richtung S. 
Für die Richtung M(X) 


p = 0, v-Z 
fallen die Begriffe und , für die Richtung M(Y) 
p =, p = 0 


dz 


ds und ? zy zusammen. 


+) Beides ist erfüllt, wenn f,, fy stetige Funktionen von x, y sind. 
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Aus dem totalen Differentialquotienten ergibt sich in 
analoger Weise wie bei einer Funktion einer Variablen durch 
Multiplikation mit ds das totale Differential dg der Funktion; 
da nun aus (4) 


As cos ọ = h = Arx, ds cos y = k = Ay 


folgt und bei den unabhängigen Variablen Jx und dx einer- 
seits und Ay und dy anderseits gleichbedeutend sind, so er- 
gibt sich für das totale Differential der Ausdruck 


(8) ds = ĉ dz + 2 dy, 

welcher mit Rücksicht auf (3) und (3*) auch in der Form 
(8*) de = d,s +d,s 

geschrieben werden kann. 

Das totale Differential einer Funktion zweier Variablen 
stellt sich demnach, wenn die Bedingungen für die Existenz des 
totalen Differentialquolienten vorhanden sind, als Summe der auf 
die einzelnen Variablen besüglichen partiellen Differentiale dar 
und bedeutet begrifflich einen Wert, der sich von der totalen 
Änderung As (5) nur um Größen höherer Kleinheitsordnung in 
bezug auf dx und dy unterscheidet, welch letztere vermöge (4) 
für jeden von Q, > und x verschiedenen Wert von œ Größen 
gleicher Kleinheitsordnung sind. 

Die Richtung, nach welcher das Differential (8) genommen 
ist, ergibt sich zufolge (4) aus den Gleichungen 

— lst — = COS Q — — 

| Vdz* + dy’ | Vari + ay" | 
eindeutig in dem Intervall (0, 2x), weil für das Differential 
zwei entgegengesetzte Richtungen nicht äquivalent sind wie 
für den Differentialquotienten. 

48. Geometrische Deutung des totalen Differen- 
tials. Bevor auf die Ausdehnung der eben entwickelten Be- 
griffe auf Funktionen von mehr als zwei Variablen eingegangen 
wird, soll ihre geometrische Bedeutung erläutert werden für 
den Fall, daß die Werte der Funktion s = f(x, y) durch die 
Applikaten einer Fläche dargestellt werden. 


= COB Ų 
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Es sei F (Fig. 14) der zu z/y gehörige Punkt der Fläche, 
FF’ die Kurve, welche beschrieben wird, wenn M auf der zur 
r-Achse Parallelen MM’ fortschreitet, F'G’ die Tangente an 
diese Kurve in F, FH’ die Parallele zu OX; dann ist (28) 

MM'=h=ds, HF = 4,2, H@=d,; 
ferner sei FF” die Kurve, welche bei der Bewegung von M 
auf der zur y-Achse Parallelen MM” beschrieben wird, FG” 
die Tangente an diese Kurve 
in F, FH” die Parallele zur 
y-Achse; alsdann ist 

MM” = k = dy, 

H” F” = 4,5, 

H” @” = d,s. 
Auf dem Wege M” M, werde 
die Kurve F” F,, auf dem Wege 
M’ M, die Kurve F” F, beschrie- 
ben; wird H” H, parallel zur 
z-Achse geführt, so ist H H, 
parallel zur y-Achse und 

H,F,=4s; 
dagegen schneidet die Ebene, welche durch die Tangenten FG 
und FG” gelegt wird, auf der Geraden M,F, einen Punkt G, 
ein als vierte Ecke des durch G F'G” bestimmten Parallelo- 
gramms, und führt man @”J, parallel zur x-Achse, so zerfällt 
die Strecke H,G, in die Teile H, J, und J,@,, deren erster 
gleich ÆG”, deren zweiter wegen der Kongruenz der Dreiecke 
CJG, und FHG gleich H’@’ ist; mithin ist 
HG,=H@+H"G’—-d,e+d,s, 


H, G, = da. 
Die Ebene F@’G,@” der beiden Tangenten FG’, FG” nennt 
man die Tiangentialebene der Fläche im Punkte F. Hiernach 
ist das totale Differential bei dem Übergange von der Wertver- 
bindung z/y zu jener x -+dı/y-+ dy dargestellt durch die 
Änderung, welche die Applikate der im Punkte z/y/s an die 
Fläche gelegten Tangentialebene dabei erleidet. 





also 
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49. Ausdehnung auf drei und mehr Variable. 
Handelt es sich um eine in dem Bereich R eindeutig definierte 
und stetige Funktion u = f(x, y, z) der drei Variablen zx, y, 5, 
so läßt der Bereich auch noch eine geometrische Versinnlichung 
zu (9) und die Betrachtungen von 47 gestatten fast wörtliche 
Übertragung. Der von dem Punkte M des Raumes, welcher 
der Wertverbindung z/y/s der Variablen zugeordnet ist, aus- 
gehende Halbstrahl M(S) sei durch die Winkel 9, y, z 
_ charakterisiert, die er mit den positiven Halbachsen des (ortho- 
gonalen) räumlichen Koordinatensystems einschließt, und werde 
mit dem entgegengesetzten Halbstrahl M(S”) zusammen kurz 
als „Richtung S“ bezeichnet. Dann ergibt sich unter der 
(allerdings zu weit gefaßten) Voraussetzung der Existenz und 


Stetigkeit der partiellen Differentialquotienten gu , zn, = der 
totale Differentialquotient in der Richtung S: 

(9) i = $* cos p + S” cos p + 2% = cos 7 

und daraus das totale Be 


(10) du — dx + 9% Jy “dy + ~ ds, 
also 
(10*) du = d,u + d,u + d,“, 
wobei die Richtung eindeutig bestimmt ist durch 
U coo, ——- Y — — a= 
IVastay tan] O [yi F iF dr] 
dz 
| Vda" F dy"+ åz" | 
Bei einer Funktion u = f(£1, £a, . - - £a) von n (> 3) Va- 
riablen hört auch die Möglichkeit der geometrischen Darstellung 
des Bereiches R auf; man behält aber die geometrische Aus- 
drucksweise bei, ordnet der Wertverbindung z,/2,/... /£, einen 
Punkt M im n-dimensionalen Raume zu, bezogen auf ein 
n-achsiges orthogonales Koordinatensystem; spricht ferner von 
der Richtung, welche den Punkt M mit dem Punkte 
M, --- 2, +da/zs+daz,].../a,+ dx, 


verbindet und bestimmt sie durch die Richtungskosinusse 


cos Ņ, 


= 008 7. 





Dritter Abschnitt. Differentiation von Funktionen mebrerer Variablen. 113 


Vasitasit Fa T 


deren Quadratsumme 1 ist; nennt weiter 

ds = | Vda’ + dat. + da! 
die Entfernung von M zu M,; erklärt, die Stetigkeit der Ab- 
litungen 2 


c08 g = 


z? e Že, 3** vorausgesetzt, 
du du 
(11) de eos Pa +2 z COB 9%+ +2 7 CO8 9, 


als den totalen Differentialquotienten von u in der bezeichneten 
Richtung (und der ihr ertzergeꝛeruaen) und 


(12) du -= - da, + z “ dat.. +2 * z da, 


als das zu jener Richtung gehörige totale Differential. Der in 
47 für zwei Variable formulierte Satz, daß das totale Differential 
der Summe der partiellen Differentisle gleichkommt, behält 
also für beliebig viele Variable seine Geltung. 


Hat die Funktion u einen konstanten Wert im ganzen 
Bereiche R, so ist ihr totaler Differentialquotient $“ und daher 


auch ihr totales Differential du im ganzen Bereiche = 0 (21). 
Demnach folgt aus einer Gleichung von der Form 


fa, Bas -oey La) =C 


eine lineare homogene Beziehung zwischen den Differentialen 
der Variablen, nämlich: 


jL dz — dt + L da, 0. 


50. Anwendungen. Die Bestimmung des totalen Diffe- 
rentials kommt häufig zur Anwendung, wenn es sich darum 
handelt, die Änderung einer Größe annähernd zu berechnen, 
welche sie bei verhältnismäßig sehr kleinen Änderungen der 
sie bestimmenden Größen erfährt, wobei von Größen höherer 
Kleinheitsordnung abgesehen werden kann. 


Czuber, Vorlesungen. I. 3. Aufl. 8 
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Zur Erläuterung mögen die folgenden Beispiele dienen. 

1) Welche Änderung erfährt die Fläche eines Rechtecks 
mit den Seiten z, y, wenn diese um die sehr kleinen Größen 
dz, dy sich ändern? 

Die Fläche ist 

= 72y; 
daraus ergibt sich ĉ* =y, = = x, folglich ist 
du = ydz + zdy. 


Die Rechnung sowie eine einfache Figur belehren darüber, 
daB gegenüber der wirklichen Änderung bei diesem Ansatze 
das Produkt dzdy vernachlässigt ist. 

2) Es ist die Änderung zu bestimmen, welche das Volumen 
eines geraden Zylinders vom Grundhalbmesser x und der Höhe 
y erleidet, wenn die genannten Dimensionen um die kleinen 
Beträge dz, dy sich ändern. 

Das Volumen ist 

= ar; 


daraus berechnet sich 2e = 2rıy, u = zz’, somit ist das 


verlangte 
dv = 2azydz + zardy. 


Die wirkliche Änderung ist 
a(x + de)’ (y + dy) — xxz’y = 2axydz + xz?’ dy + 2arzdzrdy 
+ zyda? + xdz’dy: 


unterdrückt werden also 2xxdzdy, nydz? und xdz’dy, Be- 
träge, die in bezug auf dz, dy von zweiter, beziehungsweise 
dritter Kleinheitsordnung sind. Es ist nicht schwer, die beiden 
Teile von dv geometrisch zu interpretieren. 

3) In einem ebenen Dreieck ändern sich eine Seite z und 
die beiden ihr anliegenden Winkel y, z um die Beträge dz, dy, 
ds beziehungsweise; es ist die daraus hervorgehende Änderung 
der Dreiecksfläche zu bestimmen. 

Die Fläche des Dreiecks ist 
x’sinysinz 


“= 2 sin (y + 2)? 


daraus folgt 
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— OS EEE — m — — 


ôy 2sin(y- 8) 2 sin? (y + 8) 
= u cotg y — u cotg (Y + £), 


ĉu  x'sinycosz _ x*sin ysin z cos (y + 32) 


2siny+t2) 2 sin? (y + 5) 
= u cotg g — u cotg (y + 2); 


+ {cotg y — cotg (y + 2)} dy 
+ {cotg z — cotg (y + #)} de]. 
Es sei beispielsweise 





also ist du = J 


z=500m, y=% (809), z=% (45°, 
dz=0,01m, dy = arc 5” = 0,00002424, ds = arc10”= 0,00004848; 
mit diesen Daten berechnet sich zunächst 


u = 45 753,17 m? 
und weiter 


du = 45 753,17 [0,0000400 + 0,0000354 + 0,0000354] = 5,07 m}; 
die direkte Rechnung der Fläche mit den geänderten Daten liefert 
u’ = 45 758,26 m°, 
woraus die wirkliche Änderung bei auf zwei Dezimalen an- 
gelegter Rechnung w — u = 5,09 m? sich ergibt. 

4) Man zeige, daß aus 
VX—yY 


gz— y ’ 





Z = 


worin X=az!+2bxr+c, Y = ay? + 2by + c ist, folgt: 
2dz dx dy 


aP yx t VY 


$2. Die höheren Differentialquotienten und Differentiale. 


51. Wiederholte Differentiation nach derselben 
Variablen. Wenn die Funktion s = f(x, y) auf dem Gebiete 
P, auf welchem sie gegeben ist, einen partiellen Differential- 
quotienten in bezug auf x besitzt, der selbst wieder wie die 


ursprüngliche Funktion auf dem gedachten Gebiete stetig ist 
8* 
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und einen partiellen Differentialquotienten in bezug auf z zu- 
läßt, so heißt dieser der zweite partielle Differentialquotient 
der Funktion f(z, y) in bezug auf x und kann durch eines 
der Zeichen 
fix, 0° 
D,’f(z, Y), Sen, Ja 

dargestellt werden; die beiden letzten Zeichen sind eine von 
Jacobi herrührende Nachbildung des entsprechenden Leibniz- 
schen Symbols für Funktionen einer Variablen*). 

Wie bei Funktionen einer Variablen (40) kann dieser 
Prozeß, solange die angeführten Voraussetzungen fortbestehen, 
wiederholt werden, und man gelangt so zum dritten, ... n-ten 
partiellen Differentialquotienten in bezug auf x, d. i. 

fe, y) 3” f(x, y) 
VE En 
oder kürzer 
0° z 0" s 
at de 

Derselbe Gedankengang läßt sich auf die Variable y an- 
wenden, wodurch die höheren partiellen Differentialquotienten 
in bezug auf y zustande kommen: 

s as .. 
—28 ya day" 

Bei einer Funktion von mehr als zwei Variablen treten 
weitere Reihen derart gebildeter höherer partieller Differential- 
quotienten auf. 


52. Wiederholte Differentiation nach verschiede- 
nen Variablen. Da das Resultat der partiellen Differentiation 
von g = f(x, y) nach z im allgemeinen wieder eine Funktion 
von x, y ist, die wir in der nun folgenden Untersuchung mit 
f, (x, y) bezeichnen wollen, so daß 


IL. 0 
fz (z, y) — A 


so kann auf dasselbe ein zweitesmal die partielle Differentiation 
in bezug auf y angewendet werden; ihr Ergebnis bezeichnen 


*, Vgl. dazu die erste Fußnote zu 46. 
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wir als sweiten partiellen Differentialquotienten in besug auf a 
und y und schreiben es in einer der Formen fzy(z, y), KeA jy? 
so daß 





w 92, y) 
fe, 9) = — T 25 


Andererseits ist auch der partielle Differentialquotient 
nach y: 
fy (@ ’ y) = Jy 


eine Funktion beider Variablen and kann als solche in bezug 
auf z differentiiert werden, wodurch der zweite partielle Diffe- 
rentialquotient in besug auf y und x entsteht: 
2 
frala, y) = PEED a r 
Es ist jetzt unsere Aufgabe, die Beziehung dieser zwei 
zweiten Differentialquotienten, welche sich formell durch die 
Reihenfolge der Operationen unterscheiden, durch die sie aus 
der ursprünglichen Funktion abgeleitet sind, für eine Stelle 
z/y des Gebietes P zu untersuchen. 
Es sei*) 
p(z) — fey tD- fe, N y(y) — fæ +h, iey, 
dann ist 
erh Ze 


1 
( RN z (AE +h, y +k) — fle +h, y) — f(z, y +k) +f, y)) 


und 


(2) 


p(y + k) — + (y) 
k 


- u (fE +h, y+h—fa, y +k) fle +h, y)+fa, y)}; 
andererseits ist mit Benützung des Mittelwertsatzes (38) 
A — , k 2 ` m 
reto g (2) = g'(Ẹ) = fz È» y + 2 - fi N nd, n) 
und 


t) — „~ Bat+hnm- fie, nie — 
‚urn W _ y (ņ) = Bet ” iz D RE 7). 


9 Vgl. G. Kowalewski, Die klassischen Probleme der Analysis des 
Unendlichen, Leipzig 1910, p. 272. 
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Daraus folgt im Zusammenhalte mit (1) und (2), daß 


(8) a) = frs &, 3), 

Dabei bedeuten ¢, & Werte aus dem Intervall (z, £ + h), ; 
und 7 Werte aus dem Intervall (y, y + k); ferner ist die Vor- 
aussetzung gemacht, daß fz, und fyz in der durch h, k gekenn- 
zeichneten Umgebung von x/y existieren. Sind sie überdies 
stetig an dieser Stelle, so ergibt sich aus (3) durch den Grenz- 
übergang lim k = 0, lim k = Q: 








(4) fzy(z, y) = fyz(2, y), 
in anderer Schreibweise: 

o?z ð’ z 
(4*) xry yðr 


In zusammenfassender Wiederholung des eben Vorgeführten 
kann also der Satz ausgesprochen werden: 

Besitzt die Funktion s = f(z, y) an der Stelle z/y und in 
einer gewissen, übrigens beliebig engen Umgebung dieser Stelle 
02 êz s DE und sind die 
0x’ 0y? dxdy? dyr? 
beiden letztgenannten stetig an der genannten Stelle, so ist 
daselbst 


die Differentialquotienten 


as _ 2z, 
dzdy Oxdy 

Erfüllt die Funktion f(z, y) in ihrem ganzen Gebiete die 
angeführten Bedingungen, so findet diese Beziehung an jeder 
Stelle statt. Ihr Inhalt läßt sich dahin formulieren, daß das 
Resultat der suksessiven Differentiation einer Funktion nach swe 
verschiedenen Variablen von der Reihenfolge, in welcher man die 
beiden Differentiationen ausführt, nicht abhängt. 

Diese wichtige Tatsache läßt sich nun auch auf mehr als 
zwei Differentiationen und auch auf mehr als zwei Variable 
ausdehnen. Soll die Funktion s = f(x, y) zweimal in bezug 
auf x und einmal in bezug auf y differentiiert werden, so zeigt 
das für die Multiplikation dreier Faktoren gültige Schema 


sgy = a(ay) = z(yx) = (zy)z = (yz) z = yrz, 
in welchem immer nur zwei aufeinanderfolgende Buchstaben 


vertauscht worden sind, daß es gleichgültig ist, ob man die. 
Differentiation in der Ordnung zzy oder zyz oder yrr 
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ausführt; man bezeichnet daher den betreffenden Differential- 
quotienten mit 

I a) 

0z’0y 

Ist die Funktion u = f(z, y, s) m-mal in bezug auf z, 

»-mal in bezug auf y und p-mal in bezug auf s zu differen- 
tieren, so darf man diese m + n + p Differentistionen in be- 
liebiger Reihenfolge zur Ausführung bringen; ihr Resultat 
dräckt man durch das Symbol 


gutntp, 
Dar ayrör 
aus. 

Durch den Umstand, daß die Reihenfolge mehrerer Diffe- 
rentiationen nach verschiedenen Variablen keinen Einfluß auf 
das Endergebnis übt, vermindert sich die Anzahl der von ein- 
ander verschiedenen Differentialgquotienten einer bestimmten 
Ordnung gegenüber derjenigen, welche statthätte, wenn die 
Reihenfolge von Einfluß wäre. Im letztgedachten Falle hätte 
man nämlich bei einer Funktion von » Variablen 


n” 
Differentialquotienten r-ter Ordnung zu unterscheiden ent- 
sprechend der Anzahl der Variationen mit Wiederholung von 


n Elementen in der r-ten Klasse; wogegen sich die Zahl in 
Wirklichkeit auf 
nn+1).  (n+r—1 
1-3... 
stellt, entsprechend der Anzahl der Kombinationen mit Wieder- 
holung von n Elementen in der r-ten Klasse. 


Man spricht bei Funktionen mehrerer Variablen von reinen 
und gemischten Differentialquotienten, je nachdem die Diffe- 
rentiation nur nach einer oder nach mehreren Variablen erfolgt. 





*, Zur Bezeichnung der höheren partiellen Differentialquotienten 
von f(z, y) sind auch die Zeichen 

fa, fap fjs tu, Ih.... 
oder einfacher 


faz, fay, fyy; ſaas, fzays. 
gebräuchlich. 
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58. Beispiele. Die Bildung der höheren partiellen Differen- 
tialquotienten werden die folgenden Beispiele zur Genüge dartun. 


1) Die rationale ganze Funktion dritten Grades 
f(z, y) = aa! + 3ßa?y + 3yay’ + ðy’ 
ergibt bei einmaliger Differentiation: 


or = Zar? + hry + 3yy? 


ar = 3ß2’ + yzy + 38y’; 


bei zweimaliger Differentiation: 








o'f 
0x 3 
i = 6fx +6yY 
Ay 692 + 6dy; 


wobei man unmittelbar erkennt, daß sich für -2 2 £ aus Îl 





0y cz 
und aus sr ein und derselbe Wert ergibt; bei "reimalige 
Differentiation entstehen: 
of of of af _ 
Ja T 9, 3sty 6, Isoyi ôy, day 66 


und wieder zeigt es sich, daB jeder der beiden gemischten 
Differentialquotienten aus der vorangehenden Gruppe auf zwei 
Arten übereinstimmend erhalten wird Alle höheren Differen- 
tialquotienten haben den Wert Null. 


2) Die Funktion 
s = arc tg z 


ist für alle Wertverbindungen mit Ausnahme von 0/0 definiert. 
Mit Ausschluß dieser Stelle hat man 


1 

ôs # y ð z æ t 

de ig 2) FI az FR) 
ı+% ty y 148 +y 
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weiter 
By 0's u May , 
de (ty Iy w+ y? 
und 
3z z’+ y’— 2y? y — g? 
0 t Er 
3z — æ+ + y— 2 2x2? y’— z? 
vis HN Tag 
also tatsächlich „IF = TE. 
yðr oydz 
3) Es ist zu zeigen, daß die Gleichung 
3’ g _ y’ 0% 
Jr TES i Fy’ 


durch die Funktion 
s = eVet 
befriedigt wird. 

54. Totale Differentialquotienten und Differen- 
tiale höherer Ordnung. In 47 ist für den totalen Differential- 
quotienten in der Richtung S(ọ, y) einer Funktion z = f(z, y), 
welche an der Stelle z/y die dort angeführten Bedingungen 
erfüllt, der Ausdruck 


= 08 
= 7,0089 +? T Cos Y 


gefunden worden; seine Bildungsweise spricht sich darin aus, 
daß man die partiellen Differentialquotienten mit den zugeord- 
neten Richtungskosinus zu multiplizieren und die Produkte zu 
addieren hat. 

Sofern nun die Funktion g an der Stelle z/y auch alle 
partiellen Differentialquotienten 2., 3., ... n-ter Ordnung zu- 
läßt, und sofern diese stetig sind, besitzt sie auch höhere 
totale Differentialquotienten in der Richtung S; der zweite 
totale Differentialquotient ist: 


dz t 
—— ds +75 PS 208 Yp: 
d Jx Cos ꝙ ? 


führt man aber die rechts an — Differentistionen aus, 
wobei zu beachten ist, daß cos, cos y konstant sind, so 
findet sich: 
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„98 

ds 0°5 0°r 
Ja T Ja 8P 4 CV 
E 
$e m. * coso + cos Y; 
3y ðz dy P m ? 


trägt man dies in den obigen Ausdruck ein, so ergibt sich 
mit Rücksicht auf 52, 9: 

d? 
(5) Ta = * cos? o + 2 E cos ꝙ COS Y +? * a ž cos? y. 


Durch Multiplikation dieses Differentialquotienten mit ds’ 
erhält man das zweite totale Differential, welches mit Rücksicht 
darauf, daß laut 47 


ds cos ọ = dz, ds cos y = dy 
ist, folgendermaßen sich gestaltet: 


0° 3 
(6) d’s = dx! 





Seine Bildungsweise hat so viel Analogie mit dem (Quadrat 
eines bestimmten Binoms, daB man sich zur Abkürzung der 
symbolischen Schreibweise 


3g — (2 2 ayy 
(6*) d's = (5, da + z, dy) s 
bedienen kann; nach ausgeführter Quadrierung lautet beispiels- 
weise das erste Glied * dx? und geht bei der symbolischen 


0: dz?, d. h. tatsächlich in das erste 


Multiplikation mit æ in Er 


Glied von (6) über usw. 
Aus (5) ergibt sich zunächst wieder: 


d’g d’s 
d’z Zr ô Ta 
ds ~ Ja COOP +5, cos Y; 
ferner ist 
d?’z 
i 0 cos? o +2. cos o cos y + cos? y 
ox 9° P Een p cos v y 5 
dꝰ e 
dT ae 


ya -3 2 
-py Tja sjy 008 CEEP ‚cos p cosy + 2 Z cos? y, 
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mithin auf Grund der Ergebnisse in 52: 
0 Tia 





_0°5 è 
gagy C% p cos ꝓ 
+30, cos ꝙ cos? y +- Zus Cos? v. 


Durch Multiplikation mit ds? entsteht das dritte totale 
Differential: 





(8) ddr} 35, rgy 2 AY + 33 jaded t 5 dy’, 


wofür wieder symbolisch —* werden kann: 
(8%) Ps = (2 ds + 7- 2 dy)'s. 


Die Richtung, für welche das totale Differential gilt, ist jedes- 
mal bestimmt durch 
— Îr — cos 4y 
Yå F dy] P Jär dy 
Durch vollständige Induktion kann das Bildungsgesetz des 


n-ten totalen Differentialquotienten und des n-ten totalen Dif- 
ferentials erschlossen werden. Wäre nämlich erwiesen, daß 


Pz E oos" nj r eos-i 
FF ar gp + (1) Ga ν- p cos y 





= (008 U. 


+ (2) > an cos" g cos? y +--+ con Y, 


so folgte aus dem eben entwickelten Vorgange 


dtte p= 
ASL gar 09 








de* +! „+1 
n\ gte _, n\ atie n3 3 
H(I) Fr nel osv + (3) gaiga ooy 
+- oos" 4 | cos 9 
tiz n\ atie n-i 
+ aaz, 908 9 +(' Dr, s cos"""pcosyp +--- 
pte 


cosg” v] COS % 





J— 
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und mit Rücksicht auf die Eigenschaft (, ” ,) + (>) = (* + ') 
der Binomialkoeffizienten 


+1 atl n+1 
d s? geosttig + (" 19 COS” ꝙ COB Y 








dati gant! 1 / oa" ðy 
n +1) g"! n-i 3 IE sost! y: 
+( 2 rar z C08"— ꝙ cos Y + Jyt ie v; 
d. h. es bestünde dasselbe Bildungsgesetz auch für Č * — da 


es nun für n = 2, 3 direkt bewiesen worden, so gilt allgemein 
für den n-ten totalen ren rohen der Ausdruck: 


(9) — (2 COB ꝙ +Š y C0 y) ⸗ 
und für das n-te totale Differential der Ausdruck: 
(10) d"s = (2 da + z ? dy)'s. 


Die Ausdehnung auf Funktionen von mehr als zwei Va- 
riablen unterliegt nach dem Vorgeführten keiner Schwierigkeit 
und ergibt ein analoges Resultat, so für u = f(z, y, 2): 


Tu — (Z coso + * cos Y +2 cosg) u, 
d'u = (2 ds + z; Ay+ ô LON u. 

Auf Grund der in 53 gefundenen Resultate hat beispiels- 

weise die Funktion 
g = a2? + 3ßary + 3yzy?+ fy? 
das zweite und dritte totale Differential: 
d'z = 6 (ax + By)dr’+12(Br + pyy)dzdy + 6(yx + ðy)dy? 
d?a = 6 (ada? + 3ßdrtdy + Iydrdy? + ôdy*}, 
und die Funktion 
z = arc tg = 

das zweite totale Differential: 


è ay(dz! — dy") — (x° — y’'jdzdy 
Tr — 
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$ 3. Differentiation zusammengesetzter und impliziter 
Funktionen. 

55. Zusammengesetzte Funktionen einer Variablen. 
Es seien u, v,... eindeutige und stetige Funktionen von z; 
y=f(u,v,...) eine eindeutige stetige Funktion von #,v,...; 
dann ist y auch eindeutige stetige Funktion von z und wird 
eine zusammengeseiste Funktion von x genannt. 

Um ihren Differentialquotienten in bezug auf z zu be- 
stimmen, gehe man von einem Werte z aus und erteile dem- 
selben eine Änderung 4z; dadurch ändern sich auch die zu 
z gehörigen Werte von u, v,... um Au, Av,... und der zu 
diesen Werten u, v,... gehörige Wert von y um Ay; auf Grund 
der gemachten Voraussetzungen konvergieren mit /x zugleich 
such Au, Av,... und Ay gegen den Grenzwert Null. Nun 
besteht zwischen Au, Av, ... und Ay die Beziehung 

Ay = flu + du, v + 4v, ...)— flu, v,...); 
die rechtsstehende totale Differenz unterscheidet sich von dem 
totalen Differential — und ein solches ist vorhanden, wenn 
f(u,v,...) an der betrachteten Stelle partielle Differential- 
quotienten nach u, v, ... besitzt und diese stetig sind an der 
betrachteten Stelle (47) — um Größen höherer Kleinheitsord- 
nung als Au, Av,..., so daß 

Ay dut É dotta dutd, 
wobei &, &, ... Größen bedeuten, welche mit Au, Av,... 
zugleich gegen Null konvergieren. Die Änderungen Au, Av,... 
von u, v, ... ihrerseits unterscheiden sich von den betreffenden 
Differentialen — und solche sind vorhanden, wenn 4, v,... 
an der Stelle x bestimmte Differentialquotienten besitzen — 
um Größen höherer Kleinheitsordnung als 1x, so daß 


Au = A Axzx+n dz 
d 
dv =F 42 + 43, 
wenn unter %1, ng, ... mit Ax gleichzeitig gegen Null konver- 


gierende Größen verstanden werden. Wird dies in die voran- 
gehende Gleichung eingetragen, so kommt 
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of du Of dv of of 
4y = (5; dz T ðv T+) aat (mgt +) 98 
+e Aut adv+t.-.- 


Ay of du , Of dv 


dx Zu dz | Joda T`’ + (mtm) 
6 tagte) 


konvergiert nun Ar gegen den Grenzwert Null, so nähern sich 
die in Klammern eingeschlossenen Teile der rechten Seite auch 
dieser Grenze, infolgedessen ist 


(1) _ of du : of dv 


= Ju dz Joda TU 


Durch Multiplikation mit dx ergibt sich daraus das Differen- 
tial von y, nämlich 


(2) dy = f du + Edo +... 


Der Differentialquotient der zusammengesetzten Funktion wird 
also gefunden, indem man ihre partiellen Differentialquotienten in 
bezug auf u, v,... mit den entsprechenden Differentialguotienten 
von u, v,... in bezug auf x multiplisiert und die Produkte 
addiert; das Differential gestaltet sich ebenso, als ob u, v,... 
unabhängige Variable wären. 

Bevor wir zu weiteren Ausführungen schreiten, sei be- 
merkt, daß die Formel (1) bereits anderweitig abgeleitete 
Resultate als spezielle Fälle enthält. So fällt ihr Inhalt bei 
Beschränkung auf das erste Glied der rechten Seite mit dem 
Satze 28, (15) zusammen. Ist ferner z = f(u; v, w,...) 
= uvw..., also 


of uw F_ um... 
gu TOW Zum GaTe 
so gibt (1) 
d(uvw:--) du dv dw 
— isr =" naa ra a tur to 


eine in 25 bereits abgeleitete Formel. Wenn weiter 
y = f(u, v) =v, 
of of 


= -1 
Ju = Vu , Fr = u’lu, 


so ist 
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daher 


au 


dv 
— v — 
F + ulug 


d »— 
dz = Vt 
tz 
diese Formel ist am Schlusse von 31 bereits entwickelt. 
Um zu den höheren Differentialquotienten und Differen- 
tialen von y zu gelangen, hat man die Formel (1) neuerdings 
in bezug auf x zu differentiieren und dabei zu beachten, daß 


i ; * „... wieder zusammengesetzte Funktionen und daher 


in derselben Weise zu behandeln sind wie f selbst; es ist 
daher: 


d'y /ofdu O°’f dv du o'f du 0O’fdo dv 
ia = — + (ooswazt nat art 


ðuidx ' Audrda ' 








of d'u — of d’v , 
oe + Suaa t peda titi 


u 
der in der ersten Zeile angesetzte Teil rührt von der Diffe- 
rentiation der ersten Faktoren der rechten Seite in (1) her, 
der in der zweiten Zeile von der Differentiation der zweiten 
Faktoren. Nach vollzogener Reduktion (52) ergibt sich: 
d'y Ff (du\? 0!f du dv of (dv? 
ee) +? guds dada too lda) + 
of d'u Of dv 
t Ju dz t Joda T 
und daraus durch Multiplikation mit dz? das zweite Differential 
o'f 


. 73 23 
(4) Py = ZE dut 4 2 ET dudo +2 dot... 
af 


+ aup Far... 


Der erste Hauptteil würde das zweite totale Differential in 
dem Falle darstellen, wenn u, v,... unabhängige Variable 
wären (54, (5)); der zweite Hauptteil verdankt also seine Ent- 
stehung dem Umstande, daß u, v Funktionen einer weiteren 
Variablen sind. 

Das Aufsteigen zu höheren Differentialquotienten bedarf 
keiner Erläuterung mehr. 


56. Eulers Satz über homogene Funktionen. Die 
Formel (1) soll dazu benutzt werden, um einen wichtigen Satz 
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der Analysis zu erweisen, der eine besondere Gattung von 
Funktionen betrifft und Eulers Namen führt. 


Man versteht unter einer homogenen Funktion n-ten Grades 
mehrerer Variablen z,y,#... eine solche Funktion f=f(z,Y,2£,...), 
welche die Eigenschaft besitzt, daß 


(5) fz, ty, ts,..)=tflx, Y, 8... .), 
wobei ¢ jede beliebige von Null verschiedene endliche Zahl 
bedeuten kann. 

Solcher Art sind beispielsweise die Funktionen 


aT? + 20,32% + Qu? 
Vze+Yy 
arc tg I, 


und zwar die erste vom Grade 2, die zweite vom Grade L, die 
dritte vom Grade 0. 
Betrachtet man in der Gleichung (5) t allein als variabel, 
setzt vorübergehend 
l tx=u, ty=v, ts =w,... 


und differentiiert beide Teile in bezug auf {, so hat man links 
die Formel (1) zur Anwendung zu bringen und erhält so: 


oflu, v, w,...)du | Oflu,0,w,...)do  Oflu,v,w, .)dw 


ou dt + 9v dt + 0 w dt + 
= niif: 


. au dv dw 
nun ist aber j; = T, gg =Y» 75 = 3, ... und setzt man, nach- 


dem dies eingetragen worden, £= 1, wodurch uv=z,v=y, 
w = g,... wird, so kommt 

of of of 
(6) Jat tiy tst mn. 

Multiplisiert man also die partiellen Differentialquotienien 
einer homogenen Funktion nach den einzelnen Variablen mit 
diesen Variablen selbst, so ist die Summe der so gebildeten Pro- 
dukte die mit dem Homogenitätsgrade vervielfachte Funktion. 
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In den oben zusammengestellten Beispielen hat man der 
Reihe nach 


3 0 ü 
ar = 240,2 + 20,9, r = 20,5% + 2ayy, 


êr zz? t Ly = 2a T’ + 4a,2y + 2auy’= 2f: 
dann 
sf f3 fyf yn VEV Lig 
tz gyz’ 3y 2yy’ 9x Jy I 2 20 
endlich (53, 2)) 


ĉ x ð 
a Tr Batta 0 Of 

57. Implizite Funktionen einer Variablen. Die 
Hilfsmittel zur Differentiation von Funktionen einer und mehrerer 
Variablen, soweit sie bisher entwickelt worden sind, bedürfen 
noch einer wichtigen Ergänzung. Sie reichen zunächst nur 
dann aus, wenn die betreffende Funktion durch einen Ausdruck 
dargestellt ist, in welchem die Variablen untereinander und 
mit konstanten Größen durch eine endliche Folge der bekann- 
ten elementaren, algebraischen oder transzendenten, Operationen 
verbunden sind; man sagt in solchem Falle, die Funktion sei 
erplieite und in endlicher Form gegeben. Es wird sich nun 
darum handeln, die Differentiation auch dann zu vollziehen, 
wenn die Funktion mit den Variablen durch eine Gleichung 
verbunden erscheint, welche nicht die eben gedachte Form 
hat, mit anderen Worten, wenn die Funktion implizite gegeben 
ist (17). 

Es gibt allerdings Fälle, wo man die zweite Form auf 
die erste durch Auflösung der Gleichung zurückführen kann; 
aber selbst da ist es nicht immer vorteilhaft, diesen Weg ein- 
zuschlagen. 

Angenommen, f(x, y) sei eine in dem Gebiete P stetige 
Funktion und besitze dort stetige partielle Differentialquotienten 
in bezug auf x und y, von welchen der letztere an keiner 
Stelle verschwindet; ferner erlange f(x, y) im Gebiete P den 
Wert c, jedoch nicht an einer oder mehreren einzelnen Stellen, 
sondern für alle Wertverbindungen x/y, welche den Punkten 


Czuber: Vorlesungen. I. 8. Aufl. 
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einer das Gebiet durchziehenden Kurve entsprechen; dann ist 
durch die Gleichung 

(7) f(z, y)=e 

y implizite als stetige Funktion von x definiert, und zwar für 
ein gewisses Intervall (x, 8) von x. Wäre y= ọ(x) diese 
Funktion in expliziter Form, so müßte die Einsetzung von 
g(x) an die Stelle von y die Gleichung (7) identisch, d. i. für 
jeden Wert von x aus («, ß) erfüllen. 

In diesem Sinne ist die linke Seite von (7) als zusammen- 
gesetzte Funktion von x anzusehen, und ihr Differentialquotient 
ist einerseits nach 55, (1): 

ðf da ðf dy 
x dx y dz? 
andererseits hat er den Wert Null, weil die Funktion konstant 


. ege dx 
ist; mithin ist, da Fri 


of _ əf dy 
(8) Jæ Toy an O 
und daraus ergibt sich > 
f 
d tE: 
(9) T — — FP 
ð y 


was nach den gemachten Voraussetzungen immer einen be- 
stimmten Wert darstellt; die Voraussetzung, daß der partielle 


Differentialquotient s£ +0, ist nur von solchen Wertverbin- 


dungen einzuhalten, welche der Glei- 
x chung (7) genügen. 

Auch aus dem Begriffe des to- 
talen Differentialquotienten einer Funk- 
tion zweier Variablen läßt sich das 
obige Resultat ableiten. Ist KL (Fig. 
15) die Kurve, längs welcher die 

as) Gleichung (7) gilt, M ein Punkt 
derselben, zur Wertverbindung x/y 
gehörig,” M, ein anderer Punkt 
æ + h/y +k, so ist der Differenzenquotient 
fe+h,y+k— fi, y) 
4 


8 
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gleich Null und bleibt es, wenn sich M, statt in der Richtung 
M($) ängs KL dem Punkte M nähert; dabei nähert sich 
die Richtung M(S) der Richtung M(T) der Tangente an KL 
im Punkte M, folglich ist auch 


af ôf nn 
ds ir cos ꝙ ray cos y = 0, 


wo 9, y die Winkel der Tangente mit M(X) und M(Y) be- 
zeichnen; da nun 


COB % li k _ dy 
cos ꝙ s=+0 P dx’ 


so fällt die voranstehende Gleichung mit der Gleichung (8) 
zusammen. 

Die Gleichung (8) bezeichnet man als das Ergebnis der 
Differentiation der Gleichung (7) in bezug auf x; sie wird ge- 
bildet, indem man die linke Seite von (7) zuerst partiell nach 
x differentiiert, dann den partiellen Differentialguotienten nach 
y mit dem Differentialquotienten von y nach x multipliziert 
und die Summe beider Ausdrücke gleich Null setzt. 

Wendet man die gleiche Regel auf die Gleichung (8) an, 
so ergibt sich unter Voraussetzung der Existenz der zweiten 
partiellen Differentialquotienten von f(x, y): 

ef ef dy | of d'y o'f o'f dydy 


da + gady da t Syaa t losog t Dy dal dz 





oder, wenn man reduziert: 


a'f af dy f/d, 2f dy _ 
(10) Jazi t 2 dx0y dx t gy a (a: A + ðy dz? 9, 


aus welcher Gleichung sich eine Bestimmung für s ergibt, 
nachdem man für = den Wert aus (9) eingesetzt hat. 


8 
Behufs Ermittelung des dritten Differentialquotienten Ty 


müßte die Gleichung (10) abermals in bezug auf x differentiiert 
werden, usw. 

Ist durch die Gleichung (7) y als mehrdeutige Funktion 
definiert, so setzen wir voraus, daß die Werte von y nach dem 
Prinzip der Stetigkeit in Zweige gesondert sind, d. h. so, daß 
y mit x stetig sich ändert (10). Die obige Rechnung erledigt 


die Frage nach den Differentialquotienten von y für alle Zweige 
9% 
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zugleich; die Trennung der Zweige erfolgt erst dann, wenn 
eine bestimmte Stelle ins Auge gefaßt wird, insofern dieselbe 
dann auch einem bestimmten Zweige angehören muß. 

58. Beispiele. Die folgenden Beispiele dienen zur Er- 
läuterung des Vorgeführten. 

1) Durch die Gleichung 


2 3 
4 f-1-0 
ist y als zweideutige stetige Funktion von x in dem Intervalle 
(— a, + a) gegeben; die explizite Darstellung lautet: 
E 
und läßt zwischen einem positiven und einem negativen Zweige 
unterscheiden. In dieser Form ergibt sich 











mr Zo 
ʻI bz "F b ya'—z t a oF ab 
y aya!— zx? a a’ — gz (a? — s)?’ 


wobei das obere Zeichen jedesmal dem positiven, das untere 
dem negativen Zweige entspricht. 
Bewirkt man die Differentiation in impliziter Form, so 
ist zuerst 
* + a y =0 
und nach nochmaliger Differentiatiou 
1 3 „ 
tut 
aus der ersten Gleichung folgt: 
, bix 
y = — aty ? 
aus der zweiten nach Einsetzung dieses Wertes bei Berück- 
sichtigung der gegebenen Gleichung: 
m bt 
ya yi 
Die Wertverbindungen + a/O sollten ausgeschlossen wer- 
den, weil für sie der partielle Differentialquotient der linken 


Seite der vorgelegten Gleichung nach y, d.i. Y, verschwindet; 
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indessen zeigen beide Formen der Rechnung, daß für lim x 
=+a und limy = Q sowohl y als y” unendlich wird. 
2) Die Gleichung 
x —3ary+y’=0 (a>0) 
bestimmt y im allgemeinen als dreideutige Funktion von z: 


‚»-V-:+YVi@-19+V-3-Vi@-409); 


aber nur, wenn die Diskriminante * (x2’— 4a?) negativ ist, 
sind alle drei Bestimmungen reell, und dies findet in dem 
Intervall (0, +a Y4) statt; außerhalb desselben, d. i. in den 
Intervallen (— œ, 0) und («Y4, + oo), ist nur einer von den 
drei Werten reell, verhält sich die Funktion also wie eine 
eindeutige. 

Einmalige Differentiation der vorgelegten Gleichung gibt: 

»— ay — (ar — M)y=0, 
zweimalige Differentiation: 
22 — ay — (a — 2yy)y— (ax — y°) y” = 0; 

aus der ersten Gleichung folgt 


‚, z’—ay 
ar — y’? 





aus der zweiten, wenn man diesen Wert für y’ einsetzt und 
die gegebene Gleichung berücksichtigt, 
„__ 2a’xy 
tar y" 

Hier muß jedoch ein Wertepaar von z, y, nämlich r—=(, 
y = 0, ausgeschlossen werden, weil für dasselbe der partielle 
Differentialguotient der linken Seite der vorgelegten Gleichung 
in bezug auf y: — 3ax + 3y?, verschwindet; dieses Wertepaar 
macht sich auch schon durch den Umstand bemerkbar, daß 
bei demselben die Scheidung der eindeutigen Funktion von 
der dreideutigen eintritt. 

3) Durch die Gleichung 


a cos? x + b cos? y = Q 


ist y als unendlich vieldeutige Funktion von x definiert. Mit 
Ausschluß aller Stellen z/y, an welchen — 2b cos y sin y 
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= — b sin 2y, d. i. der partielle Differentialquotient der linken 
Seite nach y, verschwindet, gilt 


a sin 22 + b sin 2y- 5° =0, 
2a cos 2x + 2b cos 2y- (2 Y\" + bein 2y. 420, 


und daraus berechnet sich, wieder mit Rücksichtnahme auf 
die vorgelegte Gleichung: 


dy __ a sin 2 x 

dx b sin 2y 

d'y ___Bala + b) ons! zcony 
da! b? sin? 2y 


4) Aus a! + y= =a? die Differentialquotienten u , —— zu 
bestimmen. 
5) Zu zeigen, daß sich aus 


Vax!+2bx+c— Vay? +2by+ce=(C(x — y) 
ergibt: | 
day ay’+?by-+c, 


de ax’ + 2bx-+c 





59. ZusammengesetzteFunktionenzweierVariablen. 
Wir nehmen den in 55 behandelten Fall einer zusammen- 
gesetzten Funktion mit folgender Abänderung wieder auf: Es 
seien t, v, ... gegebene eindeutige und stetige Funktionen der 
unabhängigen Variablen z, y; z= f(u, v,...) eine gegebene 
eindeutige und stetige Funktion von u, v,....; dann heißt s 
eine zusammengesetzte Funktion von x, y und ist auf dem- 
selben Gebiete dieser Variablen eindeutig und stetig, auf welchem 
dies von #, v, ... gilt. 

Wenn man, von einer Stelle x, y dieses Gebietes aus- 
gehend, v allein ändert, so können die in 55 durchgeführten 
Betrachtungen Wort für Wort auf den gegenwärtigen Fall 
übertragen werden und besteht der einzige Unterschied darin, 
daß an die Stelle der gewöhnlichen Differentialguotienten durch- 
gehends partielle treten; mithin ergibt sich für den partiellen 
Differentialquotienten von g nach x der Ausdruck (55, (1)): 


0: of õu of dv 
(11) FE = Ju Jæ | Jopa T u 
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In gleicher Weise erhält man 


N de fu |, Of ðv u 
(12) Du Dudy | Joy T` 


Daraus leitet sich der Differentialquotient für eine Rich- 
tung S(p, Y) und das totale Differential ab: 
iz -2 cos ꝙ +2? Jy Z cosy = Aa + wet + 
(13) +31 [5° zz CP + 7, ST eos y] +. 


ðf du , f dv 
“Budit Bedat u 


_ f e= ĝv 0% ,) 
ds zu * dz 4+” lt ga tt +t gy iyt 


u Lar Iut o af s40 +. 


Diese Formeln zeigen, daß mit u, v,... genau so zu operieren 
ist, als ob es unabhängige Variable wären. 

Sollen die zweiten Differentialquotienten von # bestimmt 
werden, so ist zu beachten, daß die rechten Seiten der Glei- 


chungen (11), (12) in ôf 2f . . . wieder zusammengesetzte 





Ju? dv’ 
Funktionen sind und in AF D.. -> 4 z ‚„... Funktionen 
von z und y aufweisen; demzufolge ist 
2 _ (Dre, f avy, oe 
ex \dudx  dudvdz 0% 
of du. Ff v 0v 
+ (Gun 3a t g ga t lat 
of du, of čv 
(15) at Joget 


o'f (dw o'f ðu ðv of /0v\? 

L D y a ET Da P e PI (p 
of ou of o% , 
master 


in gleicher Weise ergibt sich aus (12): 
2 _ fdu Df du cr f/i.. 
16 T Ju? =) +2 ðu ðv dy ðy ` 3v! (2) + 
(16) ‚HR, fw., 
ou y? ` ðv Iy? ? 
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ebensowohl aus (11) wie aus (12) erhält man: 
gs Of InDu, DI (Du de, dedu) | f 2e e 
dzy Qutözdy ! duv ldxdy ur dy ov? Axy 
(17) | p ôf u af do, 
Ou dzdy ` Avozxdy 
Die Aufstellung des zweiten totalen Differentialquotienten 
und Differentials unterlassen wir; sie würde das unter (14) 
bemerkte bestätigen. Auch die Ausdehnung auf mehr als zwei 
unabhängige Variable unterliegt keiner Schwierigkeit. 


Es sei beispielsweise z = f (2); setzt man 2 = u, 80 ist: 
ôu you 1 u _ 2y Fu O'u 1. 
ðær x? dy x! da x”? ðy? dad x? 

infolgedessen hat man auf Grund von (11), (12), (15)— (17): 
08 of y 0: əf i, 


— I — — — .— o 


02 0 ður? ðy ðu x? 

g? z df y’ + öf 2y 3z of 1 
0x: = Ju? xi Du xs? 3y? = Ju’ gi? 
ae fy êfa, 
cXöy Juw Jur 


Aus g= f(ax + by, «x — y) ergibt sich, wenn man 
ax + by =u, «x — By=v setzt: 


— 
Tr 

ra te 

ay: =b Pause + ae 
gay bt («b — aß); — * - A 


60. Implizite Funktionen zweier Variablen. Es 
sei f(x, y, z) eine in dem Gebiete R eindeutige und stetige 
Funktion der Variablen z, y, æ mit stetigen partiellen Diffe- 
rentialquotienten. Die Funktion nehme ferner innerhalb des 
Gebietes den Wert c an, aber nicht an vereinzelten Stellen, 
sondern an einer unendlichen Menge von Stellen z/y/z derart, 
daß die z dieser Stellen eine eindeutige stetige Funktion der 
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z, y bilden, in geometrischer Ausdrucksweise: sie nehme den 
Wert c längs einer das Gebiet R durchsetzenden Fläche an. 
Dann ist durch die Gleichung 

(18) f(z, Y, 2) =c 

z implizit als eindeutige stetige Funktion von x, y definiert; 
wäre g = ọ (z, y) die explizite Darstellung dieser Funktion, so 
müßte die Einsetzung von g(x, y) an Stelle von z die Gleichung 
(18) identisch befriedigen, d. h. für jede Wertverbindung z/y 
des betreffenden Gebietes P. 

Sonach erscheint die linke Seite von (18) als zusammen- 
gesetzte Funktion der Variablen z, y und hat zufolge (11) den 
partiellen Differentialquotienten 

of òx , fə of ds 
tet HET 
in bezug auf z, und dieser muß, da es sich um eine konstante 


Funktion handelt, Null sein; beachtet man noch, daß = = 


und Zy = 0 (weil y von x unabhängig ist), so entsteht die 


Gleichung: 
, of ə 
(19) or z t s£ z= =YV; 
aus welcher, wenn îr. + 0 ist, folgt: 
ôf 
an i 2 
(20) == 5 
2: 
in gleicher Weise ve sich, wenn man nach y differentiiert, 
of 0: 
(21) T + Js Jy I: 
und daraus unter der gleichen Bedingung: 
əf 
02 2Y. 
08 


[Die Voraussetzung, daß ir nicht verschwindet, braucht nur 


für solche Wertverbindungen x/y/s erfüllt zu sein, welche der 
Gleichung (18) genügen.] 
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Die Gleichungen (19), (21) sind das Resultat der par- 
tiellen Differentiation von (18) in bezug auf x, respektive y. 
Differentiiert man sie, von denselben Grundsätzen Gebrauch 
machend, die erste wieder nach x, die zweite nach y, endlich 
die erste nach y oder die zweite nach x, so kommt man zu 
den Gleichungen: 


2 2 2 2 
Pf yg BI Dzy argant, aras o 





0x° 020: 0x 02 ðr? 
3f of əz of of 0° 
(23) 3y’ +2 Jy — + zgi E +s y? =0 


of of 02, Of əz fõzəs of 9s 


2xðy ' ðxðzðy  Oyoeoda' derdndy dzdzoy ? 





die wieder unter der Bedingung +0 und in Verbindung mit 


(20) und (22) die Differentialquotienten zweiter Ordnung a A 
0z 0°: 
yT? xy 

Die Werte z, y, g, die in den Gleichungen (20), (22), (23) 
auftreten, haben der Gleichung (18) zu genügen. 


zu berechnen gestatten. 


61. Beispiele. Die Durchführung des eben entwickelten 
Verfahrens soll an den folgenden Beispielen erklärt werden. 
1) Die Gleichung 


ax? + by? + c= k 


bestimmt z als zweideutige Funktion von x und y, die ohne 
weiteres auch in expliziter Form gegeben werden könnte; die 
Differentiation gestaltet sich jedoch in impliziter Form ein- 
facher und übersichtlicher. Es lauten die Gleichungen (19), 
(21), (23) im vorliegenden Falle wie folgt: 


08 
az +c27,— 0 

Oz 
by + cs zy =O 
a+c(22) + 0 


b+c(s + a0 


RL: 02 
ET ĉy tes, N =0 
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und geben durch sukzessive Auflösung unter Berücksichtigung 
der vorgelegten Gleichung: 


ðs __exz ðr _ by 

02 — ez? ĝðy ez?’ 
s o akoby) De __bik—arl) ds _ _ bay, 
cæ >) > ee Baur, 77, Bu Pre u Zr 7777 c’g° 


2) Durch die Gleichung 
(az + by +c) + (az + byt cas) t (ast + by + es) m hk 
ist 3 als zweideutige Funktion von x, y definiert. Setzt man 


zur Abkürzung: 
aT + by + ez = un 


Aat + bY + C8 = th 
aT + byy + C38 = tis 
und bedient sich der Summenbezeichnung 


m, + m, + m, = [m], 
so lauten die Gleichungen (19), (21), (23) hier folgender- 
maßen: 


[au] + [eu] 3$ =0 
[bu] + [eu] 2-0 
[aa] + 2 [ac] 22 + [ee] (22) + [eu] 54 = 0 
[bb] + 2[de] Z + [ec] (2) + [eu] Sa — 0 


[ab] + [ac] + [de] 22 + [ce] u + [eu] 325s = 0 


und ihre sukzessive Auflösung liefert die Werte: 











0z [au] 

cz [eu] 

68 [bu] 

ôy Teu] 

3z _ [aa] ſeu]ꝰ - 2[ac] [au] [cu] + [ce] [au]? 

c o eP 

cz _ __ [bd][eu]’— 2[be] [bu] [cu] + [cc] [bu]? 

ôy? [eu]? 
#z _ _ Ladll[eu’—{[ac][duJ+[be)[au]} [cu] + [cc] [au] [du] 
zty [eu]? 
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3) Man bestimme aus der Gleichung 
THY HEH ye +r + ry = 2a? 
die ersten und zweiten Ableitungen von z. 


62. Implizite Funktionen, gegeben durch simul- 
tane Gleichungen. Im Bereiche R seien (x, y, z) und 
V(, Y, #) als eindeutige stetige Funktionen von z, y, 2 gegeben; 
p besitze längs einer das Gebiet R durchsetzenden Fläche den 
Wert «œ, y längs einer anderen Fläche durchwegs den Wert ß; 
beide Flächen mögen sich nach einer ebenfalls F durchsetzen- 
den Linie schneiden; dann entspricht jedem Punkte dieser Linie 
eine Wertverbindung z/y/z, für welche pọ = «, y=ß ist; die 
y dieser Wertverbindungen konstituieren eine Funktion von x 
und ebenso bilden die æ dieser Wertverbindungen eine Funktion 
von % für ein gewisses Intervall dieser letzten Variablen. Wir 
drücken diesen Sachverhalt dadurch aus, daß wir sagen, durch 
die simultanen Gleichungen 


(7 Y, z)=u 
y (z, Y, z)=ßĝ 


seien y, # implizite als Funktionen von x gegeben. Um die 
Differentialquotienten dieser Funktionen zu bestimmen, diffe- 
rentiiere man die linken Seiten als zusammengesetzte Funk- 
tionen von x und setze die Resultate der Null gleich, weil es 
sich um konstante Funktionen handelt; dadurch erhält man 
die Gleichungen: 


(24) 


p , ðpdy , õp dze _ 
3) | Ja + y dz t 7602 
25 
3p ; pdy Oypds 
rer 
zur Bestimmung von dy d£. die Lösbarkeit setzt aber voraus, 


dx’ de’ 


daß die Determinante 





von Null verschieden sei; ist dies der Fall und setzt man 
weiter zur Abkürzung 
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2g 29 | | 2g 09 
02 T ' 0x ĉy 
I __ . 5 
[dr 2 Äh au 2,17 Z, 
de 0x ðx dy 
s0 lautet die Lösung 
dy Y de Z 


9 . 
(26) åz X? da X 


Fir die Differmtiale von y, # ergibt sich daraus bei ge- 
gebenem dx die Darstellung 


dy = 4 da, ds = $ dz, 
so daß 
(26*) dz:dy:de=X:Y:2. 
Sind auch die zweiten Differentialquotienten erforderlich, 


so hat man die Gleichungen (25) nochmals unter Rücksicht- 
> 3p dp IY 

dx’ dy? 92’ dy 
zusammengesetzte Funktionen von derselben Art sind wie ọ, ùv 
selbst; als Resultat ergibt sich das Gleichungspaar: 


2 
rg t 0’p dz dp dydz 


nahme darauf zu differentiieren, daß abermals 


— — — 


0x 02 dx + dy ðz dx dz 
2p dp d'y dp d'z _ 
+ 3y (ae) + aa (aa) + 3y dai t Fz dat TO 
3p dy 3p de 0% dy dz 
Jat + 2 — dx +2 ‚= os de ðy ðz dz åz 
op d'y õp dz 
+ (+ 02°? ltr dæ 7 O» 
das wieder nur unter der Bedingung 
Kr 0 


(27) 








3,4 1, 5 = führt, nachdem die Werte 


(26) in (27) eingetragen worden sind. 


Die eben behandelte Aufgabe ist ein spezieller Fall des 
folgenden allgemeinen Problems der Differentialrechnung: Es 
sind r simultane Gleichungen zwischen n + r Variablen x, 
Inn... Luy Ur Ugy... U, gegeben; dadurch sind im allgemeinen 
r von den Variablen, z. B uj, %,...u,, als Funktionen der n 
übrigen &,, 2%,,...%,, die voneinander unabhängig sind, be- 


d’y 
zu einer Bestimmung von 
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stimmt; es sollen die Differentialquotienten der u, %%,.-.4, 
nach den einzelnen Variablen ermittelt werden. 

Die Lösung besteht darin, daß man sämtliche Gleichungen 
in bezug auf die betreffende Variable, z. B. z,, differentiiert, 
die linke Seite — die rechte wird als konstant vorausgesetzt — 
als zusammengesetzte Funktion behandelnd; dadurch entstehen 


ou dm ou, 
r Gleichungen, welche in bezug auf Ja’? Ja? Ta 





sind und eine Bestimmung dieser Größen nur dann zulassen, 
wenn die Determinante r-ten Grades aus deren Koeffizienten 
nicht Null ist. 

Es bedarf kaum der Bemerkung, daß im allgemeinen die 
Auswahl der r unter den n + r Variablen, die man als Funk- 
tionen der n anderen auffassen will, freigestellt ist; erst nach 
erfolgter Wahl hat die Aufgabe einen bestimmten Sinn. 

63. Beispiele. 1) Durch die Gleichungen 

T+ y? + e= 4a? 
T? + yY?— 2azr=0 
sind y und g als stetige Funktionen von x in dem Intervalle 
(0, 2a) bestimmt. Durch ein- und zweimalige Differentiation 
erhält man die Gleichungen: 
+y Y rs 2 =0 


dx 
z—-a+ty 5 =0 
dy\? d'y d’? 
— GH Gs tio 
1+ (aa) te =0 
und durch Auflösung derselben: 
dy a— z dg a 
dx y ? dr z 
dy a ds a’ 
dzi — y” di 


2) Die Gleichungen 
x+y +z +u [=a 
Hytty bp? 
ada mik ila ai Aia s a 0 
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bestimmen z, y, z als Funktionen von u in dem Intervalle 
(-b, +b). Zur Bestimmung der ersten Differentialquotienten 
ergeben sich die Gleichungen: 


nr dar Hrica 
Eyy +e +u 
Pyy AE þu = 
die Determinante der Koeffizienten ist 


æ y z |= (y— z) (s — x) (z — y) 


und verschwindet nur dann, wenn sich unter den drei Werten 
z, y, æ gleiche befinden; die Determinanten, welche die Zähler 
der Unbekannten bilden, sind der Reihe nach 


— (z — y) (u — y) (u — z), (u — 2) (x — 8) (£ — u), 
— (x — u) (y — u) (y — 7); 














daraus folgt: 
dz (w—-y)(w-—2) dy _ _ (u — £) (u— z) 
du (=y @—:)? du — (y>) (ya)? 
dz (u — x) (u — y) 
du (>x) (8 —y) 


$ 4. Transformation der Variablen. 


64. Simultane Transformation zweier voneinander 
abhängigen Variablen. Nachdem in 43 der einfachste Fall 
der Transformation behandelt worden ist, sind wir jetzt in der 
Lage, auch die übrigen Fälle zu erledigen. Wir beginnen mit 
dem folgenden Problem: 

Zwischen den beiden Variablen x, y besteht ein funktionaler 
Zusammenhang, in welchem x als unabhängige Variable an- 
gesehen wird; an die Stelle von x, y werden gwei neue Variable 
u, vo mittels der Transformationsgleichungen 


z = g (u, v) 
l 
(i) ion 
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eingeführt; es sind die ursprünglichen Differentialquotienten ® * 
d’y 
da”? u 


und v hervorgehenden 


. durch die aus dem neuen Zusammenhange zwischen u 
do d'e . darzustellen. 


du’ du?’ ` 

Da in dem neuen Zusammenhange « als unabhängige 
Variable auftreten soll, so differentiiere man die Gleichungen 
(1) in bezug auf u; ein- und zweimalige Ausführung dieses 
Prozesses liefert: 


dx op dv 


du Du „+ ðv du 
dy _ 3p dv 

2 du + ðv du 

(2) Ps o ——— ” 2p de 
du? Juðv du gv? 2) ðv du? 
d'y 09 dv 3p d'r 


du: A 2 + 2 duöv du +? ji (le) öv dur’ 


setzt man diese Ausdrücke in die Gleichungen 43, (6) oder die 
daraus resultierenden 


ay 
dy _ du 
dz dz 
du 


(8) 


dx „d'y dx dy 
&y au du’ dur du 


dz’ dz 
(2) 
ein, so ist die gestellte Aufgabe gelöst. 

Von den Transformationsgleichungen (1) wird vorausgesetzt, 
daß sie umkehrbar eindeutig sind; das bedeutet so viel, daß 
nicht allein @, y eindeutige Funktionen der Argumente «, v, 
sondern daß auch u, v als eindeutige Funktionen von zv, y be- 
stimmt sind; wäre 
(1%) | u = Q, (T, Y) 

v = y, (z, y) 
diese Bestimmung, so heißt (1*) die inverse Transformation 
zu (1). 
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Bei geometrischer Interpretation lassen die Gleichungen 
(1) und (1*) zwei wesentlich verschiedene Deutungen zu, 
weiche kurz auseinandergesetzt werden sollen. 


I. Sind x, y die Koordinaten eines Punktes M der Ebene 
in bezug auf ein bestimmtes, z. B. rechtwinkliges Koordinaten- 
system und “u, v die Koordinaten desselben Punktes in bezug 
auf ein zweites System, so bestimmen die Gleichungen (1) und 
(1*) eine Koordinatentransformation und vermitteln insbesondere 
die Gleichungen (1) den Übergang vom ersten System zum 
zweiten, die (1*) den Übergang vom zweiten zum ersten. Geht 


durch den Punkt M eine Kurve, so bestimmt A die Richtung 


der Tangente an dieselbe (22, (2)) und ist 5° für die nämliche 


Richtung bestimmend, jedesmal in einer dem Koordinaten- 
system entsprechenden Weise. 
Fig. 16. 





Einen der wichtigsten Fälle dieser Art 
bildet die Transformation rechtwinkliger Ko- 
ordinaten in Polarkoordinaten, wobei der Ur- 
sprung und die positive Abszissenachse des 
ersten Systems als Pol, beziehungsweise 
Polarachse verwendet werden (Fig. 16). Dann 
ist v =r der Radiusvektor und u = o die Anomalie des Punktes M; 
die Gleichungen (1) lauten: 





[709 


(4) 


und jene (1*) 


y =r sin o 


r= [VFF] 


* p = arc ig 7- ’ 





wobei die Eindeutigkeit der letzten Gleichung dadurch herbei- 
geführt wird, daß man festsetzt, p sei jener Bogen aus dem 
Intervall (0, 2x), dessen Sinus das Vorzeichen von y, dessen 
Kosinus das Vorzeichen von x hat. An die Stelle der Glei- 
chungen (2) treten die folgenden: 


Czuber: Vorlesungen. L 3. Aufl 10 
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dx . dr 
Ta 
= = 7 cos ꝙ +57 „sin p 
(5) a’z 
dg T T cos p — 2 "sing +$ zr CO8 P 


d? 
Za——reinp+257 non + in 


Es drücken sich dann beispielsweise ay d'y in den neuen 
dx? dx 


Koordinaten, wenn man von den Abkürzungen ds =f’, 
d’r n 
dp T" Gebrauch macht, wie folgt aus: 

dy _ rcos o -+r sino 

de  —rsing -+r coso 

d?’ y r+ 2r ’—rr” 


dx?  (—rsing +r cosg)? 
II. Bedeuten wieder x, y die Koordinaten eines Punktes 
M der Ebene in bezug auf ein (rechtwinkliges) Koordinaten- 
system, 4% = x,, © = y, die Koordinaten eines anderen Punktes 
M, derselben Ebene in bezug auf dasselbe Koordinatensystem, 
so vermitteln die Gleichungen (1*) oder 


T, = 9p(2, y) 
i | 
Y, = p (7, y) 
den Übergang von M zu M,, die inversen Gleichungen (1) oder 


* z= Q (2, Yı) 
(6) se y) 


den Übergang von M, zu M, und beide bestimmen eine Trans- 
formation der Ebene in sich. Die Ebene erscheint nun als 
Trägerin zweier Punktsysteme S und S,, die Gleichungen (6) 
ordnen jedem Punkte aus S einen und nur einen Punkt aus S,, 
umgekehrt die Gleichungen (6*) jedem Punkte aus S, einen 
und nur einen Punkt aus S zu; aus diesem Grunde wird die 
Transformation auch eine ein-eindeutige Punktiransformation ge- 
nannt. Weil wir von den Funktionen 9,, Yı; p, Ų voraus- 
setzen, daß sie stetig sind und bestimmte Differentialquotienten 
besitzen, so werden hinreichend kleinen Änderungen von z, y 
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beliebig kleine Änderungen von z,, y, und umgekehrt ent- 
sprechen; infolgedessen wird bei stetiger Bewegung des Punktes 
M ım allgemeinen auch der transformierte Punkt M, eine 
stetige Bewegung ausführen; daher nennt man die Transformation 
eine kontinuierliche. Geht durch den Punkt M eine Kurve, so 


bestimmt ay die Richtung ihrer Tangente daselbst, $v hin- 
£ dz, 


gegen die Richtung der Tangente an die transformierte Kurve 
im Punkte Mf. 

Unter den ein-eindeutigen Punkttransformationen spielt 
die projektive Transformation eine besonders wichtige Rolle; 
sie ist durch die Gleichungen 

_se+rbyta 

I s.2+by+% 

y, = szrbytre 
YI sr+by+% 

bestimmt, in welchen alle a,b,c gegebene Konstanten be- 
deuten Allen (reellen) Wertverbindungen dieser Konstanten, 
deren Zahl durch Abkürzung mit einer, z. B. c,, auf 8 redu- 
ziert werden kann, entspricht die Gesamtheit aller projektiven 
Transformationen der Ebene. 

Bezeichnet man die Transformation (T), durch die der 
Punkt x/y in den Punkt x,/y, übergeführt wird, mit 7, und 
läßt man auf sie eine zweite projektive Transformation T” 
folgen, so entsteht aus z,/y, der neue Punkt 

g=% atanta 
7) I at Yt es 
y-hatbyıte. 
a, T, + bs Yı +e 
ersetzt man hierin x,, y, durch ihre Werte aus (7) und ver- 
einfacht die Ausdrücke, so entstehen Gleichungen von derselben 
Form wie (7): 


@ 


_ htthytr 
aT + PY +Y 
22* +Ay+N 
Yı & T -+ Psy +Y 
d. h. die Aufeinanderfolge von zwei projektiven Transforma- 
tionen ist durch eine projektive Transformation ersetzbar. Man 


sagt von Transformationen, die ein solches Verhalten zeigen, 
10° 
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daß die Sukzession zweier durch eine Transformation aus der- 
selben Gesamtheit ersetzt werden kann, sie bilden eine Trans- 
formationsgruppe oder Gruppe schlechtweg. Hiernach bilden 
also die projektiven Transformationen eine kontinuierliche 
Gruppe. 

Zu den projektiven Transformationen gehören auch die 
Bewegungen der Ebene in sich; an diesen ist der Gruppen- 
charakter am leichtesten erkennbar; in der Tat, hat man ein 
ebenes System S durch die Bewegung B in die Lage S, und 
aus dieser durch eine zweite Bewegung B’ in die Lage S,’ ge- 
bracht, so gibt es immer auch eine Bewegung, durch die S 
unmittelbar in die Lage S,’ versetzt werden kann. 

Um die inverse Transformation zu (7) zu erhalten, be- 
zeichne man den gemeinsamen Nenner von z, und y, mit N 
und bilde aus (7) die Gleichungen 

az+by+a=Nz, 
at + biy + a= Ny, 
ast + bsy +6 N; 
werden in der Determinante 
aba 
R= Ä un ba Ca | 
| ag bs 6s 
die den Elementen a,, d,,... adjungierten Unterdeterminanten 
mit œ, ß,,... bezeichnet und multipliziert man die obigen drei 
Gleichungen der Reihe nach mit «&,, &,, &, und addiert sie, so 
folgt wegen a, +, +, = R, ba +6, + b = 0, 
+9. + Cs æ = O: 
Rz = Na + aY, + 6%); 
ebenso erhält man nach Multiplikation mit ß,, ß,, ß, und 


Addition: 

Ry = N(B, £, + Bayı + Ps) 
und nach Multiplikation mit yi, Ya, 7, und darauffolgender 
Addition: 

R = Nyat+ 71 + 7s); 
ist nun R+ 0 — und nur dann lassen die Gleichungen (7) 
Auflösung nach z, y zu und bestimmen eine eigentliche Trans- 
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formation der Ebene in sich —, so ergibt paarweise Division 
der letzten drei Gleichungen: 

r= a, T + & Y, +a 
(1%) | Y1 F YY: + 7s 

y=bat hn +h, 

7B FrN H7’? 

woraus hervorgeht, daß die inverse Transformation auch der 
Gruppe der projektiven Transformationen angehört. In ihrer 
Aufeinanderfolge heben sich die Transformationen (7) und (7*) 
auf und sind äquivalent der identischen Transformation, welche 
die Ebene in Ruhe läßt. 

Eines der wesentlichen Merkmale der projektiven Trans- 
formation liegt darin, daß sie jede Gerade der Ebene wieder in 
eine Gerade transformiert. Denn beschreibt der Punkt M die 
Gerade 

Ax + By+ C=0, 
so beschreibt der transformierte Punkt M, das Gebilde 
ASTAY ta + ghathmt + (= 0, 


na F 7A tn Ys Y1 2, F 7:1 + Ys 


(Aa, + BB, + Cr), + (Aa, + Bha + Cya): 
+ (Aas + Bh + Cys) = 0, 
also wieder eine Gerade. 

Man erkennt ebenso leicht: Beschreibt der Punkt M einen 
Kegelschnitt, so beschreibt der zugeordnete Punkt M, wieder 
einen Kegelschnitt. Allgemein: Beschreibt M eine algebraische 
Kurve n-ter Ordnung, so beschreibt auch M, eine solche. 

An die Stelle der Gleichungen (2) treten nun: 


in, arte (m +b qE) mat byta) (m +b ae) 








dz o (a E ay Eo 
-nyth +H ne a) GI 
Terz 
dy b dy 
(asz + bsy + 6s) (a +57 2) — (ax + b,y + 6) (as + 39 
1Y—Pı nz m) 
arte 
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so daß 
d 
ny—b— mea) 


-nyth Hms a) 


dadurch ist die Richtung bestimmt, in welche die durch ay 


charakterisierte Richtung aus dem Punkte M im Wege der 
Transformation (7) übergeführt wird. 

Eine Unterart der projektiven Transformation ist die 
lineare Transformation, bei der aş = b= 0, & = 1; sie ist also 
durch die Gleichungen 
(9) |" =se+rbyta 

Yı = a2 + bay + cs 
bestimmt und nur dann eine eigentliche Transformation, wenn 





dy, 
(8) iu 


a, b, | 





setzt man ferner 
b G a CG 41 |_ ß 
b G I a| ? 











so lautet die inverse Transformation: 


7 


-Zanta , 
Y 


t= b, £, — b, Yı +a 
(9*) 
y 


Die durch sie herbeigeführte Richtungstransformation ist 
durch die Gleichung 


(10) NH _ 








bestimmt. Da der rechtseitige Ausdruck z, y nicht enthält, 
so wird jede Richtung, deren Koeffizient ay ist, in eine Rich- 


Sy transformiert, mit andern Worten: 


die lineare Transformation führt parallele Gerade wieder in 
parallele Gerade über. 

Unterarten der linearen Transformation -sind beispielsweise 
die Translation z, = z + c, Y„=y+ c, die zur Gruppe der 


tung vom Koeffizienten 
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Bewegungen gehört, und die perspektive Transformation, auch 
Ähnlichkeitstransformation, z, = az, y, =ay, deren Zentrum 
der Ursprung ist. 


65. Beispiele. 1) Der Ausdruck 


EDT 


d'y 
dx? 


für rechtwinklige Koordinaten z, y ist in Polarkoordinaten r, ꝙ 
zu transformieren. 


Mit Hilfe der am Schlusse von 64, I gefundenen Dar- 
stellung von ® 3z Z und Ty in Polarkoordinaten erhält man nach 


einfacher Rechnung 
o er 
eS ayer 
2) Für die projektive Punkttransformation 


ax 


=y? Yı y 


(dieselbe geht aus der allgemeinen (7) hervor, wenn a, = b, 
=b,=,=,=6=0, & =c, w=a, b= 1 ist) die Rich- 
tungstransformation zu bestimmen. 

Die nicht verschwindende Determinante 


00c | 
a00 | 
010] 
gibt zur ersten und zweiten Zeile die Unterdeterminanten 
«~ = 0, =, 7i = G; 
& = C, fa= 0, 7a = 0; 
daher ist nach (8) 





dy 

dy, ay — aT 775 

dz, _.49 ° 
dz 


d. h. geht durch den Punkt M Cis y) eine Kurve, deren Tan- 
gente den Richtungskoeffizienten $ ZY = hat, so hat die Tangente 
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der transformierten Kurve im homologen Punkte M, den Rich- 


tungskoeffizienten sy . 
Tı 


So wird beispielsweise der Kreis 
z +y — 2ry=0 

durch die vorliegende projektive Transformation in 

ey,” c? c 

Fr + z 2r z T 0, 
also in die Parabel 

cy’ — 2adrz, +alc=0 
transformiert; im Punkte z = 0, y == 2r des Kreises hat die 
Tangente den Richtungskoeffizienten * =0(0, in dem homo- 


logen Punkte z, = * v9*0 hat die Parabeltangente den 
Richtungskoeffizienten = = 00. 


66. Transformation der Variablen in Funktionen 
von mehr als einer Veränderlichen. Der einfachste Fall 
ist der folgende: In einem funktionalen Zusammenhange zwischen 
drei Variablen x, y, g werden x, y als die unabhängigen Verän- 
derlichen aufgefaßt; an ihre Stelle sollen zwei neue unabhängige 
Variable treten, welche mit ihnen in einem gegebenen Zusammen- 
hange stehen. 

Wie das analoge Problem 43 tritt auch dieses in zwei 
verschiedenen Formen auf, je nachdem z eine beliebige unbe- 
stimmt gelassene oder eine gegebene Funktion von x,y ist. 
Hier wie dort sind die in beiden Fällen in Kraft tretenden 
Formeln im Wesen die gleichen. 

I. Es sei ø eine beliebige Funktion der unabhängigen 
Variablen x, y, an deren Stelle die neuen Variablen u, v 
mittels der Transformationsgleichungen 


(11) z = phu, v) 

y = Ņ (u, v) 
eingeführt werden sollen; irgend ein Ausdruck oder eine Rela- 
. . ðz z e 08 
tion zwischen 7, y, 2, Ja By ist in den «, v, 2, Fu? 


03 


Zur darzustellen. 
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Indem man gø als zusammengesetzte Funktion von #, v 
auffaßt, erhält man, von den Abkürzungen: 


dfu Dp Hund 
ou u? 





dv — lal 
— fun) _ f oflu, o) _ 
Ju? uu? Jv? oe? öudrv u“. 


Gebrauch machend, zunächst die beiden Gleichungen (59, (11), (12)) 
2 — P 2: +%, z 
(12) 23 
”ĉy 
und aus diesen ergibt sich bei allen Wertverbindungen u, v, für 
welche die Determinante 


0E 
Fo ~ Poza TO 








Pu Pu 
|p, v. 
von Null verschieden ist, für 22 , = die Bestimmung: 
eu 
az, ðe Pu Vu | | 2H "|,| "2u 
(13) 1:— :— = 
0x y '9, Y, 02 0E 
Jo Y» Po Jo 








Sind auch die zweiten Differentialquotienten 2°, -2&7 2 
q 02 dady’ Iy’ 


in der betreffenden Rechnung, so differentiiere man die Glei- 
chung (12) nochmals, und man erhält (59, (15) bis (17)): 
3z 08 03 o'g 0°3 
Ju? = Puszi + Vuu Jy + v. (Pa 9x + —2 
—X or 
+ WulPe grag + Yayi) 
p's 


08 08 a'z o'z 
Jv? = ZT dz + V.. ôy + P, (9.55: + Y, dx 2.) 


(14) a 
+%, (9. jzðy +y, J) 
0° z 023 08 0°3 0*8 
du ðv = Pur dx + Puo ðy +OP, (9, Jr? +%, re) 
0’ 8 0°3 
* v. (p, dxdy +%, Jp) 
— dabei ist von einer Reduktion der Gleichungen abgesehen 


worden; nach Einsetzung der Werte für 2 ; = aus (13) können 
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Ds z @'e 
ox? 3y” LIY 
dungen u, v, für welche 


hieraus bestimmt werden für alle Wertverbin- 


Pu Va| 
0: 
Q, Y, i + ? 
2 | s 
denn die Determinante der Koeffizienten von 2%, 25., ZE ; 


Jr? dx0y’ ðy’ 1n 
(14), d. i. 
P PPs Pe) 
Br Se Pe 
| PuPo Pad E Pd Vat, 
stellt sich als negative dritte Potenz der obigen Determinante 
zweiten Grades dar*) und ist daher zugleich mit dieser ver- 
schieden von Null. 
II. Ist æ eine gegebene Funktion von z, y: z= f(z, y), 


so lautet die Aufgabe dahin, die Differentialquotienten 2 , 
a, Te, zr oder einen aus z, y, 3 und diesen Differential- 
quotienten gebildeten Ausdruck in den neuen Variablen u, v 
darzustellen. 

Führt man die Substitution (11) in der gegebenen Funk- 
tion aus, so ergibt sich 


(15) z = flo(u, v), y(u, v)] = z(u, v) 
ebenfalls als bekannte Funktion von u, v und es lassen sich 
somit die Differentialquotienten 

02 02 — o'z 3's 

Ju = {us Jv = ko» Ju? = Zuu? cv? = eoo? Du dv = Yu 
bestimmen; setzt man ihre Werte in (12) und (14) ein, so 
0: ðe s DE P's 
02’ dy? 02° ðy?? ox0oy 
Funktionen von 4, v zu bestimmen. 





sind diese Gleichungen geeignet, 


*) Man löse, um dies einzusehen, die Determinante dritten Grades 
in die Summe 
| Os Puhu Pa 
+ | P? Poo Pr ' 
Vu Po P. V. PuPe | 


Ps PuPu Ph | 
| Pè 9 Po pè 
ı PuPo PuVo Pu Vo 





auf und entwickle beide Bestandteile nach der ersten oder der dritten | 


Kolonne. 
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Die Führung der Rechnung im Falle von mehr als zwei 
unabhängigen Variablen und ihre Ausdehnung auf höhere Dif- 
ferentialquotienten bedarf keiner weiteren Erklärung. 


67. Beispiele. 1) Für eine beliebige Funktion 3 von 
z, y ist der Ausdruck 


R=14 (32) + (aa) 


der Transformation 
x = rf cos Ọ 


y =r sin ꝙ 
zu unterwerfen (64, I). 


Die Gleichungen (12) lauten im vorliegenden Falle: 
02 . 08 03 
Jp 7 1 P jg ; 
02 3z . 08 
Fri cos P 5z t sn Pay; 
quadriert man sie, nachdem man die erste durch r dividiert 
hat, und bildet hierauf ihre Summe, so ergibt sich: 


(ae) + (ar) (az) + (ay) > 


Rois aG G 


2) Es sei V eine beliebige Funktion der unabhängigen 
Variablen z, y, 2; man soll die mit Hilfe derselben gebildeten 


Ausdrücke: > , 
Y VV* 
al HRS ARTE 
V 2 Y orv 
3V = 62° y’ + 03° 
einer homogenen linearen Transformation (64, II) 
an + by, + as | 
(16) Y = MT, +by+ 92 
Z = yT, + bsy, + 2 
unterwerfen von solcher Art, daß durch sie z? + y? + 2° über- 
geführt wird in z? + y,?+ 2%. 
Eine lineare Transformation von dieser Beschaffenheit 
wird, obne Rücksicht auf die Anzahl der Variablen, eine ortho- 
gonale Transformation genannt. Sie bedeutet bei zwei und 


mithin ist 
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drei Variablen den Übergang von einem rechtwinkligen Ko- 
ordinatensystem zu einem andern ebensolchen bei Festhalten 
des Ursprungs; wird auch dieser geändert, so tritt in den 
Gleichungen rechts noch eine additive (beliebige) Konstante 
hinzu. 

Um zunächst die Eigenschaften der Koeffizienten einer solchen 
Transformation zu ermitteln, bilde man die Quadratsumme der 
Transformationsgleichungen: 

x? + y? + g? = 
(a? + a + ap) a? + b? H b? Hby + G t a H a)? 

+2 (bia + bac, + bss) Y1, + 2 (Ca, + Cag + Csa) 8,2, 
+ 2 (a,b, + azb: + agbs) 2141; 

ersetzt man die linke Seite, entsprechend der Definition, durch 
£? +y? + 3°, so führt die Vergleichung beider Seiten zu 
folgenden für die orthogonale Transformation charakteristischen 
Beziehungen *): 

a° + a? + a} = 1 

b? +b tb =l 

ci A 4 a | 


17 
(1) bic, + bCa + b,c, = 0 
Cia, + Calg +9, = Q 


Multipliziert man ferner (16) der Reihe nach mit a,, a,, Gz; 
dann mit b,, d,, d,, endlich mit c,, c,, c, und bildet jedesmal 
die Summe mit Rücksicht auf (17), so ergibt sich die inverse 
Transformation 
(16*) Y, = bz + bzy + bsg 


fs = AZ + aY + 02 
21, = GT t Cy t 658 


*, Mit Hilfe dieser Relationen ist leicht nachzuweisen, daß das 
Quadrat der Determinante (des „Moduls“) der Transformation: 
a b cG | 
sb G 
as, bs 6 
gleich der Einheit, die Determinante selbst also -+ 1 oder — 1 und da- 
her von Null verschieden ist, 
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und zu den Relationen (17) treten somit noch die folgenden: 
a? +b? tHe? el 
a? t bte =l 
a + bt tHo =l 

azs + bab + C36 = 0 

Ga, + bb Ha = 0 

1, + b,b + c16 = O. 

Die Ausführung der p ohungen (12) gibt nun: 


(17%) 


av av 
a, te 
av 

(18) 7 _y? — LA EA 
əv ay 


taten 
und die sinngemäße Ausführung von (14): 








dy av FR 7 2Y y 
-EN a, ja t Guys z t > gz t 2 09 3y əz 

av 

+ ana u +2a, 102 dd 

Fi ZU, TANET 

Jy T Gar +h Pr Th äb Ver 

as) ar 

+ 2b Bug + 26,0 de dy 
ev ‚or 3y X 92V 
tt + 2 ad 


y ay 
wre zga T Fr agy 
Bildet man die Quadratsumme der Gleichungen (18), dann die 
einfache Summe der Gleichungen (19), beides mit Rücksicht 


auf (17*), so ergibt sich: 
ðY IVN VA AVNI AVN, OVN 
sa) + (an) + Ga) ~ (a=) + (ey) + G7) > 

oV oY eV _PV oV ôy 

ET Ay? ðr? Jx + Jy’ y’ gz ; 
d. h. die beiden Ausdrücke 4 V, 1?V erleiden bei einer ortho- 
gonalen Transformation der Variablen z, y, # keine Änderung. 

Man nennt Ausdrücke, die, aus den Ableitungen einer 

Funktion f (von zwei, drei Variablen) gebildet, die Eigenschaft 
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besitzen, einer orthogonalen Transformation gegenüber invariant 
zu bleiben, Differentialinvarianten oder Differentialparameter 
der betreffenden Funktion. Insbesondere bezeichnet man die 
vorhin aus Y gebildeten Ausdrücke AP, 4?V als deren Diffe- 
rentialparameter erster, beziehungsweise zweiter Ordnung. Die 
große Bedeutung solcher Ausdrücke für Geometrie, Physik, 
Mechanik u. a. besteht darin, daß sie notwendig Größen dar- 
stellen, die von der Wahl des (rechtwinkligen) Koordinaten- 
systems unabhängig sind, also selbständig existieren. 


3) Durch die Gleichung 
x? y’ z? u 
atytanımt 
ist ø als zweideutige Funktion der beiden Variablen x, y de- 
finiert auf dem Gebiete 
x? y? 
q tr —1<0, 
d. h. im Innern und auf dem Umfange einer Ellipse mit den 
Halbachsen a, b. Es sind die Differentialquotienten ôs 28 


dx’ y 
mittels der Transformation 
x = Q BİN ù CO8 Y 
y = b sin u sin v 
in den Variablen u, v darzustellen. 
Mit Hilfe dieser Substitution ergibt sich 
Z = + € COS u 
und die Gleichungen (12) gestalten sich wie folgt: 
F c sin u = a cos u cosv 52 + b cos w sin v gu 
0 = — a sin u sin v ŠZ + b sinu cos v 32; 
ihre Auflösung liefert: 
0z _  CBinucosv z _ — ceinusino, 
0x acosu ? ĝy bcosu ? 


die gleichgestellten Vorzeichen beziehen sich aufeinander. 
4) Zu zeigen, daß die Transformation z == u + v, y = uv 
zu den Gleichungen führt: 
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5) Zu zeigen, daß infolge der Transformation 
xz = $ + y cos o 
y = n sin © 
(Übergang von rechtwinkligen Koordinaten x, y zu schief- 
winkligen &, ; bei derselben Abszissenachse, demselben Ur- 
sprang und dem Koordinatenwinkel œw) die folgenden Relationen 
stattfinden: 
Gz | c’z 1 0°z Orr 
Ja t gyt T anta la m Ort m) 
0°z 0%z O®r 2 1 0°z 0°z 0°z 
dsi dyt (2233) “sino LEE om 5 
68. Simultane Transformation dreier voneinander 
abhängigen Variablen. Zwischen den drei Variablen x, y, zg 
bestehe ein funktionaler Zusammenhang, in welchem zx, y als un- 


abhängige Veränderliche gelten; an Stelle von x, y, g sollen neue 
Variable u, v, w mittels der Transformationsgleichungen 


|7 = (u, v, w) 
(20) j = y(u, v, w) 
= 7 (u, v, w) 3 
eingeführt werden. Es sind die Differentialquotienten ZZ, 2 


02’ y? 
A 3 „... durch die aus dem neuen Zusammenhange hervorgehen- 


3 
37, =, nn, ... darsustellen. 
Zur Lösung dieser Aufgabe sind die Gleichungen 66, (12), 
(14) heranzuziehen, deren erste Gruppe wir zu diesem Zwecke 
in der Form schreiben 
0z 0zdx + dz dy 
ðu dz0u | dy ðu 
Di _ 95 0x , ĉr öy, 
ðv xdv | dy ðv’ 
nan sind, da w als Funktion von u, v aufgefaßt wird, ver- 
möge (20) z, y, 3 zusammengesetzte Funktionen von 4, v; in- 
folgedessen hat man mit Benutzung der in 66 eingeführten 
Bezeichnung: 


(21) 


0x ðw y ou 02 _ d w 
(22) be- TA PeDu’ Du Y, F Vozy? Ju Zu + Ku” 2u 
0x w 02 _ 
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nach Eintragung dieser Werte in (21) sind diese Gleichungen 
zur Lösung der gestellten Aufgabe geeignet, soweit sie die 
ersten Differentialquotienten von g betrifft. 
Die erste der Gleichungen (14) lautet in anderer Schreibweise: 
oz 0: gx + 3z d’y 0x pe 0x, Os ty) 
du Jz — y Ju? | Ju \ðx? du ' xy ðu 
Oz 0x, o'z ə 
EACEA 











darin sind 0. und 2y durch die Werte aus (22) und 2 E 
Zy , —* = durch die folgenden zu ersetzen, die aus (22) sich ergeben: 
0’x 3 w 3? w 
Du: = Puu t 25.. 2w 49a) — 

0’y 
bunt buos ju ET ER A 


3 2 
= TAL zy t ton (Y + Zo 7 
in ähnlicher Weise sind die beiden noch übrigen Gleichungen 
der Gruppe (14) zu behandeln, wodurch sich wieder Gleichungen 
ergeben, welche im Verein mit (21) die gestellte Aufgabe auch 
in bezug auf die zweiten Differentialquotienten lösen. 
Bei geometrischer Interpretation dieses Problems sind 
wieder zwei Auffassungen zu unterscheiden, welche den in 64 
unter I, II erörterten entsprechen. 
L Bedeuten x, y, # die Koordinaten eines Punktes M im 
Raume in bezug auf ein Koordinatensystem und u, v, w die 
Koordinaten desselben Punktes in bezug auf 
ein anderes Koordinatensystem, so spricht man 
von einer räumlichen Koordinatentransformalion. 
Eine der wichtigsten unter diesen bildet 
der Übergang von rechtwinkligen Koordinaten 
zu räumlichen Polarkoordinaten. Dann ist =r 
der Radiusvektor, u = 9 der Neigungswinkel 
der Ebene MOZ gegen die zz-Ebene und v = 6 der Winkel 
ZOM (Fig. 17) und die Transformationsgleichungen lauten: 


—— 


Fig. 17. 





(23) 


y =r sin ĝ sin ꝙ 
g = r cos ĝ; 
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die inverse Transformation ist durch 


r= VP FYTF 
(23*) p = arc tg I 
0 = 
ae eor er 


bestimmt, wobei die Eindeutigkeit der zweiten Gleichung da- 
durch herbeigeführt wird, daß man festsetzt, ꝙ sei derjenige 
Bogen aus dem Intervalle (0, 2x), dessen Sinus das Vorzeichen 
von y und dessen Kosinus das Vorzeichen von x hat. 

In diesem Falle lauten die Gleichungen (21), nachdem 
bereits jene (22) berücksichtigt worden sind, wie folgt: 


0- (- r sin 0 sin p + 37 sin 8 cos p) 5, 
+ (r sin 0 cosp + 57 sin 0 sin p) 5: 
02 


8 


-rain 0 + ÊZ eos — (r 00000009 + Z sin 0 cos g 


0 
02 
| + (r cos 0 sin p + 5 56 sin Ô sin p) 2y 
und daraus ergibt sich: 

0 or ðr ð . 
êr _ _ Feind cosg tra T — sing—r —— con® sing 
02 r toos0 +r gno 

ðr Or 
Az r "sind sinp — r > sindconp—r 7 conBsing+ 3" RE 


a E O . 


r 200004757 sin 0 


Auf die zweiten Ableitungen soll nicht weiter eingegangen 
werden. 

IL Läßt man wieder x, yY, 3 die Koordinaten eines 
Punktes M im Raume in bezug auf ein (rechtwinkliges) Koor- 
dinatensystem, u = z,, v =y, w=2z, aber die Koordinaten 
eines anderen Punktes M, in bezug auf dasselbe Koordinaten- 
system vorstellen, so bestimmen die Gleichungen (20) und ihre 


inversen, d. i. 
? = pı(T, Y, g) 


(24) Yı = p(z, Y, 2) 


8 = (2, Y, 2) 
Csuber: Vorlesungen. IL 3. Aufl. 11 
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und | 
z = Q (T1, Yı, 2) 
(24*) yY = Y(T, Yi; 4) 
3 = 10, Yı, 2) 
eine Transformation des Raumes in sich; insbesondere vermit- 
teln die Gleichungen (24) den Übergang von dem Systeme S, 
welchem der Punkt M angehört, zu dem Systeme S,, in 
welchem M, liegt; die Gleichungen (24*) den umgekehrten 
Prozeß. Sind 9,, %,, X, stetige Funktionen mit bestimmten 
Differentialquotienten und ebenso , W, x, so ist die Trans- 
formation eine kontinuierliche. 
Zu den wichtigsten ein-eindeutigen Punkttransformationen 
des Raumes gehört die projektive, deren allgemeinste Gleichungen 
lauten: 








(r _- Hr tbytartd 

I warbytastd, 

7 q, b, - c, d 
(25) n- aatbytastd, 
gp LBTthytort d. 

I agz+tby tzt d, 


Mit dem Hinweise auf die Ausführungen in 64, II sei nur be- 
merkt, daß der Gesamtheit der projektiven Raumtransformationen 
Gruppencharakter zukommt, daß durch eine solche Transfor- 
mation jede Ebene wieder in eine Ebene und jede Fläche 
zweiter Ordnung in eine Fläche zweiter Ordnung verwandelt 

wird. l 


Vierter Abschnitt. 
Reihen. 


8 1. Beihen mit konstanten Gliedern. 


69. Begriff der Konvergenz und Divergenz. Eine 
unbegrenzt fortsetzbare Folge reeller Zahlen sei gegeben: 


(1) i | Ao, Gi, By ---5 
aus ihr läßt sich eine zweite, unbegrenzt fortsetzbare Zahlenfolge 
(2) Sos Sis S33 - 


bilden, indem man die ersten 1, 2,3,...n+1,... Zahlen 
der Folge (1) durch Addition verbindet, so daß 


So = o 
Sı = + 4, 
(3) str 


+++: +4, 


Wenn nun die Zahlen der Folge (2) sich einer bestimmten, 
endlichen Grenze s nähern, wenn also 


4*) lim s,= S, 


n= + o 


so nennt man die aus den Zahlen der Folge (1) gebildete 
unendliche Reihe 


(5) aat a tat: = = Dja, 


konvergent und s ihren Grenzwert (auch ihre Summe; vgl. hierzu 





*) Es ist kaum nötig zu bemerken, daß bei diesem Grenzübergange 
n die Reihe der positiven ganzen oder der natürlichen Zahlen zu durch- 
laufen hat. 
11* 
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75). Die Zahlen der Folge (2), welche endliche Summen von 
Gliedern der Reihe (5) darstellen, bezeichnet man als Partial- 
summen dieser Reihe. 

Zeigen die Partialsummen ein anderes Verhalten, als es 
hier beschrieben worden, so wird die unendliche Reihe diver- 
gent genannt. Welche Erscheinungen eine divergente Reihe 
aufweisen kann, werden die nachfolgenden Betrachtungen so- 
gleich lehren. 

Der direkte, allerdings nur selten gangbare Weg zur 
Untersuchung einer Reihe auf ihre Konvergenz oder Divergenz 
besteht in der Bildung der allgemeinen Partialsumme s, und 
ihrer Prüfung für ein unbegrenzt wachsendes n. Zwei Bei- 
spiele werden dieses Verfahren erläutern und zugleich die ver- 
schiedenen Formen der Divergenz kennen lehren. 

1) Es sei x eine reelle Zahl und a, = x’; die hieraus ent- 
springende Reihe 


(6) Dra, =l +err 


0 
ist die unendliche geometrische Progression; ihre allgemeine 
Partialsumme 


L= lrt tte aI M — 
zeigt nun folgendes Verhalten: œ) Für |x | < 1 konvergiert 
g"t+ti mit beständig wachsendem n gegen Null, s, gegen —* 
die Reihe (6) ist konvergent und hat den Grenzwert 


x’ 


ß) Für 2>1 wächst z”+! und auch s, über jeden positiven 
Betrag hinaus, der Grenzwert von s, ist + oo und die Reihe 
(6) divergent. y) Ist z <— 1, so wächst x*+! und damit 
auch s, dem Betrage nach über jede positive Zahl hinaus, 
wechselt aber beständig sein Vorzeichen, da der Exponent ab- 
wechselnd gerad, ungerad ist; die Reihe (6) ist divergent und 
man sagt, sie schwanke zwischen — oo und + œ. 6) Für 
x= 1 verliert der Ausdruck für s, seine Bestimmtheit; indessen 
läßt die Reihe selbst, welche nun lautet: I+H1i+1-+---, 
ihre Divergenz unmittelbar erkennen, und zwar ist ihr Grenz- 
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wert +00. £) Ähnlich muß für z—— 1 auf die Reihe selbst, 
di 1-1+1-—1-+ --- gegriffen werden, deren Partial- 
summen die Zahlenfolge 1,0,1,0,... bilden; die Reihe (6) ist 
divergent und man sagt, sie schwanke zwischen O und 1. 

Wie dieses Beispiel zeigt, tritt die Divergenz entweder 
dadurch zutage, daß die Partialsummen schließlich mit Bei- 
behaltung eines bestimmten Vorzeichens dem Betrage nach 
größer werden und bleiben als jede positive Zahl — der Grenz- 
wert der Reihe ist + oo oder — oo — oder daß sie bei 
numerischem Wachsen beständig ihr Vorzeichen wechseln — 
der Grenzwert ist unbestimmt unendlich — oder daß sie 
zwischen zwei endlichen Zahlen schwanken — der Grenzwert 
ist unbestimmt. 

2) Aus der unbegrenzt fortsetzbaren Folge reeller Zahlen 


Cys Qiy gy- 

bilde man die neue Folge 
Go = Co — Oi, — , Q= Qg — On... 
dann gehört zu der unendlichen Reihe 
at atat.. 
die allgemeine Partialsumme 
= (æ — &,) + (&, — &) +-+ (æ; — Cn 41) = Ko — Qat) 

die Reihe ist demnach konvergent, wenn «,,, mit wachsen- 
dem n gegen eine bestimmte Grenze konvergiert; ist œ diese 
Grenze, so hat die Reihe den Grenzwert s = «,— «. In jedem 


anderen Falle ist sie divergent. 


Ist beispielsweise 
1 

also 
a = g — Q p ER — — (+ - ;) 
” >” +L (p4»)--@+g+»—1)\p+»—1 p+at” 

— — —— — 

(@+»— I++»): -(pratn’ 
so ist lim æ,=0, die Reihe a+ a+ a+ -: also kon- 
rz +œ 


vergent und s= “= ihr Grenzwert, 
so daß 
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00 _ 11  ___ 
er dot Hato) 
gt 1 __ + — ati +... 
Dr p+D Po+ND.- p+ratD 
1 


@-Dp..-@+a—N’ 
ist also insbesondere p = 2, q = 0, so folgt 


< 1 1 1 1 
Deren T Deta tyat oT h 


und für p = 2, q = 1 ergibt sich 


2 2 2 
SGF O+ 3j 12a Taa TS. 
70. Allgemeine Konvergenzbedingung. Aus dem 
Begriffe des Grenzwertes (15) ergibt sich die notwendige Be- 
dingung für die Konvergenz einer unendlichen Reihe. Soll 
nämlich die Reihe (5) konvergent sein und den Grenzwert s 
besitzen, so muß der Unterschied zwischen s und den aufein- 
anderfolgenden Partialsummen schließlich dem Betrage nach 
kleiner werden und bleiben als eine beliebig klein festgesetzte 
positive Zahl £; mit anderen Worten, es muß sich zu dem ge- 
gebenen & eine natürliche Zahl m derart bestimmen lassen, daß 
|,—s|<e 
für alle n > m. Infolgedessen wird es auch zu S eine na- 
türliche Zahl m’ geben derart, daß sowohl 


| 8,8 | < * 
wie auch 
| In+p S | < $, 
wenn nur n> m’, welche der Zahlen 1, 2,3,... auch p sein 
möge; aus diesen beiden Beziehungen folgt die weitere 
(7) | Su+p Sn | <E, 


oder, da s, = a + a, +- +q,, sy notate ta, 
+F anpi t'e 44,40 


(7*) |, +9,3+°+a,,,|<e 
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Soll eine Reihe konvergent sein, so muß sich ein Glied bestim- 
men lassen, von welchem ab jede beliebig umfangreiche Glieder- 
gruppe eine dem Beirage nach beliebig kleine Summe gibt. 

Diese Bedingung ist zur Konvergenz auch hinreichend; 
denn ist sie für n =m erfüllt, so kann der absolute Betrag 
keiner Partialsumme s,(n > m’) größer sein als | sw | + è: die 
absoluten Beträge aller dieser Partialsummen sind also zwischen 
die Grenzen s„| und ' Sni + £ eingeschlossen, die sich durch 
Wahl des & beliebig eng ziehen lassen: | 

Aus der für eine konvergente Reibe charakteristischen 
Eigenschaft lassen sich wichtige Folgerungen ziehen. 


1) Für p = 1 lautet (7*) 
(8) | apy l <E, 
dies aber ist gleichbedeutend mit dem Ansatze lim a, = 0. 


a=+to 

Sol also eine Reihe konvergent sein, so muß ihr allgemeines 
Glied a, mit beständig wachsendem n der Null als Grenze sich 
nähern oder unendlich klein werden. Diese Bedingung ist not- 
wendig, aber nicht hinreichend, wie man anfänglich, ja bis 
gegen das Ende des 18. Jahrhunderte, geglaubt hat, weil es 
auch divergente Reihen gibt, welche sie erfüllen, wie alsbald 
gezeigt werden wird. 

Man kann diesen Ergebnissen eine kurze Fassung geben 
in dem Falle, wo die Glieder der Reihe rationale Zahlen sind, 
nämlich: Die Glieder einer unendlichen Reihe müssen, soll sie 
konvergent sein, eine Elementarreihe und ihre Partialsummen 
eine Fundamentalreihe bilden; die durch diese Fundamentalreihe 
definierte Zahl ist der Grenzwert der unendlichen Reihe (4). 

2) Zerlegt man die unendliche Reihe a+ a +t at: 
in die endliche Summe 


ta +H, 
und in die unendliche Reihe 
(9) Gt npe tt"; 


so ist diese mit der ursprünglichen zugleich konvergent; denn 
ihre aufeinanderfolgenden Partialsummen sı, $3, ... unterscheidef 
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sich von den Partialsummen s,,,, 3,,3,. .. der ursprünglichen 
Reihe um den festen Betrag s,, indem 


, , 
SH T Sa T S13 Sa +3 = Sp T Si, 23 


nähern sich daher die Zahlen s,, s1, Sg, - .. einer Grenze s, so 
nähern sich die Zahlen sı, 82, 85, ... der Grenze s— s,. Zu- 
folge des Satzes (7*) ist der absolute Betrag des Grenzwertes 
r, von (9) kleiner als s, sobald n> m. Man nennt r, den 
Rest der bei dem n+ lten Gliede a, abgebrochenen Reihe (5). 
Es läßt sich also, wenn die Reihe konvergent ist, zu einem 
beliebig klein festgesetzten s eine natürliche Zahl m’ derart 
bestimmen, daß 
InI<:, 

wenn > m ist. Dadurch, daß man statt des Grenzwertes s 
die Partialsumme Sw oder eine höhere nimmt, wird ein Fehler 
begangen, dessen Betrag kleiner als e ist. 

Auf dieser Eigenschaft beruht die Anwendung der kon- 
vergenten Reihen in der Analysis zur Darstellung von Zahlen; 
ferner ist es vermöge derselben bei der Untersuchung einer 
Reihe auf Konvergenz gestattet, beliebig viele Anfangsglieder 
außer acht zu lassen, was mitunter vorteilhaft sein kann. 

3) Besteht die Reihe a,+a,+a,+--- aus lauter posi- 
tiven Gliedern und ist sie konvergent, so ist auch jede Reihe, 
welche aus ihr durch Unterdrückung einer endlichen oder un- 
endlichen Anzahl*) von Gliedern oder durch beliebige Zeichen- 
änderung an den Gliedern entsteht, konvergent. Denn die 
Relation (7*), wenn sie für die ursprüngliche Reihe bestanden 
hat, kann durch einen solchen Vorgang nicht aufgehoben 
werden, sie besteht vielmehr im allgemeinen für die abgeänderte 
Reihe nur noch in verstärktem Maße. 


71. Allgemeine Sätze über Reihen. Aus dem Begriffe 
der Konvergenz und Divergenz lassen sich die folgenden Sätze 
erweisen: | 


1) Ist die Reihe > a, konvergent und s ihr Grenzwert, 
0 


*, Z. B. durch Weglassung aller Glieder mit geradem oder mit 
fngeradem Zeiger o. dgl. 
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so ist auch die mit Hilfe eines bestimmten von Null ver- 


schiedenen % gebildeten Reihe > ka, konvergent und ks ihr 
f 0 


Grenzwert. 

Ist nämlich s, die Partialsumme aus den n + 1 Anfangs- 
gliedern der ersten Reihe, so ist ks, die entsprechende Partial- 
summe der zweiten, und konvergiert 8, für lim n = + co gegen 
s, so konvergiert ks, gleichzeitig gegen ks. 

War dagegen die erste Reihe divergent, so ist es die 
zweite auch. 

Mit Hilfe dieses Satzes ergibt sich beispielsweise aus der 
letzten Gleichung in 69, daß 

1 1 1 1 1 
2ZerüeHHeH5” Daa taaa tat TG 

2) Sind die Reihen > a, und > b, konvergent und s, t 

0 0 


ihre Grenzwerte, so sind auch die Reihen 


27@+ b,), È 0, — b,) 


konvergent und s +- t, s — t beziehungsweise ihre Grenzwerte. 

Bezeichnet man nämlich die Partialsummen aus den n +4- 1 
ersten Gliedern der vier Reihen folgeweise mit s,, b, 0,, Tn, 
so ist 

0, = 8a t bas Ta = 8, t, 

und daraus ergibt sich, wenn man den Grenzübergang 
lim n = + co ausführt, die Richtigkeit der obigen Behaup- 
tungen. 

Ist nur eine der beiden ersten Reihen divergent, so gilt 
das Nämliche für die beiden letzten Reihen. 

Der Satz läßt sich auf eine beliebige, aber beschränkte 
Anzahl von Reihen ausdehnen. 


72. Reihen mit positiven Gliedern. Wir wenden uns 
nun der speziellen Betrachtung von unendlichen Reihen mit 
durchwegs positiven Gliedern zu, einesteils, weil diese Reihen 
ausgezeichnete Eigenschaften besitzen, andernteils, weil die Be- 
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trachtung der anderen Reihen auf sie zurückleitet. Zunächst 
sollen Sätze allgemeiner Natur vorgeführt werden. 

1) Eine Reihe mit durchwegs positiven Gliedern ist ent- 
weder konvergent, oder divergent mit dem Grenzwert + o0. 

Denn die Partialsummen s,, $,, 8, - . . einer solchen Reihe 
bilden eine steigende Folge von Zahlen, bei welcher nur 
zweierlei eintreten kann: entweder bleiben alle Glieder unter 
einer festen positiven Zahl und nähern sich dann notwendig 
mit beständig wachsendem Zeiger einer bestimmten Grenze, 
welche jener Zahl höchstens gleichkommt — die’ Reihe ist 
dann konvergent; oder sie werden schließlich größer als jede 
beliebige positive Zahl — die Reihe hat dann den Grenz- 
wert + œœ. 

Hieraus folgt, daß die Konvergenz einer Reihe mit posi- 
tiven Gliedern erwiesen ist, sobald es gelingt zu zeigen, daß s, 
für jedes n unter einer Zahl A verbleibt; unter dieser Zahl 
bleibt dann auch die Summe beliebig vieler aus der Reihe 
herausgegriffener Glieder. 

2) Ist eine Reihe mit durchwegs positiven Gliedern konver- 
gent, so bleibt sie es auch, wenn man die Glieder anders anordnet, 
und behält dabei denselben Grenzwert. 

Würde sich die Änderung der Anordnung blos auf einen 
endlichen Abschnitt der Reihe beziehen, so genügte zum Be- 
weise des Satzes der Hinweis darauf, daß die über den Ab- 
schnitt hinausgehenden Partialsummen durch die Umordnung 
nicht berührt werden. Die Umordnung soll sich aber auf die 
Reihe in ihrem ganzen Verlaufe erstrecken, d. h. ist 


(10) a t a tat.: 
die ursprüngliche und - 
aD) _ lo, + aa, + Qa, +: > 


die transformierte Reihe, so soll zwischen den Zeigern v und 
«, eine ein-eindeutige Beziehung solcher Art bestehen, daß mit 
v zugleich auch «, über jeden Betrag wächst; dann enthält die 
Reihe (11) alle Glieder von (10) und nur diese. 

Bezeichnet $ den Grenzwert von (10), so ist jede Partial- 
summe von (11) kleiner als s, weil sie aus Gliedern von (10) 
besteht; demnach ist (11) tatsächlich konvergent. 
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Es seien ferner 
s,=-%+%+':-+a, 
o=0,+r Qa, H- +F ae, 


zwei Partialsummen von (10) und (11) von solcher Art, daß 
in 6, die Glieder von s, vorkommen; die darüber hinausgehen- 
den Glieder von ø, stammen daher aus dem zu s, gehörigen 
Reste r,, demzufolge ist 
O, — 8, r,; 
mit wachsendem n nimmt auch v beständig zu und sinkt r, 
unter jeden noch so klein festgesetzten Betrag hinab; folg- 
lich ist 
lim o, = lim s, = s. 

Daß eine divergente Reihe aus positiven Gliedern diver- 
gent bleibt, wenn man ihre Glieder anders anordnet, folgt 
daraus, daß 

O, > Sa’ 
und daB s, mit wachsendem n größer wird als jede beliebige 
positive Zahl. . 

3) Wenn man in einer konvergenten Reihe aus positiven 
'Gliedern die Glieder gruppenweise zusammenfaßt und aus den 
Summen dieser Gruppen eine neue Reihe bildet, so ist diese 
ebenfalls konvergent und hat denselben Grenswert wie die ur- 
sprüngliche. 

Denn die Partialsummen der neuen Reihe kommen unter 
den Partialsummen der ursprünglichen Reihe vor und nähern 
sich daher der nämlichen Grenze wie diese. Diese Schlußweise 
zeigt übrigens, daß der Satz für jede konvergente Reihe gilt. 

Daß aus einer divergenten Reihe mit positiven Gliedern 
durch den beschriebenen Vorgang wieder eine divergente Reihe 
entsteht, erkennt man auf die nämliche Art. 

Umgekehrt bleibt eine konvergente Reihe aus positiven 
Gliedern auch dann konvergent, wenn man einzelne oder alle 
Glieder in Summen positiver Zahlen auflöst. 

Die Eigenschaften 2) und 3) begründen eine vollständige 
Analogie zwischen unendlichen Reihen mit positiven Gliedern 
einerseits und endlichen Summen andererseits; sowie der Wert 
der letzteren unabhängig ist von der Anordnung und gruppen- 
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weisen Zusammenfassung der Summanden, ist dort der Grenz- 
wert unabhängig von der Anordnung und gruppenweise Zu- 
sammenfassung der Glieder; aus diesem Grunde bezeichnet man 
hier den Grenzwert auch als Summe der unendlichen Reihe. 


13. Konvergenzkriterien der Reihen mit positiven 
Gliedern. Zur Entscheidung der Frage, ob eine vorgelegte 
Reihe aus positiven Gliedern — selbstverständlich eine solche, 
deren allgemeines Glied a, mit wachsendem n der Grenze Null 
sich nähert — konvergent oder divergent sei, gibt es ein für 
alle Fälle anwendbares Verfahren nicht. Die Hilfsmittel, deren 
man sich dabei bedient, stützen sich zumeist auf die Ver- 
gleichung mit einer Reihe von bereits bekanntem Verhalten, 
und als solche dient insbesondere die unendliche geometrische 
Reihe. Einige der hierher gehörigen Sätze sind nachstehend 
entwickelt. 


1) Ist die Reihe >a, aus positiven Gliedern konvergent, 
0 


s ihre Summe, und die Reihe > b,, ebenfalls aus positiven 
0 
Gliedern, so beschaffen, daß wenigstens von einem Werte n + 1 
des Zeigers angefangen beständig b, < a, ist, so ist auch >h, 
0 


konvergent.*) 
Denn die Partialsummen der Reihe 
Dar + bata t bas +H 


sind dann kleiner als die gleichstelligen Partialsummen der 
Reihe . 
An+1 + an+ + Q,+s +: 7 


diese aber wieder sämtlich kleiner als s— s,; infolgedessen ist 


* Man nennt eine Reihe mit positiven Gliedern, deren Glieder 
wenigstens von einer Stelle angefangen größer sind als die gleich- 
stelligen Glieder einer anderen ebenso gearteten Reihe, eine Majorante 
dieser letzteren. Mit diesem Terminus kann man den obigen Sats so 
aussprechen, daß eine Reihe mit positiven Gliedern als konvergent er- 
wiesen ist, sobald sich zu ihr eine konvergente Majorante angeben läßt. 
Übrigens kann der Begriff der Majorante auch dann noch aufrecht 
bleiben, wenn teilweise Gleichheit der Glieder stattfindet. 
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die erstangeschriebene Reihe konvergent (72, 1)), ihre Summe 
kleiner als s— s,, daher auch > b, konvergent und ihre 

0 


Summe kleiner als Dr, +8— 8. 
0 


Daraus ergibt sich als Folgerung: Ist > a, divergent 
0 
und von einem Werte n + 1 des Zeigers angefangen beständig 


b >a, so ist auch die Reihe > b, divergent. Denn wäre 
0 


> b, konvergent, so müßte es nach dem obigen Satze auch 
0 


> a, sein, gegen die Voraussetzung. 
0 


Von dem vorstehenden Satze kann Gebrauch gemacht 

werden bei Beurteilung der Reihe 
1, 1,1 7,1 

(12) ıtrz5tz5t7+°° 
welche unter dem Namen der harmonischen Reihe als Vergleichs- 
reihe häufige Anwendung findet. Faßt man die Glieder gruppen- 
weise wie folgt zusammen (72, 3)): 
1 1 1,1 1,1, 1,1 1 1 
V———— 


so sind die Glieder dieser neuen Reihe vom dritten angefangen 
größer als die gleichgestellten Glieder der Reihe 


1,1,2%2,41,8 
its titrstret 
oder 
1 1 1 1 
ıtrz5trztr7z+° 
- welehe divergent ist; folglich ist auch die Reihe (12) divergent. 


Auf diesem Wege läßt sich ferner die Konvergenz der 
Reihen 
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erschließen; denn vom ersten, bzw. den zwei ersten Gliedern 
abgesehen sind 


1 1 1 
e.ı + zg t 4-3 re 
1 1 1 


saatas Tgaat 


Majoranten dieser Reihen und als konvergent erkannt (69, 2); 
71, 1)). 


2) Wenn in der Reihe Ò a, aus positiven Gliedern der 

0 
Quotient —7 von einem Zeiger n an kleiner bleibt als ein echter 
Bruch, so ist die Reihe konvergent; bleibt dagegen von v = n an- 





gefangen 
Denn ist k< 1 und 


Srt "51, so ist die Reihe divergent. 


r 


ntp. k, 
Gn+p-1 
so ergibt sich durch Multiplikation 


Auyp<a,KhP; 


von dem Werte n + 1 des Zeigers angefangen sind also die 
Glieder der ‚vorgelegten Reihe kleiner als die korrespondieren- 
den Glieder einer geometrischen Reihe mit echtgebrochenen 
Quotienten, die konvergent ist (69, 1)); nach dem vorangehen- 


den Satze ist es also auch die Reihe Dia. 
0 
Aus der vorigen Ungleichheit folgt, daß 
a k 
r,<ak(i+k4+R+4. = y 
daß also der Rest der Reihe, wenn man sie bei dem Gliede a, 


a 
abbricht, kleiner ist als -- -—, - 
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Der Beweis des zweiten Teiles ist einfach zu führen; aus 
den Relationen: 
, + 1 

Gat 
schließt man auf 

a, Z 4,41 Z Q,+3 < On < ... 

folglich nehmen die Glieder von a, an nicht mehr ab und 
kann daher lim a, für v = + oo nicht Null sein (70, 1)). 


Es mag bemerkt werden, daß die Beziehung Sraa <1 für 


v>n zar Konvergenz nicht ausreicht, wie das Beispiel der 


harmonischen Reihe. erweist, wo +1 __”_ tatsächlich be- 


a, * 1 
ständig < 1 ist, während die Reihe doch divergiert; es läßt 
sich eben keine unter 1 liegende Zahl angeben, unter der alle 


u gelegen sind. 


Aus dem obigen Satze fließt der nachstehende als Folge- 





a, konvergent, wenn A <1, 


n=+e 
und divergent, wenn A > 1; im Falle, daß A=1, kann keine 
Entscheidung getroffen werden. 
Denn ist 4 < 1 und schaltet man zwischen A und 1 den 
echten Bruch k ein, so läßt sich notwendig ein Wert n des 


Zeigers bestimmen, von welchem an fortab 7+1 t <k. Und ist 
A>1, so muß notwendig ein n sich angeben lassen derart, 
daß bug Z1is für vSn. 

| Due vorstehende Kriterium, von Cauchy, dem Begründer 
der allgemeinen Reihentheorie, stammend, kommt bei Beur- 


teilung von Reihen am häufigsten zur Anwendung. 
In der Reihe 


a a? a` 
L+ tea tiza tU 
wo a& >Q, ist 
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daher lim «+1 

s=r® 
angeschriebene Reihe ist also immer konvergent, auch wenn a 
negativ ist (70, 3)). 


Dagegen ist in der Reihe 
a a! a’ 
ıtzstrt 
wo wieder a œ> 0, wenn man die Bezeichnung der Glieder mit 
a, beginnt, 





= 0, wie groß auch die Zahl a sein mag; die 


a= a" a _ a*t! Gr 1 _ n a 
n n? n+l n41? a, n+1 
a 
. 1 . . . . 
und lim -""" =a; diese Reihe ist somit konvergent, wenn a 


R= $o A 
ein positiver echter Bruch ist; sie ist es aber auch, wenn a 
ein negativer echter Bruch ist (70, 3)). Für a= 1, wo das 
Kriterium unwirksam wird, ist die Reihe als divergent bereits 
. bekannt. 
Bezüglich der Reihe 


1 1 1 
5 575 *52 (p>0), 


von der die Fälle p = 2, 3 bereits erledigt sind (73, 1)), trifft 
das Kriterium keine Entscheidung; denn beginnt man mit a,, 
so ist 

1 1 On+ı1 n P 
nog nTa a Tat) 
aa +1 


und somit lim -"—- = 
n= ¢ œ * 


3) Ist in einer Reihe ra, mit positiven Gliedern lim va, 
0 l v= 4+0 
nicht Null, wird also a, im Vergleiche zu 2 bei beständig 
wachsendem v unendlich klein von der ersten oder einer niedri- 
geren Ordnung, so ist die Reihe divergent.*) 


— — 





*) Im Gegensatze zu dem vorigen operiert dieses Kriterium und 
das folgende nur mit emem Gliede; man unterscheidet hiernach Kon- 
a 
vergenzkriterien erster und zweiter Art, je nachdem a, oder —* in 
R 


Betracht gezogen wird. 
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Welches auch der genannte Grenzwert ist, immer läßt sich 
eine positive unter ihm liegende Zahl «œ angeben derart, daß 
von einem Werte n des Zeigers angefangen das Produkt va, 
größer bleibt als œ, so daß 


na, > Q 
(n + +1)a Tati > 


woraus 
1 


atant Del tht) 

der Rest r, der vorgelegten Reihe ist also größer als der mit 

« multiplizierte Rest der harmonischen Reihe, die als diver- 

gent erkannt worden ist; folglich ist auch Za, divergent. 
Daraus ergibt sich beispielsweise die Divergenz der Reihe 


Ss 
> b 
- av -+ 


weil ---* - - in bezug auf 2 unendlich klein wird von der 


av- b 
ersten Ordnung; ebenso folgt daraus die Divergenz der Reihe 


für p< 1, weil dann 5 in bezug auf > unendlich klein von 
niederer als der ersten Ordnung ist; hiernach ist z. B. die 
Reihe 


tatit 


nitat 


darin sämtliche Wurzeln mit demselben Zeichen genommen, 
divergent. 


4) Wenn in einer Reihe > a, aus positiven Gliedern 
0 
lim v!rra, bei p> O nicht unendlich ist, wenn also a, in bezug 


auf Z bei beständig wachsendem v unendlich klein von höherer 


als der ersten Ordnung wird, so ist die Reihe konvergent. 


Welches auch der genannte Grenzwert ist, so läßt sich zu 


einer über ihm liegenden Zahl 4 ein Zeigerwert n bestimmen, 
Czubdber: Vorlesungen. I. 3. Aufl. 12 
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von welchem angefangen das Produkt v!+ra, beständig kleiner 
bleibt als ß, so daß 
nitra, < 6 
(n + 1)'tra,,, < ß 
voraus en 


ß 
aa < -iFP 


(13) f 


Die mit Ausschluß von s==0 durchwegs stetige Funktion 
f(x) = Ea 5 besitzt an jeder Stelle einen Differentialquotien- 


ten f’ a Ber yp» infolgedessen kann auf sie der Mittelwertsatz 


(38, 2)) angewendet werden und gibt: 
1 1 h 
pet en nr SO<D 
setzt man hierin z = n, h=1 und beachtet, daß die rechte 
Seite für 91 ihren kleinsten Wert erreicht, so folgt 
1 1 1 
Rn? ` pn? pa+n? 
und nach Multiplikation mit ß unter Rücksichtnahme auf (13): 





1 1 
Gr <Ê (a? — pa FT?) 
1 1 
"na <A (EFD pe F) 
1 
Gr <Ê Gr 2)? pint >) 


Bildet man die Summe dieser Ungleichheiten, so entsteht rechts, 
vom Faktor ß abgesehen, eine Reihe von dem Baue der Reihe 
in 69, 2); dieselbe ist konvergent, weil 


1 
en F7 O, 


und ihr Grenzwert ist Pa lri mithin ist 


Ta < B 


pn? 
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a R 1 ka ß l , 
und È a= at rZ 2È a+ pa⸗ womit die Reihe als 
konvergent erwiesen ist (72, 1)). 
Diesem Satze zufolge ist jede Reihe von der Form: 


© 
`- 1 1 1 

re nt n r tyt 
1 


(mit Beziehung auf den Spezialfall r= 1 auch hyperharmonische 
Reihe genannt), konvergent, wenn 72 1; Beispiele solcher 


Art sind 
1 1 1 
73 + za + gr +.. 


1 1 1 
5 + ə + Jo +... 


5) Die beiden Reihen ra, und Dr 2 azu sind unter der 
1 y 
Voraussetsung, daß die durchwegs positiven a, beständig abnehmen, 
gleichzeitig konvergent oder divergent. 
Denn aus a, > ,>a,>--- folgt einerseits 
a = a, 
2 a, > d; + 0; 
4a, > a, + a5 + ast a 
ZU ag > ag + agn, ++ agti, 
und daraus durch Summierung: 


gn+t1_ı 
(a) Drar> Dan 
andererseits 
a < 20, 
2a; = 2a; 
ka, <2 (2 + a) 


mam < 2 (aya - ut am- 1, a H: + am) 
12* 
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und daraus durch Summierung: 


(8) È ay < 22 a, 


Zu beiden Seiten der Relationen («) und (ß) stehen nun 
Partialsummen der zu vergleichenden Reihen. 

Ist die erste Reihe konvergent, so ist es wegen (f) auch 
die zweite; und ist die erste divergent, so ist es wegen (a) 
auch die zweite. 

Ist die zweite Reihe konvergent, so ist es wegen (æ) auch 
die erste; und ist die zweite divergent, so ist es wegen (£) 
auch die erste. 


74. Reihen mit positiven und negativen Gliedern. 
Indem wir uns nun der Betrachtung solcher Reihen zuwenden, 
welche positive und negative Glieder in unbegrenzter Anzahl ent- 
halten, knüpfen wir zunächst an die 70, 3) aufgestellte Fol- 
gerung an, daß eine konvergente Reihe aus durchwegs positiven 
Gliedern konvergent bleibt, wenn man die Vorzeichen der 
Glieder beliebig verändert. Daraus folgt durch Umkehrung 
die Tatsache, daß eine Reihe mit beliebig bezeichneten Gliedern 
sicher konvergent ist, wenn diese Eigenschaft der aus den 
Absolutwerten ihrer Glieder gebildeten Reihe zukommt. Von 
einer solchen Reihe sagt man, sie sei absolut (unbedingt) kon- 
vergent. Die wesentlichen Eigenschaften solcher Reihen drückt 
der folgende Satz aus: 

Der Grenzwert einer absolut konvergenten Reihe aus posi- 
tiven und negativen Gliedern in unbeschränkter Anzahl ist gleich 
der Summe der Reihe, die aus den positiven Gliedern gebildet 
wird, vermindert um die Summe der Reihe, welche aus den Ab- 
solutwerten der negativen Glieder sich zusammensetzt. Er ist 
unabhängig von der Anordnung der Glieder. 

Sei 
(14) tot a taat: 


die gegebene Reihe, s ihr Grenzwert, s, ihre allgemeine Par- 
tialsumme; ferner 


(15) laæal+tla|+la |t. 


die als konvergent vorausgesetzte Reihe aus den absoluten 
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Werten der Glieder von (14), ø ihr Grenzwert, o, ihre all- 
gemeine Partialsumme; ferner seien œp, &, @&,... die Indizes 
der positiven Glieder in der Ordnung, in welcher sie in (14) 
auftreten, und ebenso ß,, Bis Bas... die Zeiger der negativen 
Glieder; dann sind die Reihen 


(16) rt aa, t ao, t e. 
(15) | aa, | +| ag |+ Iag l+ 


beide notwendig konvergent; denn jede geht aus der konver- 
genten Reihe (15) durch Unterdrückung eines Teiles der Gle- 
der hervor (70, 3)). 

Die Partialsumme s, von (14) umfasse positive Glieder bis 
zum Zeiger «,, negative Glieder bis zum Zeiger ß,; werden 
die bis zu diesen Gliedern reichenden Partialsummen von (16) 
und (17) mit £,,, beziehungsweise u, bezeichnet, so ist 


(18) S, = bau — u, 


wächst nun n unaufhörlich, so nehmen auch die Gliederzahlen 
der rechtsstehenden Partialsummen beständig zu und über- 
schreiten nach und nach jede natürliche Zahl; demnach nähern 
sich leu! “p, für lim n = co den Summen t, u der Reihen 


(16), (17), so daß 
(19) s=t—u. 


Damit ist der erste Teil der Behauptung erwiesen. Der zweite 
Teil ergibt sich daraus, daß i, u ungeändert bleiben, wenn man 
die Glieder in (16) und (17) anders anordnet (72, 2)); dem- 
zufolge hängt auch s nicht ab von der Anordnung der Glieder 
in der ursprünglichen Reihe (14). 

Eine absolut konvergente Reihe weist also wie eine Reihe 
aus positiven Gliedern das Merkmal einer endlichen Summe 
auf, von der Anordnung der Glieder unabhängig zu sein; daher 
kann auch der Grenzwert einer solchen Reihe als Summe der- 
selben bezeichnet werden. 


75. Bedingt konvergente Reihen. Multiplikations- 
theorem. Eine Reihe aus positiven und negativen Gliedern 
kann aber auch konvergent sein, ohne daß es die Reihe aus 
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den absoluten Werten ihrer Glieder ist; man nennt die Reihe 
dann relativ (bedingt) konvergent. Sie erfüllt die Bedingung 
70, (7) und insbesondere ist auch lim a,=0, die aus den 


n=+%» 
Absolutwerten der Glieder gebildete Reihe dagegen hat den 
Grenzwert + oo. 

Während also eine absolut konvergente Reihe schon ver- 
möge der Größe ihrer Glieder konvergiert, tritt dies bei einer 
bedingt konvergenten erst durch den Wechsel des Vorseichens 
ein. Von den bedingt konvergenten Reihen gilt nun der fol- 
gende Satz: 

Der Grenzwert einer bedingt konvergenten Reihe ist abhängig 

von der Anordnung der Glieder; man kann ihn durch ent 
sprechende Reihung der Glieder jeder beliebigen Zahl A gleich- 
machen. 
Es sei wieder (14) die gegebene Reihe, welche als kon- 
vergent vorausgesetzt wird, während die aus ihr abgeleitete 
(15) jetzt divergent ist. Infolgedessen müssen auch beide 
Reihen (16) und (17) divergent sein; denn wäre es nur eine 
von beiden, so würde sich aus der immer noch zu Recht be- 
stehenden Beziehung (18) für lim n =+ œ entweder s= + oo 
oder s= — oo ergeben, je nachdem man (16) oder (17) diver- 
gent annähme; beides steht im Widerspruche mit der Voraus- 
setzung. 

Welches nun auch die Zahl A ist (die wir zunächst als 
positiv uns denken wollen), so läßt sich die Reihe (16) ver- 
möge ihrer Divergenz vom Anfang aus in Gruppen Ga, @,, 
Gy... und die Reihe (17) in Gruppen G,, Gi, Gg, -- -*) zer- 
legen derart, daß 

G >A, 


während sich die Ungleichheit umkehrte oder in eine Gleichung 
verwandelte, wenn man das letzte Glied der Gruppe G, aus- 
ließe; daß ferner 

Go — Gy < A, 
während sich die Ungleichheit bei Fortlassung des letzten 


*, Die Buchstaben sollen zugleich die Summen der betreffenden 
&ruppen, die unter Umständen auch eingliedrig sein können, bezeichnen. 


Vierter Abschnitt. Reihen. 183 


Gliedes der Gruppe G, umkehrte oder in eine Gleichung ver- 
wandelte; daB weiters 


G— G +G >A 


Go— G tG- G <A 
mit derselben Zusatzbemerkung usw. In dieser Anordnung 
bilden also die Glieder der Reihe (14) eine neue Reihe 
(20) Ga— Go +G — G+ G — +: 
von solcher Art, daß eine mit G, schließende Partialsumme 
Z, größer ist als A, jedoch so, daß 

2, — A < Qas 

wenn a, das letzte Glied der Gruppe G,, und daß eine bei 
— G, schließende Partialsumme Æ; kleiner ist als A, jedoch 
so, daß 


und 


A— 2,<s | Au: |,*) 
wenn |a; | das letzte Glied der Gruppe G, ist. 

Da nun mit n zugleich sowohl u wie auch uw’ beständig 
und über jeden Betrag hinaus wächst und da lim a, sowohl wie 
lim | a, | Null ist, so zeigen die beiden letzten Ungleichungen, 
daß die Unterschiede 2,— A, A— 2, mit beständig wachsen- 
dem n schließlich unter jeden positiven Betrag herabsinken, 
so daß 

lim 2, = lim Z; = 4A, 
d.h. in der durch (20) gekennzeichneten Anordnung ihrer Glie- 
der hat die Reihe (14) den beliebig festgesetzten Grenzwert A. 

Wäre A negativ, so hätte man mit einer negativ genom- 
menen Gruppe aus (17) zu beginnen und zwischen beiden 
Reihen abzuwechseln. 

Da der Grenzwert einer bedingt konvergenten Reihe erst 
durch eine bestimmte Anordnung der Glieder gegeben ist, so 
fehlt einer solchen Reihe der Charakter einer endlichen Summe; 
es empfiehlt sich daher nicht, jenen Grenzwert als Summe der 
Reihe zu bezeichnen. 

Aus dem Zusammenhalt der beiden Sätze dieses und‘ des 
vorigen Artikels geht hervor, daß eine Reihe aus positiven 





* Das Gleichheitezeichen käme in Kraft, wenn einmal nach Weg- 
lassung des letzten Gliedes die Partialsumme dem A gerade gleich würde. 
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und negativen Gliedern in unbeschränkter Anzahl nur dann 
bei jeder Anordnung der Glieder konvergent ist und denselben 
Grenzwert besitzt, wenn sie absolut konvergiert. 

Über die Addition und Subtraktion konvergenter Reihen 
wurde in 71, 2) ein Satz aufgestellt, der für absolut konver- 
gente Reihen eine Erweiterung dahin erfährt, daß die Glieder 
der beiden gegebenen Reihen in beliebiger Reihenfolge durch 
Addition bzw. Subtraktion zu einer Reihe verbunden werden 
dürfen, und daß diese immer gegen die Summe, bzw. die Dif- 
ferenz der Grenzwerte der gegebenen Reihen konvergiert. 

Für absolut konvergente Reihen gilt aber auch ein Mul- 
tiplikationstheorem, das folgendermaßen lautet: Sind die Reihen 


> a, und > b, absolut konvergent und s, t ihre Grenswerte, 
0 0 


so ist auch die Reihe Ò, c, mit dem allgemeinen Gliede 
0 


(21) Ca T aba + ab,_ı + Qgba- +-+ a,b, 
absolut konvergent und st ihr Grenzwert. 
Bildet man nämlich das Produkt 
Sl, = (ao + ur n. + a, ) (bo + b, + n. +b,) 
aus den Partialsummen der n + 1 ersten Glieder der beiden 
gegebenen Reihen und vergleicht dasselbe mit der Partialsumme 


Ura = Ot OAH 40% 
der 2n + 1 ersten Glieder der neuen Reihe De 


sich folgendes: Alle Bestandteile des erstgedachten Produktes 
kommen in %,, vor; es enthält aber u,, überdies alle jene 
Produkte von der Form a,b,, in welchen einer der beiden 
Zeiger u, v die Zahl n überschreitet, die Samme u -+v beider 
Zeiger aber nicht über 2n hinausgeht; diese überschüssigen 
Glieder von t, gestatten folgende Anordnung: 


a, +1(bo + b, + + b„-ı) + b. + a ++ A„_ı) 
+0, ++ +b_)+ ro tat + ap) 
+ apis lbo t bit + brs) E dr oa tate tans) 


, so zeigt 


+ 0,0, + banao 
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oder 
Anzıla-ıt art +. 
+ baas -—ı t Duy2Sn rt ba n S0- 
Mithin ist 
ws, u H tt ol 
+ bnti. + bngs tt dan Sl; 
weiter gilt für jedes m < n — 1 
<a tr mt +. Onai: 
I Ll bit bitet, db; 
wobei das Ungleichheitszeichen nur im Falle m =n — 1 in 
ein Gleichheitszeichen übergehen kann; daher ist in verstärktem 
Maße 
2, LÒ dt lit ibn) npa Fett |) 
++ ++ a, dar + dritt del); 
die ersten Faktoren der beiden rechtsstehenden Produkte kon- 


vergieren wegen der vorausgesetzten Konvergenz von > ia, 
0 


und > |d,! mit wachsendem » gegen bestimmte endliche 


Grenzen, die zweiten Faktoren sinken schließlich aus dem näm- 

lichen Grunde unter jeden noch so kleinen positiven Betrag 

herab (70); daraus folgt, daß der ganze rechtsstehende Aus- 

druck mit wachsendem » schließlich kleiner wird als jede noch 

so kleine positive Zahl; deshalb ist 

lim | Uan — Sata | = 0, 

also 
lim w, = St. 


s=+o 
Cd 


Damit ist aber die Konvergenz der Reihe > c, und st 
0 
als ihr Grenzwert erwiesen. 


Daß die Konvergenz absolut ist, ist so zu erkennen. Mul- 
tipliziert man Z|a,| mit Z|b,|, so entsteht eine konvergente 
Reihe mit dem allgemeinen Gliede 


= | ao | | ba | H| || bni | F| a | | bna + la | l Do l; 
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nun ist |c,|<y,, folglich &y, eine konvergente Majorante 
von Z|c,|, in Folge dessen ist auch Æ | c, | konvergent, also 
Zc, tatsächlich absolut konvergent. 

Um ein Beispiel zu geben, betrachten wir die geometrische 
Reihe 

l+z+z2°+---, 

die nach den Ausführungen in 69, 1) absolut konvergent ist 
mit dem Grenzwert 2 , wenn |x| < 1; unter dieser Voraus- 


setzung kann also das Quadrat der Reihe nach der vorstehen- 
den Multiplikationsregel gebildet werden, gibt wieder eine ab- 


solut konvergente Reihe und er. ist ihr Grenzwert. Die 


früheren Gliederzeiger sind nun Exponenten; somit entsteht z" 
auf so viele Arten, als sich n als Summe zweier Zahlen der 
Reihe O, 1, 2, ... zusammensetzen läßt, also auf n+ 1 Arten; 
mithin ist 

gop T lHa +3. 


Durch Multiplikation dieser Reihe mit der vorigen erhält 
1 


marr eine absolut konvergente Reihe mit dem Grenzwert — 
ihr Bildungsgesetz ergibt sich durch Zusammenfassung der 
Teilprodukte 
1+22+32°+42°+--- 
z+22°+32°+--- 
x" +22°+--- 
gp 
folglich ist 2 
iz” 1+32+62°+102°+---. 


76. Alternierende Reihen. Unter den Reihen mit 
positiven und negativen Gliedern sind die alternierenden Reihen, 
bei welchen positive und negative Glieder miteinander ab- 
wechseln, besonders bemerkenswert. Für solche Reihen gibt 
es ein in vielen Fällen brauchbares Konvergenzmerkmal, das 
in dem folgenden Satze enthalten ist. 

Wenn in einer alternierenden Reihe die absoluten Beträge 
der Glieder beständig abnehmen und schließlich gegen die Grense 
Null konvergieren, so ist die Reihe konvergent. 
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Es sei a, ) 0 für jedes v und 
” (22) a — 4 + - 4 (— 1a t:e 
die gegebene Reihe; ferner a, > a,>@,>--- und lim a, =0. 
Aus der Darstellung 
Sp -1 7 (ao — @) + (a — a) +: -+ (aa p-3 — G,-1) 
folgt, daB s,,_, als Summe positiver Zahlen mit p wächst, 
daß also die Partialsummen 
(23) Sis Ss 3- 


eine steigende Zahlenreihe bilden. 
Aus den beiden Darstellungen 


Stp = na) (as — 04) — -> — (1%) 
= (ao — 4 + (aa — as) +--+ (aap — sp1) +@, 

folgt, und zwar aus der ersten, daß s,, mit p beständig ab- 
nimmt, aus der zweiten, daß es immer positiv ist, daß also die 
Partialsummen 
(24) Sos S3» Sa: 
sämtlich positiv sind und eine fallende Zahlrenreihe bilden; 
diese muß daher notwendig einen Grenzwert besitzen, der s” 
heißen möge. 

Da aber 


, Sp Sap-ı F Rp 
so ist 


S2p-1 = Ip lsp < Sap < HG: 
es bleiben also die Zahlen der steigenden Zahlenfolge (23) 
unter einer festen Zahl, somit besitzt auch sie einen Grenz- 
wert, er heiße s’. 
Weil jedoch 
S3p — 3p -1 ~ Maps 
so ist für lim p = oo 
lim (3, — S2p-1) = lim Og p = 0, 
also s” = 5’, d. h. die beiden Zahlenfolgen (23) und (24) kon- 
vergieren gegen denselben Grenzwert s, die erste wachsend, die 
zweite abnehmend, so daß bei jedem p 


Sap- LS L Sip- 
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Aus Ta = (— 1} +? (an+ — (Qu +2 a, +s) =n ) folgt, daß 
|r.|<]|a,;.| und daß r, das Vorzeichen von a,,, hat. Bricht 
man also bei einem Gliede ab, so hat der zugehörige Rest das 
Vorzeichen des nächsten Gliedes und ist numerisch kleiner als 
dieses. 

17. Beispiele. 1) Die Bedingungen des obigen Satzes 
erfüllt die Reihe 

1 1 1 


1 
(25) LE r E S 
sie ist daher konvergent, jedoch nicht absolut konvergent, weil 
die aus den absoluten Werten der Glieder gebildete Reihe, die 


harmonische, divergent ist (73, 1)). Bei dieser Anordnung der 
Glieder hat die Reihe einen Grenzwert, welcher liegt zwischen 


1 . 1 5 . 5 
1 und —, ebenso zwischen — und —, zwischen — und 75 usw, 


T 
2 6 6 12 
Grenzen, welche immer näher zusammenrücken. 


Bei anderer Anordnung der Glieder, z. B. bei der Anordnung 
1 1 1 1 1 1 
(26) itz ` ztgş t it 
bleibt sie zwar konvergent, hat aber einen anderen Grenzwert, 


wie man sogleich erkennt, wenn man die positiven Glieder- 


paare zusammenzieht (72, 3)); ihr Grenzwert liegt dann zwischen 


3 und i , also über , während er bei der früheren unter 
ö 
6 
werte genau feststellen; bezeichnet man den von (25) mit s, 


so ist (72, 3)) 
1 1 1 21 1 ı,1ı ı 
s=(1-3t3 a) tl tra) 
ferner auch (71, 1)) 
8 1 1 1 1 
z7 (773) +(#-%) mes 
addiert man beide Gleichungen, so ergibt sich (71, 2)): 
8 1, ı a\,/ı, ı 1 
— tet nt 
und rechts steht nun die Reihe (26) bei erlaubter Zusammen- 
fassung der Glieder in Gruppen; heißt also s’ ihr Grenzwert, 
so ist = s. Durch das Vorauseilen der positiven Glieder 


2 
hat sich also der Grenzwert um die Hälfte vergrößert. 


war. Man kann übrigens die Beziehung der beiden Grenz- 
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2) Die Reihe 
a ern 
erfüllt die Bedingungen der Konvergenz für jedes p > 0; ab- 
solut konvergent ist sie aber nur, wenn p > 1, dagegen nur 


bedingt konvergent, wenn p < 1 (73, 3), 4). Wir behalten 
den Fall p < 1 im Auge und ordnen die Glieder wie folgt um: 


1 1 1 1 1 1 
(28) pte- ptptp pt 


In der Reihe (27) ist die Partialsumme der 2n ersten Glieder 


n—1 n 
1 1 
Sia 7 Ser — È (27)? ? 
in der Reihe (28) die Partialsumme aus den 3n ersten Gliedern 


n-i n 


PS Te um Zar 


infolgedessen 
»n—i 
Pe %,= È arp = Gn-F1F + (en ts? + ... + an1? 


ersetzt man in der rechtsstehenden Summe sämtliche Glieder, 


n an der Zahl, durch an , 80 wird sie verkleinert, daher ist 
r n nt? 
In Sn > (4n)? =- ` 


Mit beständig wachsendem n» wird die rechte Seite wegen 
1 — p > 0 schließlich größer als jeder positive Betrag, s,, kon- 
vergiert gegen den Grenzwert von (27), mithin ist 

lim ,, = + © 

na=+» 
und gleiches gilt für s,,,, und 8,,,,, weil Syn < 89541 < Ssn 4. 
Die Reihe (27) hat also durch die Umstellung (28) ihre Kon- 
vergenz verloren und den Grenzwert + oo erlangt. Man über- 
zeugt sich durch ganz analoge Schlüsse, daß sie bei der An- 


ordnung 


den Grenzwert — oo hat. 
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78. Unendliche Produkte. Die Untersuchung unend- 
licher Produkte führt auf die Betrachtung unendlicher Reihen 
zurück. 


st 
(29) Gy, Gy, Ay, ... 
eine unbegrenzt fortsetzbare Folge reeller Zahlen, deren keine 
Null ist, und bildet man aus ihr die neue Folge 


(30) Pos Pi» Pas - >», 
indem man 


Po™= ao Pi hyl, Pa totg, .. 
nimmt, so ist auch kein Glied dieser neuen Folge gleich Null; 
man sagt dann, das unendliche Produkt 


(81) agail: = II». 
u 0 


sei konvergent, wenn p, mit beständig wachsendem n einer 
bestimmten von Null verschiedenen Grenze sich nähert; diese 
Grenze 

lim p, =p 


n= 4 ‚ 
nennt man den Grenswert des unendlichen Produktes. In jedem 
anderen Falle heißt das Produkt (31) divergent*). Die Pro- 
dukte (30) von [1], 2,3,... Faktoren belegt man mit dem 
Namen Partialprodukte. 

Da das Vorzeichen des Produktes aus der (endlich voraus- 
gesetzten) Anzahl der negativen Faktoren im voraus bestimmt 
werden kann, so darf man sich bloß mit dem absoluten Werte 
des Produktes befassen und daher alle Faktoren (29) als positiv 
voraussetzen. Dann folgt aus 


lp, =la + la +- -+la, 


sofort, daß die hinreichende und notwendige Bedingung zur 
Konvergenz des Produktes (31) in der Konvergenz der Reihe 


læ t la +t lat..- 
gelegen ist; denn ist diese Reihe konvergent und s ihr Grenz- 


9 Man zählt Produkte mit dem Grenzwert Null zu den divergenten, 
weil ihnen die singuläre Eigenschaft zukommt, den Wert Null zu haben, 
ohne daß einer der Faktoren Null ist. 
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wert, so ist es auch das Produkt und e sein Grenzwert; ist 
die Reihe divergent, so ist es auch das Produkt. 

Zur Konvergenz der letztangeschriebenen Reihe ist es aber 
notwendig, daß lim !a,—=0 sei; zur Konvergenz des Produktes 


a=+® 


(31) ist es also notwendig, daß lim a, =1 sei. 


s=+r@ 
Aus diesem Grunde werden die Faktoren des Produktes 
in der Form 


a=1+e, 
dargestellt, und es ist dann 
(32) lim «= 0 
R= 


eine zur Konvergenz notwendige Bedingung. Im übrigen 
können die Zahlen «, entweder durchwegs positiv, oder durch- 
wegs negativ oder teils positiv, teils negativ (beides in einer 
unbeschränkten Anzahl von malen), die Faktoren des Produktes 
also sämtlich unechte, sämtlich echte oder teilweise unechte, 
teilweise echte Brüche sein. In dem Falle, wo die «, durch- 
gehends oder zum Teil negativ sind, darf man annehmen, 


daß sie dem Betrage nach unter der Einheit liegen. Denn 


vermöge (32) muß dies, wenn es nicht schon vom Anfang an 
der Fall ist, von einem Werte n + 1 des Zeigers angefangen 
notwendig anhalten; dann denke man sich die Faktoren 
Gy, Gi, ..., @, abgeschieden und erstrecke die Untersuchung 


blos auf das unendliche Produkt IIe : 


y? 
+1 
und p sein Grenzwert, so ist es auch das ursprüngliche mit 


dem Grenzwerte p,p; ist es divergent, so gilt dies auch von 


TI. 


ist dieses konvergent 


Die notwendige und hinreichende Bedingung für die Kon- 
vergenz eines unendlichen Produktes [fo + «,) läßt sich da- 
0 


hin aussprechen, daß p, sich der Null nicht beliebig nähern 
dürfe und daß zu einem beliebig klein festgesetzten 7 sich n 
derart bestimmen lasse, daß 


| Payr — Pa | <n 
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sei für jedes r; mit Rücksicht auf die über p, gemachte Vor- 
aussetzung kann man dafür auch schreiben: 


| Patr _ | n 
| Pa l<% 


und die Bedingung nun dahin formulieren, es müsse sich zu 
beliebig klein festgesetztem € ein n derart bestimmen lassen, 
daß für jedes r 





natr 
(33) foro- <E 
n+l 
a+r t 
sei. | fa + «,) heiße das zu p, gehörige Restprodukt. 
n+1 


Nach diesen allgemeinen Bemerkungen wenden wir uns 
dazu, die folgenden Sätze über unendliche Produkte nachzu- 
weisen. 

1) Ist «,>0 für alle Zeigerwerte, so ist das Produkt 


Ile + «,) konvergent, wenn die Reihe 5 a, konvergiert, und 
0 
divergent mit dem Grenswerte + 00, wenn die Reihe diver- 
gent ist. 
Das Restprodukt in seiner Entwicklung 
nr 
[[0 a H e Uta) A H nr) 
*41 
i = 1 + enpi H Onpa tHe Entr tS, 
worin S die Summe der durchwegs positiven Produkte der « 


zu zweien, dreien, ... bedeutet, läßt unmittelbar erkennen, daß 


ntr 


(34) Ila + a,) — l= Cap t Ca t C + Catr t 8 
*4 1 


für den Fall der Divergenz von > æ, über jede Grenze wächst, 
0 


die Bedingung der Konvergenz von Ila + a,) also nicht er- 
0 


füllt ist. Da p, in dem vorliegenden Falle mit » beständig 
wächst, so ist lim p, = + œo. 
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Im Falle der Konvergenz von > «, kann n so gewählt 
0 


werden, daß bei jedem r 


Capi F art 4, LLL 
sei; löst man S in die Summen 2,, Z, ..., Z, der Produkte 
von je 2, 3,... r Faktoren auf und beachtet, daß 


<(,,,t+0,,)<Q 
Z< le Sapi H Ean 


z< (e ayit: ae 


ist, so folgt, daß 
a+r 
Ilu+n+1<ere+ +r - 1724 riai 


wählt man qg derart, daß ig < wird, wozu nur a<r: 


genommen zu werden braucht, so ist die Bedingung (33) der 
Konvergenz erfüllt. 


Aus 
]lua+)- aHa) 


schließt man, weil die Reihe rechter Hand aus lauter positiven 
Gliedern besteht und der Grenzwert einer solchen von der An- 
ordnung der Glieder unabhängig ist (72, 2)), daß der Grenzwert 
eines konvergenten Produktes von der hier betrachteten Art 
auch unabhängig ist von der Anordnung der Faktoren. 

2) Ist «, >O für alle Werte des Zeigers, so ist das Pro- 


dukt [| [C — «,) konvergent, wenn die Reihe D, a, konvergent 
0 0 

ist, und divergent mit dem Grenzwerte Null, wenn die Reihe 

divergent ist. 


1— a, 
Da 1 — «= iye <i ah 


Ile-o< un. 
Lle+ +a) 


Czuber: Vorlesungen. L 3. Aufl. 13 


— - ist, so folgert man, daß 
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Ist nun > «œ, divergent, so ist nach dem vorigen Satze 
0 

lim [fe + «,) = œ, daher 

R = 0 0 


Io —«)=0. 


Aus der jetzt geltenden Entwicklung des Restproduktes: 
ntr 
IIu- a) = 1 — (enp tut" +0,,)t3- + 
a+l + (— yE 


ergibt sich, wenn > «œ, konvergiert, mit den vorhin benutzten 
ẽ 


Bezeichnungen: - 


ntr 
1— [| [0 e)< te + + Cntr) t Zt Z+ nn 
n+i 
q 
+ 2,< 1-gq’ 
und wenn g so gewählt wird wie unter 1), so wird 
ntr 
ı-] Ju-e)<e, 
n+l1 


womit die Konvergenzbedingung (33) erfüllt ist. 


Die Unabhängigkeit des [fa — &,) von der Anordnung 


0 
der Faktoren ergibt sich durch einen ähnlichen Schluß wie 
vorhin. 
3) Sind die «œ, verschieden beseichnet und positive wie 
negative in unbegrenster Anzahl vorhanden, so ist das Produkt 


la + 0,) konvergent und seinem Grenzwerte nach unabhängig 
0 
von der Reihenfolge der Faktoren, wenn die Reihe I, a, absolut 
0 


konvergent ist, d. h. wenn > | æ, | konvergiert. 
0 
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Das Partialprodukt p, von [I (1 + «,) enthalte n’ Fak- 


6 
toren mit positiven œ, — ihr Produkt heiße I. — und n” 
Faktoren mit negativen «, — ihr Produkt heiße /I,-; dann 


st#+n”=n und un 
Pa =m Hy Ile; 


mit » wachsen zugleich n’, n” über jede natürliche Zahl hinaus. 


Ist nun, wie vorausgesetzt wurde, > œ, absolut konvergent, 


so konvergiert (74) die Reihe aus den positiven «, und mit ihr 
dem Falle 1) zufolge auch das Produkt I], nach einem von 
der Ordnung der Faktoren unabhängigen Grenzwerte II’; es 
konvergiert aber auch die Reihe aus den negativen «, und mit 
ihr dem Falle 2) zufolge das Produkt II," nach einem von der 
Ordnung der Faktoren unabhängigen Grenzwerte JI”. Demzu- 


folge hat auch das Produkt [fo + «,) bei jeder Anordnung 


seiner Faktoren einen und denselben Grenzwert 
p= I I. 
Den absolut konvergenten Produkten stehen bedingt kon- 
vergente gegenüber; es sind dies solche, deren zugehörige aus 
positiven und negativen Gliedern in unbegrenzter Anzahl zu- 


sammengesetzte Reihe > «, bedingt konvergent ist (74). Hier 


kann nur von einem Grenzwerte bei bestimmter Anordnung der 
Faktoren die Rede sein; doch soll hierauf nicht weiter ein- 
gegangen werden. 
19. Beispiele. 1) Das Produkt 
(HALHA HAAA 
ist nur dann konvergent, wenn es die Reihe z + z? + z* 
++ --- ist, d. h. für z? < 1*). Dies zeigt auch das Partial- 


produkt n 
Pa= (1+2) (1 +a): A a) 
— +24. 4 at I — 


9 Diese Bedingung ist notwendig, damit die Glieder schließlich 
gegen Null konvergieren. Sie ist aber auch hinreichend, weil dann 
z+2?+-x2°’+x2'+ --. eine konvergente Majorante ist. 

Ä 18* 
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an; denn für ims»=-+ oo konvergiert dasselbe nur dann 
gegen eine bestimmte Grenze, wenn |x |< 1, und zwar gegen 
die Grenze 


= i—z 


2) Die Produkte 
WESER 
-H-H 0-H 


sind divergent — wegen der Divergenz der Reihe 7 + = 


++ , — und zwar divergiert das erste gegen + co, das 
zweite gegen Null. 
3) Das Produkt 


Hard 


ist konvergent; es hat bei dieser Anordnung der Faktoren 
einen bestimmten Grenzwert, einen anderen aber, wenn man 
die Reihenfolge der Faktoren abändert. 
4) Das Produkt 
2 2 4 4 6 6 


1 3 3 565 56 7 > 
auf die normale Form gebracht, lautet: 


(1+3) (G-a) (t+ a) C0) ta) 


und nun erkennt man seine Konvergenz, weil die Reihe 


1 1 1 1 1 
ists ats 


konvergent ist (76); aber auch hier ist die Konvergenz eine 
bedingte, weil die Reihe 2 + = + ++ = + Z +... oder 
1, 2,2 

Itrt+t75 +- - divergent ist*). 





*) Da +++: - + divergent ist (78, 1) und 71, 1)), so ist 
eg auch 
1 1 1 
ıtststr 
(78, 1)), umsomehr also 
i pyp... 
1'3 tō 
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5) Um das Produkt 
a ati at? 
D bpi b2”? 
in welchem a, b positive Zahlen bedeuten, zu beurteilen, bringe 
man es auf die Form 


a— U a— b a— b 
(Eee EL C +eFa 
uun erkennt man sogleich seine Divergenz aus der Divergenz 
der Reihe 


1 1 1 
Brorırtoyat 
(73, 3)); und zwar ist der Grenzwert des Produktes + oo für 
a>b und O für a <b. 
80. Reihen mit komplexen Gliedern. Die Unter- 


suchung unendlicher Reihen mit komplexen Gliedern führt auf 
Reihen mit reellen Gliedern zurück. Man definiert eine Reihe 
(35) lo + a, tat: 

deren Glieder komplexe Zahlen sind, als konvergent, wenn es 
eine komplexe Zahl s gibt derart, daß die Partialsumme s, 
aus den ersten n+ 1 Gliedern von (35) sich ihr bei unbegrenzt 
wachsendem n als Grenze nähert, so daß lim s, — s; die Zahl 


n= + o 
s bezeichnet man als Grenzwert der Reihe (35). Es läßt sich 
nun der folgende Satz erweisen: 
Die notwendige und hinreichende Bedingung für die Kon- 


tergeng der Reihe > a, besteht in der Konvergens der Reihe 
0 


aus den reellen Bestandteilen und der Reihe der Koeffisienten 
von i in den aufemanderfolgenden Gliedern ay, Gi, Qg.... 

Ist nämlich a,= «,+ ĝ,i, s=0 + ri, sind ferner o,, T, 
die Partialsummen aus den n + 1 ersten Gliedern der reellen 
Reiben 


(36) ~ot atat: 
(36%) bot Pit bett, 
so ist 


Sa = ho + at: -+ a= 0, + 17,3 


soll nun s der Grenzwert von s, für lim n = + ©© sein, s0 
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muß sich zu einem positiven beliebig kleinen e eine natürliche 
Zahl m derart bestimmen lassen, daß 
(87) | Sa — s | = | (0n — + - )i | < € 
ist für jedes n S m, wobei der absolute Wert einer komplexen 
Größe im Sinne von 6, d. i. als Modul derselben zu verstehen 
ist; denn eine veränderliche komplexe Zahl kann nicht anders 
der Grenze Null sich nähern, als daß dies der reelle Teil und 
der Koeffizient der imaginären Einheit, jeder für sich, tut; 
dann aber nähert sich auch der Modul der Grenze Null, da er 
die positive Quadratwurzel aus der Quadratsumnie der beiden 
genannten Zahlen ist. Statt also zu verlangen, die komplexe 
Zabl s,— s selbst konvergiere gegen die Grenze Null, kann 
man diese Forderung in bezug auf ihren absoluten Wert oder 
Modul stellen; dies ist aber der wesentliche Inhalt der Re- 
lation (37). 
Da nun 
tan VIER 

0, 6 | < | V(o,— 0)? + (7, — t} | 

ı Ta 7 | < (0, — o)? + (t, — T) 
so finden mit (37) gleichzeitig die Beziehungen 
(38) [oo| <e |„-r|l<e 
statt für jedes n S m; hiermit aber ist gesagt, daß die Reihen 
(36) und (36*) konvergent sind und die Grenzwerte ø, bzw. t 
besitzen (70). 

Es reichen aber auch umgekehrt die Beziehungen (38) 

zur Konvergenz von (35) hin; denn aus ihnen folgt: 


VI FR < V3, 


| (0—0) + (ra — r)i l= | sp — 8 | < y2 
für jedes n > m. 
Aus der für eine konvergente Reihe hiermit gewonnenen 


Beziehung 
Zum Zuti 2b, 
0 0 U 


folgt unmittelbar, daß die linksstehende Reihe nur dann einen 


und 


d. i. 
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von der Anordnung ihrer Glieder unabhängigen Grenzwert 
besitzt, wenn die Reihen 


Zum 2 
0 0 
absolut konvergieren, d. h. wenn auch die Reihen 
> | C, 2 > i Ê, | 
0 0 


konvergent sind. Wenn aber dies stattfindet, so konvergiert 
(71, 2)) auch die Reihe 


2 (la, + |B, ), 


a, |= Vat +B S a +P, 
so konvergiert (73, 1)) auch die Reihe aus den absoluten 


und weil 


Werten oder Moduln der einzelnen Glieder von > G,, 


die Reihe 
>> |a, 
ö 


Da man, von dieser letzten Annahme ausgehend, auf Grund 
der Ungleichungen 


e, | s Ve,’ + ß, = 4 
B, <i Vat + Ba, | 
wieder zur Konvergenz der Reihen > |a, | und > |8,| ge- 
0 0 


führt wird, so gilt der Satz: 
Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß die 


Reihe >a, bei jeder Anordnung ihrer Glieder konvergiere und 
0 

einen von der Anordnung unabhängigen Grenzwert besitze, be- 

steht in der Konvergenz der Reihe >i a, | aus den absoluten 


0 
Werten oder Moduln der Glieder, oder, wie man dies ausdriickt, 
in der absoluten Konvergenz der Reihe. 
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Im Wesen kommt also, wie dies schon eingangs angedeutet 
worden, die Untersuchung von Reihen mit komplexen Gliedern 
auf die Untersuchung einer oder zweier Reihen mit reellen 
Gliedern zurück. 


& 2. Beihen mit variablen Gliedern. 


81. Gleichmäßige Konvergenz einer Reihe mit va- 
riablen Gliedern. Die bisher betrachteten unendlichen 
Rechenprozesse mit konstanten Elementen (Gliedern, Faktoren) 
definieren, sofern sie konvergent sind, einzelne Zablen, rationale 
oder irrationale; insbesondere in dem letzteren Falle stellen 
sie eine bedeutsame Fortbildung der Arithmetik dar, insofern 
sie gestatten, Rechnungsergebnisse, die nur durch einen un- 
endlicheif Algorithmus darstellbar sind, mit jeder erwünschten 
Genauigkeit durch rationale Zahlen zu ersetzen, in welcher 
Form allein solche Ergebnisse praktische Verwendung finden 
können. 

Mit dem Übergang zu solchen Rechenprozessen, deren 
Elemente von einer Variablen abhängen, tritt eine wesentliche 
Änderung der Auffassung ein. Eine unendliche Reihe, deren 
Glieder eine Variable x enthalten, stellt eine Mannigfaltigkeit 
von so vielen Reihen der bisher behandelten Art dar, als dem 
x Werte erteilt werden können, und so weit diese Reihen kon- 
vergent sind, führen sie auf eine Mannigfaltigkeit von Zahlen, 
die jenen Werten von x zugeordnet sind; wie um eine Fort- 
bildung der Arithmetik vorhin, handelt es sich jetzt um eine 
Fortbildung der Funktionentheorie über jenes Gebiet hinaus, 
das durch eine endliche Anzahl arithmetischer Prozesse mit 
der Variablen beherrscht wird, also in das Gebiet der trans- 
sendenten Funktionen. 

Für einen Bereich der stetigen Variablen z sei eine un- 
begrenzt fortsetzbare Folge von eindeutigen reellen Funktionen 


(1) w= f(t) meh) WehlR),--- 
definiert; die aus diesen Funktionen gebildete unendliche Reihe 
(2) Wo t Uu Hut: 


sei nicht blos für einen einzelnen Wert von x, sondern für 
alle Werte eines Kontinuums («, ß), das jenem Bereiche an- 





Vierter Abschnitt. Reihen. 201 


gehört, konvergent; dann konstituieren die zu diesen Werten 
des x gehörigen Grenzwerte der Reihe (2) eine Funktion von 
Z, von der man sagt, sie sei durch die unendliche Reihe (2) 
definiert. Bezeichnet man diese Funktion mit f(x), so gilt für 
alle Werte x aus dem Intervall («, p) der Ansatz: 


(3) f(z) = > u, = >’ fa (2). 


Hiermit ist dem Begriffe nach folgendes ausgesagt: Ist x 
ein Wert aus («, ß), so läßt sich zu einem beliebig klein 
festgesetzten positiven & eine natürliche Zahl m bestimmen 
derart, daß 
(4) — Urt Wurst u, | <L E 
für alle n> m und jeden Wert von p aus der natürlichen 
Zahlenreihe, daß also auch insbesondere der zu der Partial- 
summe 


(5) Sp (2) = t trut tu 
gehörige Rest 
(6) r,(z) = %n+1 + u Unrst 


für æ > m seinem Betrage nach kleiner ist als e. Die Par- 
tialsumme s,(x) stellt dann für den betrachteten Wert x die 
Funktion f(z) mit einem Fehler dar, dessen absoluter Wert 
unter & liegt. Man kann den Inhalt der Gleichung (3) auch 
in der Form 


(7) f(z) = lim 5,(2) 
darstellen; gleichzeitig findet die Beziehung 
(8) lim r (£) = 0 

n= 4+0 
statt. 


Die natürliche Zahl m, welche zu einem gegebenen z ge- 

hört derart, daß 
|æ) |< E 

für jedes n> m, wird — das liegt in der Natur der Sache — 
für verschiedene Werte von x auch verschiedene Werte auf- 
weisen; das heißt mit anderen Worten so viel, daß man, um 
einen festgesetzten Grad der Annäherung an den Grenzwert f(x) 
zu erreichen, in der Folge der Partialsummen bei verschiedenen 
Werten von x verschieden weit vorschreiten muß. 
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Gibt es aber unter den m, welche zu verschiedenen Wer- 
ten des x aus dem Intervalle (æ, ß) gehören, ein größtes, 
M, so wird dieses für alle Werte von x die Bedingung er- 
füllen, daß 

Ire) |< e 
für jedes n> M. In diesem Falle bezeichnet man die un- 
endliche Reihe (2) als gleichmäßig konvergent in dem Inter- 
valle (æ, ß). 

Wenn dagegen kein größtes m bezeichnet werden kann, 
wenn also zu einer beliebig großen natürlichen Zahl x ein z 
aus (x, ß) angegeben werden kann, für welches das zur Relation 
|r (z)| <£ gehörige m größer ist als x, dann heißt die Reihe 
in dem Intervalle («, $) ungleichmäßig konvergent. 

Hiernach hat man folgende Definition: Die Reihe (2) heißt 
in dem Intervalle (a, B) gleichmäßig konvergent, wenn su einem 
beliebig kleinen positiven € eine natürliche Zahl m sich so be- 
stimmen läßt, daß für jeden Wert von x aus dem genannten 
Intervalle 

| r.) | < £, 
sobald nS m ist. 

Die Reihe (2) kann für einen Wert x aus («, f) entweder 
absolut oder bedingt konvergent sein; ersteres findet statt, 
wenn alle ihre Glieder gleich bezeichnet sind, oder, falls sie 
ungleich bezeichnet sind, wenn auch 


| wo | + | | +| |t 
konvergent ist; nur in diesem Falle hat f(x) die Eigenschaften 
einer Summe von (2). Bei bedingter Konvergenz ist der Wert 
von f(x) mit der Anordnung der Glieder untrennbar verbunden. 

Ist die Reihe (2) für jeden Wert von x aus («, ß) absolut 
konvergent, so nennt man sie absolut konvergent in dem Inter- 
valle («, ß). 

Was die Stetigkeit des Grenzwertes f(x) in dem Inter- 
valle («, f) anlangt, so möge vorerst nur folgendes bemerkt 
werden. Nach einer am Schlusse von 18 gemachten Bemer- 
kung ist eine endliche Summe von stetigen Funktionen selbst 
wieder eine stetige Funktion. Wie die Beispiele der nächsten 
Nummer zeigen werden, gilt dies für den Grenzwert einer un- 
endlichen Reihe aus stetigen Funktionen nicht immer; zugleich 
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wird die Wahrnehmung gemacht werden, daß das Unstetig- 
werden des Grenzwertes und ungleichmäßige Konvergenz der 
Reihe nebeneinander hergehende Erscheinungen sind. 
82. Beispiele. 1) Die Reihe 

sin x sin2z  ein3x 

Ze tige ter 
ist für alle Werte von x absolut und gleichmäßig konvergent. 
Denn es ist die Reihe 


1 1 1 
5 tas +33 +.. 
konvergent (73, 1)), infolgedessen auch die Reihe 
igl + |sin 2z] pmi Linz] +, 


weil ihre Glieder im allgemeinen kleiner, in keinem Falle 
grüßer sind als die korrespondierenden Glieder der vorangehen- 
den (73, 1)). Dadurch ist die absolute Konvergenz erwiesen. 

Aus der Konvergenz der Vergleichsreihe folgt, daß sich 
eine natürliche Zahl m bestimmen läßt derart, daß 





tat tr <e 
für jedes n > m; da nun für jedes x 
sin +1)z , sinn +2), Br AA oo 
a t ag tU LFT apt 
so ist auch für jedes z 

'sin (n+ 1i)x , sin (n4 2)z 

at t apy TULE 














sobald n> m; damit ist die gleichmäßige Konvergenz dargetan. 
2) Aus den Funktionen 
vw-1l, var, wel,... 
bilde man nach Vorschrift von 69, 2) die Reihe: 
(o — v) (i — v) + (ts — 0) + +++, 


(1 —z)+ (1—x)z + (1 — z) + 
welche nach den dortigen Ausführungen konvergent ist, wenn 
lim v, eine bestimmte Zahl v entspricht, und zwar ist dann 


n= 4+ œo 


t—v ihr Grenzwert. Nun aber hat v, = x" nur dann einen 
bestimmten Grenzwert, wenn | x | <1 oder wenn z = 1, und 


d. i. 
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zwar ist im ersten Falle dieser Grenzwert v = 0, im zweiten 
Falle v = 1; sonach hat die vorliegende Reihe für alle Werte 
x aus dem Intervalle (— 1, + 1), mit Ausschluß der unteren 
Grenze — 1, einen bestimmten Grenzwert, nämlich für alle 
Werte zwischen — 1 und + 1 den Grenzwert 1, für r=+ 1 
selbst den Grenzwert 0; die Reihe definiert also eine im all- 
gemeinen stetige (weil konstante) Funktion, welche jedoch an 
der Stelle zv = + 1 unstetig wird. 

Um die Art der Konvergenz näher zu prüfen, bilden wir 
den Rest 


. () — U + ra Ynes) tr; 
dieser hat für | x | <1 den Grenzwert v,,, = z"+', so daß 
(a) = art; 
verlangt man nun zu einem gegebenen 1> > die zugehörige 
Zahl m, so ist die Relation 
| gut | <E 


nach n zu lösen und dies gibt, wenn man beachtet, daB im 
natürlichen Logarithmensystem (wie in jedem System, dessen 
Basis größer ist als 1) zu dem kleineren von zwei echten 
Brüchen der dem Betrage nach größere Logarithmus gehört, 
le ` 
n > HES — 1 ’ 

so daß m die nächste über dem Wert der rechten Seite liegende 
ganze Zahl ist. 

Indem sich nun |zx: der Grenze 1 nähert, wächst die Zahl 
m über jeden Betrag hinaus; in der Nähe der Stellen —1 und 
+ 1 hört die Reihe auf gleichmäßig konvergent zu sein, sie 
ist es aber in jedem Intervalle, dessen Grenzen dem absoluten 
Werte nach kleiner sind als 1. 

3) Aus der unbegrenzten Folge von Funktionen 

1 1 1 
=, SFF S grp’ 

entsteht nach der in 2) befolgten Vorschrift die Reihe 
+ 


x x T 
ien t epyër+i terpes 
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für z >O sind alle v endlich und stetig, ebenso alle Glieder 
der Reihe, und weil unter dieser Voraussetzung 


lim v, = lim 0 
n=+m 


ist, so hat die Reihe den von z unabhängigen Grenzwert 
ņ=1. Fürz=0 ist lim v,=1, der Grenzwert der Reihe 


n=+o® 
also 0. Die Reihe definiert demnach in dem Intervalle (0, + oo) 
eine im allgemeinen stetige (weil konstante) Funktion, die 
jedoch an der Stelle z = O unstetig wird*). 
Um die Art der Konvergenz kennen zu lernen, bilde man 
den Rest 


r„(2) = (41 — v.5) + (Uu43— Vu4s) + "3 


t! _ 
nz+1i 





dieser hat für z >O den Grenzwert v,,, = m — aus 
der Relation 
1 
a++ S 
folgt n > "Z?_1. Die zus gehörige Zahl m wächst also, 


Er 
indem x sich der Grenze O nähert, über jeden Betrag hinaus; 
in der Nähe dieser Stelle hört die Reihe auf gleichmäßig zu 
konvergieren, ist es aber in jedem Intervalle (0, + oo), dessen 
untere Grenze 0 > 0 ist. 


83. Stetigkeit des Grenzwertes einer gleichmäßig 
konvergenten Reihe. Aus der Stetigkeit der Glieder einer 
konvergenten Reihe von Funktionen der Variablen x kann also 
auf die Stetigkeit der durch die Reihe definierten Funktion 
im allgemeinen nicht geschlossen werden; wenn jedoch die 
Konvergenz als eine gleichmäßige erwiesen ist, dann tritt der 
folgende Satz in Kraft: 

Wenn eine unendliche Reihe, deren Glieder stetige Funk- 
tionen von x sind, in dem Intervalle («, B) gleichmäßig konver- 


— 


* In dem Intervalle (— oo, 0) müßten die Werte 


1 1 1 1 
1’ 2 ' 3’ 4’ 





z= — 


die gegen Null hin immer dichter zusammenräcken, ausgeschlossen wer- 
den, weil fär jeden solchen Wert eine der Funktionen v und daher zwei 
Glieder der Reihe nicht definiert sind. 
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gent ist, so ist ihr Grenswert eine in diesem Intervalle stetige 
Funktion von x. 

Zwischen dem Grenzwerte f(x), der Partialsumme s,(z) 
und dem zugeordneten Reste r,(r) besteht die Beziehung: 


f (2) = 8,(2) + r,(2); 


der Behauptung des Satzes zufolge muß sich zu einem beliebig 
festgesetzten positiven s ein positives d so bestimmen lassen, 


daß (17, 
fd —-f@)I<e 


für jedes Wertepaar x, x’ aus («, ß), für welches |e—z’ < ò. 
In der Tat, vermöge der gleichmäßigen Konvergenz kann 
n so groß gewählt werden, daß für jedes x aus («, ß) 


In@)l<z, 
also auch 
In@)I<z; 


da ferner s,(x) als endliche Summe stetiger Funktionen selbst 
stetig ist, so läßt sich ein positives d so festsetzen, daß 


| s,(2) — Sp (2) | < > 


wenn nur 2— x < ô. Hieraus folgt, was zu beweisen war, 


nämlich: 
If) — f) | 
= | (2) — p2) +r) rN EHM. 


84. Potenzreihen. Unter den Reihen mit variablen 
Gliedern sind am wichtigsten die Potensreihen. Man versteht 
unter einer Potenzreihe eine Reihe, deren jedes Glied das Pro- 
dukt aus einer Konstanten — dem Koeffizienten — und aus 
einer ganzen positiven Potenz der Variablen z ist; ihre all- 
gemeine Form lautet demnach: 


(9) Pr) tar tat; 
unter @,, @,, @,,... sollen, wenn nichts anderes bemerkt wird, 
reelle Zahlen verstanden werden. 


Aus den allgemeinen Sätzen über die Konvergenz unend- 
licher Reihen kann zunächst der folgende Satz abgeleitet werden. 
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Konvergiert der Quotient | mit beständig wachsendem n 
+1 

gegen eine bestimmte Grenze 1 (welche auch O oder + oo sein 
kann), so ist die Reihe (9) absolut konvergent für alle Werte 
vn z, für welche | x | <A; über ihr Verhalten bei x = — å 
md z — å selbst läßt sich zunächst keine bestimmte Aussage 
machen. 

Man nennt (— 2,1) das Konvergenzintervall, A wohl auch 
den Konvergensradius*). 

Bezeichnet man nämlich die aus den absoluten Werten 
der Glieder von (9) gebildete Reihe 


la l+ |az |+] az |t. 
allgemein mit -+ t, + t +---, so ist 











ESE 
2, el. 


“+1 
— = 
U 





Hat nun |_% 
s+1 


| 
besitzt an den Grenzwert - und es ist 





für lim n = + oo den Grenzwert A, so 





o “ati |zl, 

lim Tin = J ; 
somit ist die Reihe (9) absolut konvergent, wenn |x | <A 
(13,2); 74); für | z | = A ist aber kein allgemeines Urteil 
1 ist, 





möglich, weil dann lim 


*) Diese Bezeichnung weist auf eine allgemeinere Auffassung der 
Potenzreihen hin, bei der æ nicht wie hier als reelle, sondern als kom- 
plexe Variable, =E&-+ in (worin &,n reelle Variable bedeuten) und 
die Koeffizienten auch als komplexe Zahlen vorausgesetzt werden. Bei 
geometrischer Darstellung von æ in der Zahlenebene (6) ist dann der 
Bereich derjenigen Werte von z, für welche ®(z) konvergiert, durch 
einen Kreis vom Radius 4, beschrieben um den Ursprung $ = 0, n = 0, 
begrenzt, den man den Konvergenzkreis von P(x) nennt. Bezüglich der 
Theorie der Potenzreihen in dieser umfassenderen Auffassung ist zu ver- 
weisen auf den Artikel „Algebraische Analysis“ von A. Pringsheim- 
G. Faber in Bd. II 3 der Enzykl. der mathem. Wissensch., Leipzig 1909, 
p. 1—46, woselbst auch ausführliche Literaturangaben. 
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Hat | den Grenzwert + oo, so besitzt 





“ata den 
Grenzwert 0, "and welches auch der Wert von | z | gein mag, 


es ist immer lim “rti = Q0, die Reihe (9) daher absolut kon- 


vergent für jeden endlichen Wert von z; man nennt sie dann 
beständig tonvergent. 





| | Qai 


Konvergiert ꝗ — Begen die Grenze Null, so hat S 


“ati 





den Grenzwert + oo und denselben Grenzwert besitzt - für 


jedes | x | > 0; die Reihe ist für keinen Wert von z konver- 
gent außer für x = Q0 (im uneigentlichen Sinne), weil sie sich 
dann auf ihr Anfangsglied a, reduziert; man nennt sie in diesem 
Falle beständig divergent. 

Man hat daher niemals konvergente, beständig konver- 
gente und in einem endlichen Intervalle konvergente Potenz- 
reihen zu unterscheiden. Ein Beispiel der ersten Art bietet 
die Reihe 

ee Be 

weil lim —"- = lim —— = 0; ein Beispiel der zweiten Art 

Gn+1 n TS 1 
die Reihe 

x æ’ g’ 
lī tiatygs t? 

weil lim -mn = lim (n + 1) = + 00; ein Beispiel der dritten 

n+l 
Art die Reihe 





x z? g 
— m + — tety 
1 2 8 
weil li I an . n+i 
ei m = lim —— = 1, so daß (—1, +1) das Kon- 


n+1 
vergenzintervall ist; an den Grenzen dieses Intervalls zeigt die 
Reihe ein verschiedenes Verhalten: sie ist für r=-+ 1 bedingt 
konvergent (77, 1)), für xz = — 1 divergent (73, 1)). 

85. Erster Abelscher Satz über Potenzreihen. In 
die Natur der Konvergenz der Potenzreihen führen die von 
Abel hierüber angestellten Untersuchungen ein, deren Ergebnis 
in zwei Sätzen zusammengefaßt werden kann. Der erste dieser 
Sätze lautet: 
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Wenn die absolulen Werte der Glieder einer Potengreihe 
'9) für einen Wert x = X der Variablen insgesamt unter einer 
Grenze x bleiben, so ist die Reihe absolut konvergent für jeden 
Wert von x, für welchen | x | <| X |. 

Nach Voraussetzung ist für jede natürliche Zahl n 





| aX" | < x, 
folglich 
la," | = a X (2) <l ', 
d.h die Glieder der Reihe | | 
(10) [aji +lazi+ |a] t.s; 


sind kleiner als die korrespondierenden Glieder der geometri- 
schen Reihe 


diese ist konvergent, wenn | z | <1, also wenn |2| <| X |; 


dann ist auch die Reihe (10) konvergent (73, 1)) und somit 
die Reihe (9) absolut konvergent (75). 

Aus dieser Vergleichung kann überdies bei bekanntem x 
eine obere Grenze für den Fehler abgeleitet werden, welcher 
begangen wird, wenn man sich bei der Reihe (9) auf die 
Summe der ersten n +1 Glieder beschränkt; es ist nämlich 


rl a, pa HHA a tHL a, pa HHH 
yx n+i 
"Ixi 

g? 
t= | X | 
der absolute Betrag dieses Fehlers also kleiner als die zuletzt 
angeschriebene Größe. 

Aus diesem Satze können die nachstehenden Folgerungen 
gezogen werden. 

1) Ist die Reihe (9) für v= X konvergent, so ist sie 
auch für jeden Wert von x, dessen absoluter Betrag kleiner 
ist als | X |, konvergent. 

Denn da sie für v= X konvergiert, so sind für diesen 
Wert alle ihre Glieder endlich, liegen also insgesamt unter 


einer Grenze x. 
Czuber, Vorlesungen. L 3. Aufl. 14 


% 





a+1 142 


Z T 
<x Y t x +... = 
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2) Ist die Reihe (9) für = X divergent, so ist sie es 
auch für jeden Wert von z, der dem Betrage nach größer ist 
als | X |. 

Wäre sie nämlich für einen solchen Wert — gegen die 
Behauptung — konvergent, so müßte sie für den Wert X zu- 
folge 1) auch konvergent sein — gegen die Voraussetzung. 

3) Gilt bezüglich X die in dem obigen Satze getroffene 
Voraussetzung, so ist die Reihe (9) in jedem Intervall («, ß), 
dessen Grenzen dem Betrage nach kleiner sind als | X |, gleich- 
mäßig konvergent und definiert daher in einem solchen Inter- 
valle eine stetige Funktion f(x)*) von x (83). 

Man kann nämlich einen Wert z’ annehmen, dessen Be- 
trag | x’ | größer ist als |« | und | £ | (also auch größer als 
die Beträge aller Werte aus («, ß)) und doch kleiner ist als 
| X |; dem Satze zufolge ist die Reihe für diesen Wert absolut 
konvörgent, daher kann die natürliche Zahl m so bestimmt 
werden, daß 


| App T "t? + | appa T” t? | Heee 
für jedes n > m, wobei & eine beliebig klein festgesetzte posi- 
tive Zahl bedeutet. Ist nun x ein Wert aus dem Intervall 
(œ, B) [mit Einschluß der Grenzen], so ist wegen | x] < |r! 
um so mehr 

| anp TH? H I angat) + <5 | 
und da endlich 
1, (2) = app Tt tr Si at Hart 
so ist auch, und zwar für jeden Wert aus («, ß) [mit Ein- 
schluß der Grenzen] 

In@l<e; 
dadurch ist aber die gleichmäßige Konvergenz erwiesen (81). 
Aus der Stetigkeit der durch die Reihe definierten Funk- 

tion ergibt sich der folgende Schluß: Ist z, ein Wert von z, 
dessen Betrag kleiner ist als | X |, und konvergiert x gegen 





*, Zum Unterschiede von dem rein formalen Zeichen ®(x) für die 
Potenzreihe ohne Rücksicht auf deren Konvergenz oder Divergenz. Man 
kann aber auch übereinkommen, unter P(x) die durch die Reihe, soweit 
sie konvergent ist, definierte Funktion zu verstehen. 
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die Grenze z,, so konvergiert f(x) gegen die Grenze f(z,), 
d. h. es ist 
f£) = lim f(x) = a + a, £o + agt +. 
z= zo 


Insbesondere folgt daraus 
f (0) = ho» 
s0 da eine durch eine Potenzreihe definierte Funktion für 
x= Q0 nur dann verschwindet, wenn die Reihe kein von v 
freies Glied enthält. Wenn allgemein 
FG) = a, + appt 
und wenn die Reihe konvergiert für alle Werte von z, die ab- 


solut genommen kleiner sind als | X |, so konvergiert für die- 
selben Werte auch die Reihe 


aa t anyi? t 0,43 + = Q (2) 


und es ist 
l fd = o(a), 
und da g(x) für x= Q nicht verschwindet, so hat die Gleichung 
f(z) — 0 


x = 0 zur n-fachen Wurzel. 


86. Zweiter Abelscher Satz über Potenzreihen 
Durch die letzte Folgerung ist die gleichmäßige Konvergenz 
einer Potenzreihe und die Stetigkeit der durch sie definierten 
Funktion für jedes Intervall erwiesen, das innerhalb des Kon- 
vergenzintervalls liegt. An den Grenzen dieses Intervalls selbst 
kann die Reihe verschiedenes Verhalten zeigen; sie kann un- 
bedingt oder bedingt konvergent, sie kann aber auch divergent 
sein (s. letztes Beispiel in 84). Für die Einbeziehung der 
Grenzen des Konvergenzintervalles ist nun der folgende Abel- 
sche Satz von Wichtigkeit: 

Ist die Potenzreihe (9) für x= ß konvergent, so ist sie in 
jedem Intervalle (œ, ß), dessen untere Grenze dem absoluten Werte 
nach kleiner ist als |ß|, mit Einschluß der Grenzen gleichmäßig 
konvergent und stellt somit eine in dem Intervall (œ, B) stetige 
Funktion von x dar. 

Es genügt, den Beweis blos für das Intervall (0, p) bzw. 


(8, 0) zu führen, je nachdem ß>0O oder <0; denn für 
14* 
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(æ, 0), bzw. (0, œ), wo |« | < | B |, besteht die gleichmäßige 
Konvergenz schon auf Grund von 85, 3), 1). 
Setzt man 


(11) TaB) = an1 b"tI F app b" H, 

so läßt sich der Voraussetzung und dem Begriff der Konver- 
genz gemäß (70) zu einem beliebig klein festgesetzten positiven 
e eine natürliche Zahl m so feststellen, daß alle Partialsummen 
von (11), — sie mögen mit 

Ois Oz, Ogy». 
bezeichnet werden —, dem Betrage nach kleiner sind als g, 
sobald nur „> m. Nun ist 
at ta sh tr+ + Qp +ph t? 
=0, + (0, — 6,) + (o, — 6,1); 
multipliziert man die aufeinanderfolgenden Glieder dieser p 


Glieder umfassenden Summe mit den positiven, dem Betrage 
nach abnehmenden Zahlen 


(12) O1, Oas.. -s Ops 
so entsteht die Gleichung: 
Q„41B" +0, + 0,43 ß"*”6, ++ RN aaa 6, 

= 0,0, + (0 —- 0) ++ [op — %,-1)6, 

= 0; (6, — 68) 4 d; (0; — 68.) ++ 6,_1(9,-1—- p) + 0,0,; 
aus der zweiten Form der rechten Seite, in welcher der Vor- 
aussetzung gemäß 0,— 0z, &,—0,,... 0,_,— 6,, 0, positive 
Zahlen sind, geht folgendes hervor. Da alle o,, 63, ... o, dem 
absoluten Betrage nach kleiner sind als €, so wird diese rechte 


Seite dem Betrage nach vergrößert, wenn man statt der o, 
Oz, ... 0, durchwegs & setzt; daher ist 


au,. — aapt O | < £b,; 


sind nun überdies die Beträge der Zahlen 0 unter der Einheit 
gelegen, so daß auch das größte 0, < 1, so gilt umsomehr 


(13) | a, +1 B”+"0, + a, 43ß" tr 0 + O. + aa +pb"t O, | < E. 
Eine Zahlenreihe von den Eigenschaften der Reihe (12) ist 


ee” 
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wenn nur | z | < | ß | und z, $ gleich bezeichnet sind; führt 
man sie in (13) ein, so entsteht 
| aat + apt? + + nppl t? | <e. 
Diese Relation, giltig für jedes p aus der Reihe 1, 2,3... und 
für jedes x, das mit ß gleichbezeichnet dem absoluten Betrage 
nach kleiner ist als ! ß , nach der Voraussetzung aber auch 
giltig für z = ß selbst, beweist in der Tat die gleichmäßige 
Konvergenz der Reihe (9) in dem Intervall (0, 8) bzw. (ß, 0) 
mit Einschluß der Grenzen, und mit Berücksichtigung der an 
die Spitze des Beweises gestellten Bemerkung findet nun die 
gleichmäßige Konvergenz in dem ganzen Intervall («, ß) statt, 
wenn nur |@ | <|Pß- 
Aus diesem Satze ergibt sich folgende wichtige Folgerung: 
Ist f(x) der Grenzwert der Reihe (9) auf ihrem Konvergens- 
gebiete (a, P) mit Einschluß der Grengen, und nähert sich x 
der Grenze B durch Werte, welche dem absoluten Betrage nach 
kleiner sind als ß, so nähert sich f(x) vermöge seiner Stetigkeit 
der Grenze f(ß), so daß _ 
f(B) =at ab + ap. 
Dieser Schluß dürfte nicht gemacht werden, wenn die Reihe 
(9) für x = ß nicht konvergent wäre, selbst wenn f(x) an der 
Stelle x = ß stetig wäre. 
Zwei Beispiele mögen dies erläutern. Die Reihe 

z ora 

ı 2 3 
ist konvergent in dem Intervalle (— 1, +1) und auch an der 
oberen Grenze desselben (84); daher ist, wenn f(x) den Grenz- 
wert dieser Reihe bezeichnet, soweit sie konvergiert, auch 


Die Reihe 
lrt.. 
hat, solange sie konvergiert, d. ìi. für | z | < 1, den Grenzwert 


f (=)=; derselbe ist auch für x = — 1 stetig und doch 


darf nicht 


-1-14+41-... 


e| 
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gesetzt werden, weil die definierende Reihe an der Grenze 
z=— 1 nicht mehr konvergiert. 

Die Reihe des ersten Beispiels ist zugleich ein Beleg da- 
für, daB man bei einer Potenzreihe, welche gerade und ungerade 
Potenzen von z enthält, aus der Konvergenz für z = ß nicht 
auch auf die Konvergenz für x= —ß schließen darf; bei einer 
Reihe, welche nur gerade oder nur ungerade Potenzen enthält, 
ist dieser Schluß immer zutreffend. 

87. Abgeleitete Reihen. Für jeden Wert von x, für 
welchen die Potengreihe (9): 

PE) = a+ az + aat- 
konvergent ist, ist auch die aus den Differentialquotienten der 
einzelnen Glieder gebildete Reihe 





(14) Plz) = la, +2,27 + 3r + --- 
konvergent. 

Existiert nämlich für die. Reihe (9) der Grenzwert 
lim |2» | und heißt er 2, so ist diese Reihe konvergent für 





n= +o | On + 1 
alle Werte innerhalb des Intervalles (— A, +4) (84). Be- 
zeichnet man aber die Koeffizienten der Reihe (14) mit A,, 


Ay, A, ..., 80 ist n |s 











n |, es hat demnach 








Ayyrı + : Qu 41 
Án | denselben Grenzwert wie || und die Reihe (14) 
ntl n+i 











ist demselben Satze zufolge absolut konvergent für die näm- 
lichen Werte von x wie (9) 
Hiernach ist also beispielsweise mit der Reihe 
lret.. 
gleichzeitig die Reihe 
1+22+327°+--- 
-absolut konvergent, solange | x | <1. 
Unabhängig von der Existenz des Grenzwertes für ! 





a, +1! 
kann die obige Behauptung auch so erwiesen werden. An- 
genommen, für den Wert z = X seien die Glieder von (9) 
dem absoluten Betrage nach unter der positiven Zahl % ge- 


legen, also 
| a X" | <k 
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für jedes n; dann ist dem ersten Abelschen Satze gemäß (9) 
absolut konvergent für jedes z, wofür |z; < X|. Nun aber 
gilt bezüglich des allgemeinen Gliedes von (14) der Ansatz: 


-1 _ n m æ\”-1]| 
20,7" = hX (x) | 
— g n-i R k | £ la- 
x [AZ| <jx eig" 
infolgedessen, wenn man 
oT ' 
x Tt 


setzt, 
la i+1242 +, 3m; tig (l+ a+ 3H); 


macht man von der vorhin gemachten Feststellung Gebrauch, 
wonach die rechts stehende Reihe konvergent ist bei g <1, 
so folgt daraus, daß auch die Reihe 


| la | +|12,21+13,2?|+--- 


konvergent und infolgedessen die Reihe (14) absolut konver- 
gent ist für alle z, welche dem absoluten Betrage nach kleiner 
sind als | X |. 

Auf Grund von 85, 3) ist die Konvergenz von (14) in 
jedem Intervalle, dessen Grenzen dem Betrage nach kleiner sind 
als : X|, eine gleichmäßige und ist der Grenzwert von (14) 
ebenso wie der von (9) eine stetige Funktion von z. 

An den Grenzen des Konvergenzintervalls darf, selbst wenn 
für diese die Reihe (9) konvergent ist, auf die Konvergenz der 
Reihe (14) nicht geschlossen werden. So ist die Reihe 


x x? x? 
Ja + a Harte 


auch an den Grenzen — 1, + 1 ihres Konvergenzintervalls und 


zwar absolut konvergent, die aus ihr nach Vorschrift von (14) 
gebildete Reihe 


1 z g’ 
at styrt' 
ist an der unteren Grenze bedingt konvergent, an der oberen 
aber divergent. 


Durch wiederholte Anwendung des an die Spitze dieses 
Artikels gestellten Satzes ergibt sich die folgende Tatsache: 
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Die aus einer Potensreihe 
(9) B(x) = æ + ac + agp... 
durch wiederholte gliedweise Differentiation abgeleiteten Potens- 
reihen: 
P (1) = la, + 20,2 + 30,2” + ... 
P(r) = 2- 1q +3- 200 +4- 3a, 


(15) P(r) = n(n _ 1) ... la, + (n 4 1)n . 2a, T 
+ (n +2)(n +1)--- 3a, t+- 


sind innerhalb desselben Intervalls konvergent, innerhalb dessen 
die ursprüngliche Reihe komvergiert, und definieren eine unbegrenste 
Folge in diesem Intervalle stetiger Funktionen.*) 

88. Differentialquotienten einer konvergenten Po- 
tenzreihe. Taylorsche Reihe. Die Bedeutung der vor- 
stehenden Funktionen wird sich auf Grund des folgenden, für 
die Analysis wichtigen Satzes ergeben: 

Ist f(x) eine durch eine konvergente Potenzreihe definierte 
Funktion, so läßt sich f(x + h), sofern auch x+h dem Kon- 
vergensintervall angehört, durch eine nach h fortschreitende Potenz- 
reihe darstellen. 

Es sei also 


(16) f(a =at arta H tar +:-- 
und die Reihe konvergiere für alle Werte von x, welche dem 


Betrage nach kleiner sind als | X'; sei z ein solcher Wert 
und h so bestimmt, daß 


(17) IhI<IX|I-|e|, 
so daB also |x | + | % | und somit auch | x +h | dem Kon- 
vergenzintervall angehört; dann gilt auch 
(18) fath)=a,+ta,(ath)ta,(c+th)? +. +a +Hh +. 
In dieser Gleichung werde x als ein fester Wert und h als 


Variable angesehen; dann ist die absolute Konvergenz der 
Reihe (18) für alle Werte von h, welche der Bedingung (17) 








* Die Zeichen H(z), B”(z),... sind nur Symbole für die durch 
gliedweise Differentiation von (z) entstandenen Potenzreihen. 





Vierter Abschnitt. Reihen. 217 


genügen, feststehend; man darf daher die einzelnen Glieder 
durch die Gliedergruppen, welche sich nach Ausführung der 
Potenzen von z+- h ergeben, ersetzen und die Glieder beliebig 
umstellen und zusammenfassen, insbesondere diejenigen mit 
gleichen Potenzen von h vereinigen: denn alle diese Operationen 
sind vermöge 72, 3) und 2) an der aus (18) abgeleiteten Reihe 


++ alleit Atlas | (IE HAT + --- 
gestattet, folglich auch an (18) selbst. Nach ihrer Ausführung ist 
18%) fett) =u tuh tuhk t- +uhr+--- 
und zwar ist 


=+ q , . . 

u (i)a CG)art (i)a 
= J [la +2,2 +30,2°+--.] 

m= (2) at (3) a(g) at 


- 1,[2-1,+3-20,0+4-30,0°+.] 


“a= (+) a, + (3) anyit + et À CAET Zn DEE 
= s- [n(n —1)...la,+(n +1)n--- 2a, ,,2 
+n+2)(n+1)...3a,,2"+--:]. 
Es ist also u, = f(x) und u, %,...%,,... sind die durch die 
Faktoriellen von 1, 2,...n,... bzw. dividierten Grenzwerte 
der Reihen (15), welche als gleichzeitig konvergierend mit der 
Reihe (9) erwiesen worden sind. 
Aus (18*) folgt hiernach zunächst: 
hì — 
fe+h -fe = t, + th +... + uh” -1+ ee, 
wobei die Reihe rechts für dieselben Werte von h absolut 
und gleichmäßig konvergent ist wie (18), d. i. für Werte, 
welche der Bedingung (17) genügen. Läßt man nun h gegen 
die Grenze Null konvergieren, so konvergiert die rechte Seite 
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gegen den Wert u, (85, 3)), die linke aber hat zum Grenz- 

wert den Differentialquotienten der Funktion f(x); mithin ist 

| ()=-w-la +2,2 +32’ +--- 

Dadurch ist aber auch die Bedeutung aller übrigen Reihen in 

(15) gegeben, da jede folgende aus der vorangehenden ebenso 

abgeleitet ist, wie die erste aus der Reihe (9); es ist also: 
@)=2- la, +3: 202 +4 Bach. 


F(a) = n(n — 1.. ‚1a, 4+ (n+ Yn.. 2a, 
HHIH... Bat 


Dieses Ergebnis fassen wir in dem Satz zusammen: Die 
durch nmalige gliedweise Differentiation einer konvergenten Po- 
tengreihe entstandene Potenzreihe hat für alle Werte von x inner- 
halb des gemeinsamen Konvergenzintervalls beider Reihen zum 
Grenewerte den n-ien Differentialquotienten des Grrenswertes der 
ursprünglichen Reihe. Man spricht es kurz dahin aus, eine 
konvergente Potenzreihe werde differentiiert, indem man sie 
gliedweise differentiiert, also wie eine endliche Summe von 
Funktionen behandelt. 

Hiernach ist nun 


, n) 
t = f (2), f (0) KONE == - f (x) 


um, T; W=7 . Wan 1-2...) 


und die endgültige Form von (18*) lautet: 


19) fat) HA Ar. Dr, 
gültig, solange 
Izl<IX|l, IAl<IX|-Iel. 

Die Entwicklung (19) führt den Namen der Taylorschen 
Reihe für die Funktion f(x + h); ihre Ableitung erfolgte unter 
der Voraussetzung, daß f(x) der Grenzwert einer konvergenten 
Potenzreihe sei. 

Als konvergente Potenzreihe kann auch jede rationale ganze 
Funktion von x angesehen werden; ihr Konvergenzintervall er- 
streckt sich über das ganze Gebiet der reellen Zahlen; ist 


fd n+ mE + ma + + aan, 
f"!(a)=n(n—1)...1-a 


so ist 
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und jeder höhere Differentialquotient gleich Null; für eine 
solche Funktion bricht also die Taylorsche Reihe ebenfalls mit 
dem (n + 1)-ten Gliede ab und lautet: 


, r» (r) 
0) f+ = fet Ert mr... 4 m 
sie ist hier gültig für jeden endlichen Wert von z und von à. 
89. Identische Gleichheit zweier Potenzreihen. Um 
die Bedingungen festzustellen, unter welchen swei Potenzreihen 
eme und dieselbe Funktion darstellen, weisen wir zunächst den 
folgenden Satz nach: 
Wenn die durch die konvergente Potenereihe 
tar tan t... 
definierte Funktion f(x) für alle Werte von x aus einem beliebig 
engen Intervall (— ô, + 6) Null ist, so ist sie für alle Werte 
von x gleich Null, weil dann die Koeffisienten der Potensreihe 
sämtlich verschwinden müssen. 
Weil der Wert x = O dem Intervall angehört, so ist 
f(0) = a = 0; 
daher ist o) ° 
fa) =ar +a -= lH aH), 
und soll dies letzte Produkt an jeder Stelle von (— ô, + ô) 
gleich Null sein, so muß 
atarte 
für alle diese Werte von z verschwinden, wofür wieder 
a =0 
notwendige Bedingung ist; dann aber ist 
fa) ++ atmet), 
und damit das Produkt rechter Hand an allen Stellen des 
Intervalls (— ð, + ô) verschwinde, muß dies seitens des Faktors 
tt 
geschehen, und dafür besteht die notwendige Bedingung 
G, = 0 
usw. Es muß also tatsächlich a,= 0 sein für jedes n aus 
der Reihe 0, 1,2,...; dann aber ist für jeden Wert von z 


f(a) = 0. 
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Der Satz gilt auch für eine rationale ganze Funktion, weil 
eine solche als besonderer Fall einer konvergenten Potenzreihe 
zu gelten hat. 

Die Beweisführung hat hier an den Umstand angeknüpft, 
daß dem Intervall (— ô, + ð) auch die Stelle Null angehört. 
Man kann aber ganz allgemein beweisen: 

Wenn die Funktion f(x) = a+ ax + az?’ + -- für alle 
Werte von x aus einem beliebigen die Null nicht enthaltenden 
Intervalle («, B) ihres Konvergenzgebietes Null ist, so ist sie 
identisch Null. 

Wählt man nämlich innerhalb («, f) einen Wert z, so 
lassen sich für h Grenzen (— £, + £) feststellen derart*), daß 
auch x + h innerhalb («, 8) verbleibt; dann ist nach Voraus- 
setzung 

f£ + h) = ut uh + uht... 
für alle Werte von h aus (— £, + &) gleich Null, daher not- 
wendig 
(21) o= 0, w=0, w=(,... 
für alle Werte von x innerhalb («, 8) Von dem der Null 
näherliegenden Werte <= « ausgehend kann man nun ein 
Intervall konstruieren, das bis an.die ihm näherliegende Grenze 
des Konvergenzgebietes reicht, dessen Mitte œ ist und in 
welchem vermöge (21) und (18) f(x) beständig Null ist. Von 
dem der Null zunächstliegenden Punkte dieses Intervalls aus- 
gehend konstruiere man ebenso ein erweitertes Intervall, in 
welchem wieder f(x) beständig gleich Null ist. Auf diese Weise 
fortfahrend muß man notwendig zu einem Intervall kommen, 
das die Null einschließt; dann aber befindet man sich im Falle 
des vorigen Satzes und schließt, daß 


9-0, a@a=0, &@=0,... 
Auf Grund dieser beiden Sätze kann nun die Richtigkeit 
der folgenden Behauptung erwiesen werden: 
Besitzen zwei konvergente Potenereihen 
atar + art... 
bot bz tbr? t. 


*) Man braucht nur e kleiner zu nehmen als den kleineren von 
den beiden Abschnitten, in welche («, p) durch das gewählte z zerfällt. 
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für jedes x aus einem beliebigen Intervall («, P) übereinstimmende 
Grenzwerte f(x), g(x), so sind die Koeffizienten gleichhoher 
Potensen von x einander gleich und die Grenzwerte im ganzen 
Konvergenzintervall übereinstimmend. 


Da nämlich 

fe) - sd) = {a — bo) + (m, b)zt+ (a —b)r’+--- 
Null ist für alle x aus («, ß), so ist 

&— b =0, a — b =0, a—b=0,.. 


22 


also 
a= bo a=b, Kuba... 


und die Gleichung f(x) — g(x)=0 oder f(x)=g(x) besteht 
für alle Werte von z, für welche die Reihen konvergieren. 

Daraus ergibt sich die Tatsache, daß eine Funktion, wenn 
sie als Grenzwert einer Potenzreihe darstellbar ist, es nur auf 
eine einzige Art sein kann. 


Auf dem eben erwiesenen Satze von der Eindeutigkeit der 
Potenzreihendarstellung, der übrigens wie für Potenzreihen 
auch für ganze Funktionen gilt, beruht die Methode der un- 
bestimmten Koeffizienten, von der in der Analysis vielfacher 
Gebrauch gemacht wird*). 


90. Rechnen mit Potenzreihen. Die Anwendung der 
Regeln in 71, 2) und 75 für konvergente Reihen überhaupt 
auf Potenzreihen führt dazu, daB die Summe und Differenz, 
das Produkt und unter gewissen Voraussetzungen auch der 
Quotient zweier Potenzreihen ®, (x), P,(x) wieder in der Ge- 
stalt einer Potenzreibe H(z) dargestellt werden können. Über 
das Konvergenzintervall dieser letzteren mögen die folgenden 
Bemerkungen genügen.**) 


Haben P, (x), P (x) verschiedene Konvergenzradien A,, A,, 


so ist der kleinere von beiden der Konvergenzradius von 


Fe) - P.() +); 


9 Ihr Grundgedanke ist zuerst von R. Descartes in dem 1637 
anonym erschienenen Werke ausgesprochen worden, von dem der Ur- 
sprung der analytischen Geometrie gewöhnlich datiert wird. 

er, A. Pringsheim-G. Faber l. c. 
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ist aber A, = 4, = å, so kann der Konvergenzradius von (z) 
beliebig größer sein als 4. So ist z.B. bei 

Ba)=-l+e+ +2 +--- à =l, 


V (z) =1 + (3) + (7) + (3) +  h=2 
und die Reihen . 


o0 1 v 
TOET NORD ETO DE 
v 
haben den Konvergenzradius 1; hingegen haben die Reihen 


Ba-23m RO- È Gizi) 


‘den gemeinsamen Konvergenzradius 1, während ihre Summe 


Ba)- D7 


Ö 

den Konvergenzradius oo besitzt (84). 
Über den Konvergenzradius der Produktreihe 
Plz) = P, (2) P(e) 
läßt sich nur aussagen, daß er mindestens dem kleineren von 
den Radien A,, A, der Faktoren gleichkommt; er kann aber 
auch dem größeren gleich oder beliebig größer sein. Es geben 
beispielsweise 


P, (2) = Èr, P, (2) = 2 (- z} 


mit dem gemeinsamen Konvergenzradius A=1 die Produktreihe 


Bla) Dar 


mit demselben Radius; hingegen 


bei 


x oo 


Pa) = Dr, Bla) -2 (3) mit 4 = 1, 4 = 2 


die Produktreihe 





mit dem Radius A = 2. 
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Bezüglich der Darstellung des Quotienten a 3 durch eine 


Potenzreihe ist zu bemerken, daß eine solche nur dann mög- 
lich ist, wenn ®,(0) +0, wenn also in ®,(z) ein von x freies 
Glied vorkommt, und daß sodann das Konvergenzintervall ab- 
hängt von dem kleinsten z++0, für welches ®,(x)=0 wird. Ist 


P. ) = 2 a0”, Ria) = È br (ba + 0) 


und schreibt man den Quotienten in der Form 


P(r) = Des, 


so ergeben sich zur Bestimmung der c, im Sinne von 75 die 
Gleichungen: 


bac, +b,c,_,+be,_, +. - +bo=a, v=0,1,2,...) 
$3. Die Formeln und Reihen von Taylor und Maclaurin. 


91. Die Taylorsche Formel. Es ist gezeigt worden 
(88), daß eine Funktion f(x), welche als Grenzwert einer kon- 
vergenten Potenzreihe definiert ist, für das Argument z + h, 
sofern z sowohl als x +h dem Konvergenzintervalle angehören, 
in eine nach positiven ganzen Potenzen von h fortschreitende 
Reihe entwickelt werden kann; die bezügliche Entwicklung er- 
hielt dort den Namen Taylorsche Reihe. 

Nun sei f(x) eine beliebige Funktion von z, von der wir 
voraussetzen, daß sie in einem Intervalle («, 8) eindeutig und 
stetig sei und Differentialquotienten bis zur (n — 1)-ten Ord- 
nung einschließlich zulasse; übrigens hat die Existenz eines 
bestimmten vollständigen Differentialquotienten n — 1-ter Ord- 
nung die Stetigkeit aller vorausgehenden und auch der Funktion 
selbst zur Folge. Wir stellen uns die Aufgabe, den Fehler zu 
bestimmen, welcher begangen wird, wenn man für f(x + h) die 
auf die ersten n Glieder erstreckte Partialsumme der Taylor- 
schen Reihe (88, (19)), d. i. 


Í (1—1) 
f(z) + ro h + re h’ + + 1 ns hr 


nimmt; dieser Fehler werde mit R, bezeichnet. 
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Behufs Erledigung dieser Frage führen wir zunächst eine 
neue Bezeichnung ein, indem wir 


z=a0, <+h=b 
setzen, woraus 
h=b-a 


folgt; das Intervall (a, b) muß eingeschlossen sein von jenem 
(a, 8). Es ist dann 


R.= f0) - fa) - 2 p-a) -ER o- aj- 


(n — 1) 
1.29 À —— 1) (b — a)" =}; 





(1) 








dies aber läßt sich als Differenz zweier besonderen Werte der 
folgenden Funktion darstellen: 


ple) = re) + Ro — a) + EE o 94 
(2) 


(n-1) 
Aa a (b — 2)"', 








indem nämlich 
a a 


(b) = f(b); 
mithin ist tatsächlich 
(3) R, = p (b) — g(a). 

Auf Grund dieser Bemerkung ist eine Schätzung von R, 
durchführbar, in allgemeinster Form mit Hilfe des verall- 
gemeinerten Mittelwertsatzes (39). Hat nämlich die Funktion 
(z) an jeder Stelle zwischen a und b einen vollständigen Dif- 
ferentialquotienten — ihre Stetigkeit in dem Intervalle (a, b) 
ist durch die Voraussetzungen gewährleistet, wenn man sie für 
f"-®(e) annimmt — und gilt dasselbe von der beliebigen 
Funktion (z) mit der weiteren Maßgabe, daß %’(s) an keiner 
Stelle zwischen a und b Null ist, so gilt der Ansatz: 


(4) g) — g(a) _ p (È) 


p(b)—p(a) WE) 


mindestens für einen Wert & zwischen a und b. Nun folgt 
aus (2): 
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[204 r (a — ) n 
Wr +E e-a gba 
u n- 
+22... — E— a"! 
, r won, n- 
-f - P 6-9-- -,E JE 0-2, 
also ist 








(») 
p'(z2) = 1. * 2 1) (b — 2)" 


und die Existenz dieses Differentialquotienten innerhalb (a, b) 
hängt von der Existenz auch des n-ten Differentialquotienten 
von f(x) in dem genannten Intervalle ab, was wir den bisher 
gemachten Voraussetzungen als neue hinzufügen. Damit ist 
aber zufolge (4) und (3) 
(b) — Y(a) f” E) n-1 

Rum Yo 1-2 Tw- jË- De 
Das Willkürliche in dieser Formel kann durch bestimmte Wahl 
von (z) beseitigt werden; setzt man 


v(e) =(b— z)? ? 
worin p eine positive ganze Zahl bedeutet, so ist den Be- 
dingungen entsprochen und 


y (z) = — p (b — sp. 
Bei dieser Wahl ist also 





MAKON n-p. 
R.= ; 1.2... (n —1)p (b — a)” (b — $) P; 


kehrt man zu der ursprünglichen Bezeichnung zurück, so kann 

t als ein zwischen x und z + h liegender Wert in der Form 
g=27+0h (0<0<1) 

dargestellt werden; weiter ist b — Ẹ =z + h— x — 0h =h(1— 0); 

mithin 

.. (21.0 Koin 

6 BE - orh. 

Dadurch erscheint die Aufgabe in dem Sinne gelöst, daß 
sich für R, ein Spielraum bestimmen läßt: R, liegt nämlich 
notwendig zwischen dem kleinsten und dem größten der Werte, 
welche die rechte Seite von (5) annimmt, indem 0 das vor- 
geschriebene Intervall (0, 1) durchläuft. 


Czuber, Vorlesungen. I. 8. Aufl. 15 
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Vermöge der Bedeutung, welche dem R, zukommt, ist also 


(6) Ka =f EZ 


er) ia 
2-a” + Re 


Diese Gleichung in Verbindung mit (5) gibt die Taylorsche 
Formel in derjenigen Gestalt, welche ihr in Ansehung des 
Restgliedes R, Schlömilch und Roche*) erteilt haben. Die 
älteren Formen des Restgliedes nach Lagrange und Cauchy 
erhält man aus (5) durch Spezialisierung von p, erstere fūr 
p=n: 

(7) R = Er zu, h" 

letztere für p = 1: 


(r) 
(8) Be A - m; 


die Form (7) ist dadurch bemerkenswert daß sie sich bis auf 
das Argument bei f™ dem Bau der übrigen Glieder von (6) 
völlig anschließt. 

Für die späteren, überaus zahlreichen Auwendungen der 
Taylorschen Formel sind die folgenden Bemerkungen im 
Auge zu behalten. 

1) Die Formel darf für alle Werte von x und h angesetzt 
werden, welche so beschaffen sind, da8 x sowohl als z+ h in 
dem Intervall (æ, 8) liegen, in welchem f(x) endlich ist und 
vollständige Differentialquotienten bis zur n-ten Ordnung ein- 
schließlich besitzt. Betrachtet man x als fest, so sagt man, 
die Formel gelte für die Stelle x; h darf dann innerhalb ge- 
wisser Grenzen variabel sein. 

2) Die Formel darf für jedes n angesetzt werden, wenn 
nur die eben ausgesprochenen Bedingungen bis zu diesem Ord- 
nungsexponenten erfüllt sind. Für n = 1 reduziert sich die 
Taylorsche Formel auf 


fe +h) = f(a) + et, 


f(@+h) — f(a) = hf’(@ + 0h), 
und dies ist der Ausdruck für den Mittelwertsatz (38, (2)). 


*, Liouville, Journ. de Mathém., Serie II, t. II. 


woraus 
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3) Bei den meisten Anwendungen ist k eine Größe von 
sehr kleinem Betrage, ein nahe an Null liegender echter Bruch, 
dessen steigende Potenzen rasch abnehmend der Null sich 
nähern; zur näherungsweisen Berechnung von f(x + h) aus 
f(z) und den Differentialguotienten genügen dann wenige 
Glieder von (6). Insbesondere läßt sich erweisen, daß h dem 
Betrage nach derart eingeschränkt werden kann, daß das Ver- 
hältnis des Gliedes, bei welchem die Formel abbricht, zu dem 
darauffolgenden Restgliede dem absoluten Betrage nach eine 
beliebig große vorgeschriebene positive Zahl K überschreitet. 
In der Tat, soll 

1 Pw aa, 
12. mD) >K 
fæ Oh) h” 
i 1-2. n 
sein, so braucht h nur so gewählt zu werden, daß 
n! fa) 
K FEE OR, 
und dies ist sicher erreicht, wenn man 
[hi < gg |f") 


nimmt, wobei G den größten Wert bezeichnet, welchen 
If" (z+0R)| in dem Intervalle («, p) erlangt. 


92. Die Taylorsche Reihe. Die Funktion f(x) sei nun 
solcher Art, daß sie in dem Intervalle («, f) endlich bleibend 
vollständige Differentialquotienten aller Ordnungen besitzt. Die 
unendliche Reihe 


f (2) f” i2) 
fat RH aa t 
hat dann vermöge der Gleichung (6) den Grenzwert 
fx + h) — lim R, 
n= +æ 
d. b. sie hat nur dann einen bestimmten Grenzwert und ist 
somit konvergent, wenn lim R, eine bestimmte Größe A be- 


n= +o 
deutet, und zwar ist ihr Grenzwert dann f(x + h) — 4; er ist 
insbesondere f(x + h) selbst, wenn A = 0, d. h. wenn 
(9) lim R, = 0. 


R = -4+ 0 


|h | < 


15* 


228 Erster Teil. Differential-Rechnung. 


Dann also ist 
10) fæe+th=fa)+ Bı+ O Mt., 


die Funktion f(x) also ebenso wie der Grenzwert einer nach 
x fortschreitenden Potenzreihe in die Taylorsche Reihe ent- 
wickelbar. 


Die eindeutige Funktion f(x + h) ist durch die Taylorsche Reihe 


fath- Dr! Om 
darstellbar, wenn die Funktion f (x) in dem Intervall (x, x+h) 
endlich bleibt, vollständige bestimmte Differentialquotienten jeder 
beliebigen Ordnung daselbst besitst und wenn das Restglied R,, 
in einer der unter (5), (T), (8) angegebenen Formen geschrieben, 
für lim n = oo gegen die Grenze Null konvergiert.*) 

Die Untersuchung des Restgliedes gestaltet sich am ein- 
fachsten bei Funktionen, für welche f"(z) bei jedem n eine 
endliche Größe, wenigstens in dem Intervalle (x, x + h), be- 
deutet; denn alsdann hängt es laut (7) nur von dem Ausdruck 

h” 
1-2.7 
ab, ob R, für lim n = + oo den Grenzwert Null hat; dieser 
Ausdruck konvergiert aber für jedes endliche h gegen die Grenze 
Null, somit auch R,. Schreibt man nämlich das unendliche 
Produkt, in welches der Ausdruck bei dem Grenzübergange 
sich verwandelt, in der Form (1— «)(1—- «,) (1 — &,)..., d.i. 


IE FIT 


so ist «œ, > 0, sobald n >h, und die Reihe 


n—h, nr+ti—h, n+2—h 
an * np rt 


divergiert, weil 





1 1 1 
n taxrıtaras rt 





*, Die angeführten Bedingungen reichen zur Gültigkeit des Ansatzes 
hin. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen, die also den 
ganzen Umfang der Funktionen kennzeichnen, welche eine solche Ent- 
wicklung gestatten, hat A. Pringsheim festgestellt. Vgl. Mathen:. 
Annalen, Bd. 44 (1894). 
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divergent ist (73, 1)) und die Zähler überdies beständig wachsen; 
infolgedessen divergiert auch das unendliche Produkt gegen 
die Grenze Null (78, 2)). 

Die Gleichung (10) gestattet, die Änderung f(x +h)—f(z) 
= Af(z), welche die Funktion bei dem Übergange von der 
Stelle z zu der Stelle z + h erfährt, in Form einer konver- 
genten Potenzreihe nach h auszudrücken: 


afa =f h+ EE mt Br. 


und daher mit jedem gewünschten Grade der Annäherung zu 
berechnen; dieses Ziel wird um so rascher erreicht, je kleiner 
der Betrag von h ist. Unter der Voraussetzung eines sehr 
kleinen A sind die Produkte 

f (h, Fa)h, F"(z)h’,..» 


unter dem Namen des ersten, zweiten, dritten,... Differentials 
eingeführt und mit 


af), Pf), Ef)... 

bezeichnet worden (42); für f(x) ergibt sich dann die Dar- 
stellung: 

(11) afa) = dfa) + O O g, 


welche den Zusammenhang zwischen der wirklichen Änderung 
der Funktion und ihren mit k gebildeten Differentialen der 
verschiedenen Ordnungen nachweist; sie gibt auch den ana- 
Irtischen Ausdruck für den Fehler, der begangen wird, wenn 
man Af(x) durch df(x) ersetzt. 

Wenn f(a + k) die Taylorsche Entwicklung zuläßt, so 
vertritt das Restglied 


R, = © f(a + Oh) 
die Reihe 





h” p*+t1 a hrt? (n43) 
rat a H ggn 


entwickelt man f™(a + 0h) wieder in die Taylorsche Reihe, 
wofür die hinreichenden Bedingungen vorhanden sind, und 
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setzt beide Entwicklungen einander gleich, so entsteht die 
Gleichung: 


fern (a) + fatah — + 
_ fra Aeta) —R 


nji tafia tariafaaratt 


welche zur Bestimmung von 0 zu dienen hätte. Nimmt man 9, 
das von % (und a) abhängt, in der Form 


0 =a +Bh+ykt+... 


an, so gibt die Vergleichung der Koeffizienten gleicher Potenzen 
von h zu beiden Seiten der Gleichung: 





1 
« = n+ 1 ) —* 
14 
BE) +) = e 
woraus 
om f "Da 


+ 10 n “+2 erden) ’ 
yfe+D(a) + abf +a) + $- - fr +3 (4) L [a 
6 (n+ 1) mF 2) mH 3) 


woraus 
_ n(őn+ ara!” (a) — 3n (n +3}? 
6(n + 1)? (n + 2) (n+ 3) {F"+9(a))}? 
Hiernach ergibt sich für das 9 des Mittelwertsatzes 38, d. ı. 
f(a + h) = f(a) + f'(a + Oh)h, 
‚ da hier n = 1 ist, der Näherungswert 


g= 1O R | arra — "a? 





f”(a) 24 {fa}? 
also beispielweise für f(x) = sin z, a = T: 
o=} t. E 


93. Die Maclaurinsche Formel. Wenn das Intervall 
(«, ß), in welchem die Funktion f(x) die für die Taylorsche 
Formel (6) zureichenden Bedingungen erfüllt, auch den Wert 
æ = 0 einschließt, so kann auch dieser zum Ausgangspunkte 
der Entwicklung gemacht werden; h als Variable betrachtet 
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ist dann durch das Intervall (æ, f) beschränkt und soll mit x 
bezeichnet werden. Mit diesen Veränderungen [zx = 0 gesetzt 
und z für h geschrieben] nimmt die Formel (6) die Gestalt an: 


7 n— 1) 
0D) HR, 





1-2... (n—1) 
während gleichzeitig aus (7) und (8) 
n) 
(13) R, = -LCD g 
(s) ie 
ar 


folgt. Die Gleichung (12) in Verbindung mit einer oder der 
andern der beiden letzten Gleichungen bezeichnet man als 
Maclaurinsche Formel. Ihr analytischer Inhalt fällt im Wesen 
mit jenem der Taylorschen überein. 

Die Bedingungen des Ansatzes (12) fließen unmittelbar 
aus 91, 1) und lauten dahin, daß O und x in jenem Intervall 
(«, 8) gelegen sein müssen, in welchem f(x) endlich bleibt 
und vollständige bestimmte Differentialquotienten bis zur n-ten 
Ordnung einschließlich besitzt. 


94. Die Maclaurinsche Reihe. Wenn die Funktion f(x) 
in dem Intervall (0, x) endlich ist und daselbst vollständige 
bestimmte Differentialguotienten aller Ordnungen besitzt, und 
wenn überdies das Restglied R, mit wachsendem n der Grenze 
Null sich nähert, so gilt der Ansatz: 


(15) fæ =A 9 a+ A zr..., 


welchen man als Maclaurinsche Reihe bezeichnet. 

Im Hinblick auf die 89 festgestellte Tatsache kann der 
Satz ausgesprochen werden: Wenn eine Funktion f(x) in eine 
nach x fortschreitende Potensreihe entwickelbar ist, so ist sie es 
nur auf eine Art und diese Entwicklung ist die Maclaurinsche. 

Dem Wesen nach lösen die Taylorsche und die Mac- 
laurinsche Reihe die nämliche „Aufgabe*): die Entwicklung 





*) Die nachmals zu einem Fundamentalsatz der Differentialrechnung 
gewordene Taylorsche Reihe findet sich zum erstenmal in Brook 
Taylors Methodus incrementorum directa et inversa, London 1715. Der 
Fall z= 0 ist zuerst von Colin Maclaurin in dem Werke Treatise of 
fluæions, Edinburgh 1742 benutzt und später nach ihm benannt worden. 
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einer Funktion in eine Potenzreihe; die erstere leistet dies an 
einer beliebigen Stelle des Intervalls (æ, $), die letztere nimmt 
die Null zum Ausgangspunkte. 

In den folgenden Artikeln werden wir uns mit der Ent- 
wicklung einiger elementaren Funktionen in Potenzreihen nach 
der Variablen x befassen und in diesen Reihen zunächst ein 
Hilfsmittel erhalten, die Werte dieser Funktionen für jeden 
zulässigen Wert der Variablen mit jedem gewünschten Grade 
der Genauigkeit zu berechnen. In diesen Reihenentwicklungen 
ist eine bedeutsame Erweiterung der Funktionslehre zu er- 
blicken, indem sie gestatten, auch die Berechnung der trans- 
zendenten Funktionen, die bisher nur formal definiert worden 
waren, auf die arithmetischen Operationen zurückzuführen. 

95. Exponentialreihen. Die natürliche Potenz e ist 
eine Funktion, deren n-ter Differentialquotient für jedes 
n = 1, 2,... ihr selbst gleichkommt (41, 3)), mit ihr zugleich 
stetig bleibt für jeden endlichen Wert von z, und für z =Q 
den Wert 1 annimmt. Da ferner das Restglied 
(16) R,= —— x” 
bei jedem endlichen Werte von x mit wachsendem n» gegen 
Null konvergiert (92), so gilt für jedes x der Ansatz: 


£ x’ 
(17) e-1+2+ +. 


Aus der in 30 begründeten Darstellung der Zahl e durch 
einen Grenzwert, nämlich: 


1 

im(1+.)'=e, 

e=0 
ergibt sich auch eine Darstellung von e als Grenzwert. Er- 
hebt man nämlich zur Potenz x und führt links die Potenzierung 
unter dem Limeszeichen aus, was wegen der Stetigkeit der 
Potenz statthaft ist, so entsteht zunächst 

lim (1+.)'-e 

= 0 

und setzt man Z = ©, so wird lim œ = œ, daher 


(17*) lim (14+ Z) = e. 


w = 00 
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Setzt man in (17) z=1, so ergibt sich eine unendliche 
Reihe zur Berechnung der Zahl e selbt (30), nämlich 


e-l+ trat 
Aus dieser Darstellung von e läßt sich die Stellung dieser 
Zahl im Bereiche der reellen Zahlen näher kennzeichnen. Zu- 
nächst ist e keine rationale Zahl; bricht man nämlich bei dem 
in + 1)-ten Glied ab, so ist der Rest 
1° 1 





1 1 1 
an aptepti) 


1 1 1 
<T13...n GHıtasmt) I2:..n:n? 
also jedenfalls 


r=; (0<0< 1) 


1.2...n.n? 


wäre nun e= A ein irreduzibler rationaler Bruch, so folgte aus 


1 1 1 0 

rat Ha ra 
die weitere Gleichung 

?_ı _4_J__..__I1_____ _. 

q 1 1-2 1-2...q 1-2...q-q? 
deren linke Seite sich nach Multiplikation mit 1.2..-q in 
eine ganze Zahl verwandelt, während die in gleicher Weise 
abgeänderte rechte Seite s weder Null, noch eine ganze Zahl 
sein kann. Dieser Widerspruch bezeugt die Unzulässigkeit der 
Annahme e = #.. Es gehört also e zu den irrationalen Zahlen, 
nimmt aber auch unter diesen eine besondere Stellung ein 
Ch. Hermite hat nämlich den Nachweis geführt, daß es keine 
algebraische Gleichung irgend welchen Grades mit rationalen 
(also, wie man immer annehmen kann, ganzen) Koeffizienten 
gibt, welche durch die Zahl e befriedigt wird*); man nennt 


1 e 


*) Früher schon hatte Liouville den Beweis hierfür in bezug auf 
eine quadratische Gleichung geführt wie folgt: gäbe es ganze Zahlen 


&, 6. Yı für die 
ae +pe+y=0, 
aetye'+p=0 


also auch 
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Zahlen dieser Eigenschaft transzendente Zahlen, zum Unter- 
schiede von den algebraischen Zahlen, denen die eben der Zahl e 
abgesprochene Eigenschaft zukommt. 

Bringt man in der Gleichung (17) xla an die Stelle von 
x, unter a eine positive Zahl verstanden, so ergibt sich wegen 
e7l4 = a” die Entwicklung für die allgemeine Exponential- 
funktion: 
(19) re er... 
welche ebenfalls für jeden Wert von x Geltung hat. Aus 
diesem Ansatze folgt 

a” — 1 


— = la + ze. + 


x 





x’ (la)? , 
1.2.3709 
vermöge der Stetigkeit konvergiert die rechtsstehende Potenz- 
reihe bei lim z = O gegen den Grenzwert la, somit ist 
. @®—1 

(20) lim — =la; 
aus dieser Formel folgt mit der Substitution z = Z, 
(21) lim z (Va —1) =la. 

96. Trigonometrische Reihen. Die Funktionen sin z 
und cosx sind ebenso wie ihre n-ten Differentialquotienten 


sin (z +n 2)» cos (z +n z) (41, (7), (8)) auf dom ganzen Ge- 





ist, so hätte man nach Einsetzung der für e und e`! aus (7) und (16) 
gebildeten Werte: 


(1 — + 1 _ — + -- e ) 
lt tt 
* EEE a De 5) 
Hrlitr gr "+79 — H* *. +f =0; 
0, 6° bedeuten positive echte Brüche, Multipliziert man diese Gleichung 
mit 1-2---.(n— 1), so nimmt sie im wesentlichen die Gestalt 


ae + (1y 
n 





=» 


an, wobei u eine ganze Zahl darstellt; œ kann immer als positiv vor- 
ausgesetzt und n so gewählt werden, daß auch (— 1)"y positiv und die 
linke Seite ein beliebig kleiner positiver echter Bruch ist. Hierin liegt 
ein Widerspruch, der seinen Grund in der Annahme hat, es könnte 
ae!+ße+y=0 sein. 
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biete der reellen Zahlen stetige Funktionen, deren Werte in 
dem Intervalle (— 1, + 1) liegen; infolgedessen lassen sie sich 
(92) in beständig konvergente Potenzreihen entwickeln. 


sin (z 4n- 2) geht für z =Q in sinn- z über, und dies 
ist nur dreier verschiedenen Werte fähig, nämlich: : 


für n = 2p ist sinn 5 =0 


z„n=4gy+1 , sinn, = +1 


„ n=4q +3 „ sinn 3 =— l; 
infolgedessen ist 
. z z’ 25 
(22) sin EEE Bo rr H ee 5 97 9 T 


Die Reihe ist für positive wie für negative Werte von z 
alternierend, daher (76) 





8 8 _ u 
‚sinz <!z|, |siinz|> |z- 7, |sinz| < —E 7 + 5 ye 
Bricht man sie bei dem Gliede 
ne, 
1-2... (2p —1) 
ab, so kann dem Restgliede die Form 
—— | coez 
m= ia eF O SO iaoe 


gegeben werden, weil sin (a +2p+1 * — - 1)? cos «. 


cos (x +n =) geht für <=0 in cosn--. über und dies 
ist wieder dreier verschiedenen Werte fähig, indem 


für n = 2p + 1 con = 0 


„ n=4q cosan —41 
„n=4qg+2 can == -— 1 
ist; demnach gilt für jedes x der Ansatz: 
a? xt 
(23) or-1l-75+, 3847" 
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Diese stets alternierende Reihe zeigt, daß 


xt 


g? ' ' x? 

| cosz| <1, leaz|> 1-7), leosz|< 1- +3 
bleibt man bei dem Gliede F 

P 

15: 1-.2.-:(2p) 

stehen, so kann das Restglied in der Form 
Rpa En a 
geschrieben werden, weil cos (æ + xx) = a 1)*cos «. 

97. Logarithmische Reihen. Die Funktion lz selbst 
ist in eine nach x fortschreitende Potenzreihe nicht entwickel- 
bar, weil sie für z = 0 unstetig wird. Wir legen uns daher 
die Funktion f(xz)=!(1 + x) vor, welche für alle — 1 über- 
schreitenden Werte von x stetig bleibt wie auch ihr n-ter 
Differentialquotient, der sich aus 41, (4) ergibt: 

x — 1)”7}1.2 n —1 
in A 
Da f(0)=0 und f®(0) = (— 1)-11.2...(n — 1), so 
hat man 


x x o g 
(24) Ia +e) — atta 
für alle Werte von z, für welche das Restglied der bei 


n—1 
(1) E —1 
— 17l r’ — 1) ta o)” 1, 
BT a 
je nachdem man sich an die Form (13) oder (14) in 93 hält, 
mit wachsendem n gegen Null konvergiert. 

Das Konvergenzintervall der Reihe (24) ist aus 84 be- 
kannt; es ist durch — 1 und +1 begrenzt und an seiner 
oberen Grenze findet noch bedingte Konvergenz statt; nur auf 
dieses Intervall braucht also die Untersuchung des Restgliedes 
erstreckt zu werden. Für 0< x< 1 zeigt die erste Form 


n—1 1 x R 
1) u (1452) ? 
in welcher ir gr Sicher ein echter Bruch ist*), daß 


*) Denn 0 kann weder © noch 1 sein. 





abgebrochenen Reihe, d. i. 
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lim R,=0. Bei negativem x, sobald dessen absoluter Wert 


+8 
g überschreitet, versagt die Formel. Schreibt man dann 
die zweite Formel, — | x | für x setzend, in der Gestalt 


1 x|—0 z 
-z (i 1—0,2] y ? 
so zeigt sich, da für | x |< 1 der eingeklammerte Bruch wieder 
echt ist, daß auch jetzt lim R, = Q. 


Die Gleichung (24) besteht also zurecht, solange 
—1i1<rs+l 
und gibt auch an der oberen Grenze den entsprechenden Wert 
der Funktion (86), nämlich 


1 1 1 
l2= Ta tg 


Für positive x ist die Reihe in (24) alternierend und hat für 
negative Werte durchwegs negative Glieder; vermöge ihres 
Geltungsbereiches läßt sie nur die Berechnung der natürlichen 
Logarithmen aller Zahlen aus dem Intervall (0, 2) zu. Aus 
diesem Grunde und wegen ihrer schwachen Konvergenz ist sie 
zur Berechnung der Logarithmen nicht unmittelbar geeignet. 

Um zu einer Reihe zu gelangen, welche die Berechnung 
der Logarithmen aller Zahlen gestattet, verbinde man die bei- 
den Gleichungen 


I(1 +z) = -5+5 


x x? æ? 
I1- 2)=—; — — 3 - =—— >» » ù 


durch Subtraktion; dadurch entsteht i 2)): 
1+x z’ 
atapi] 
und hier kann +e bei 0< z<1 jede noch so große die 


Einheit übertreffende Zahl, bei — 1 < z< 0 jeden positiven 
echten Bruch vorstellen. Setzt man 


i+2 _ a+: 
1 a (a >09), 
so wird 
— Z 
fe — 2at 
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und die letzte Gleichung gibt 


5) Karat 2 tl) tal) +)» 


insbesondere für z = 1 
1 1 1 = 
(26) l(a+1)=la + 22. + Ga F1? + gapi Heep 


Formel (25) gestattet, mit Hilfe von la den Logarithmus jeder 
anderen Zahl zu berechnen; (26) ist geeignet, die natürlichen 
Logarithmen der aufeinanderfolgenden natürlichen Zahlen zu 
bestimmen; insbesondere gibt sie für a = 1 


rt), 


eine Reihe, die viel rascher konvergiert als die oben für 22 
angegebene alternierende Reihe. Bei wirklicher Ausrechnung 
einer Logarithmentafel würde man selbstverständlich nur die 
Logarithmen der Primzahlen direkt bestimmen und aus ihnen 
durch Addition die Logarithmen der zusammengesetzten Zahlen 
ableiten. 

Um aus den natürlichen Logarithmen die gemeinen zu 
gewinnen, bedarf es der Multiplikation der ersteren mit dem 


Modul M = ‚1, (80). Für 110 ergibt sich auf folgende Weise 
eine Bestimmung durch unendliche Reihen. Setzt man in (25) 
a = 210— 1024, z= — 24, 
so ergibt sich mit Rücksicht auf die für 22 soeben gefundene 

Reihe die Gleichung 


110-, (stas tygt)) 


2/3 1/83\5, 1/8) 747; 
3 (as + 3 (288) + s (as) +) 


in welcher die zweite Reihe so rasch konvergiert, daß ver- 
hältnismäßig nur sehr wenige Glieder zur Erzielung einer vor- 
gegebenen Annäherung erforderlich sind. Bei einer auf 6 Dezi- 
malen angelegten Rechnung hat man: 
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„ = 0,333333333 
1 w p= 
3.33 — 0,012345619 
1 = 
„gi = 0,000823045 
1 3 
..zr = 0,000065321 55 = 9011857707 
1 z 1 
J — 0,000005 645 a (555) = 9000000555 
ts = 0,000000513 B- 0,011858262 
, B = 0,007 905508 
a s = 0,000000048 
15. 51 = 0,000000004 
A = 0,346573588 
20 


z A = 2,310490586 


Da A um weniger als 8 Einheiten der neunten Stelle zu klein*), 
so ist > „ A um weniger als 54 Einheiten der neunten Stelle 
zu klein; B ist um weniger als 2 Einheiten der neunten Stelle 
zu klein, daher auch -+ B; folglich ist 


© A—- B = 2,302585078 


dem strengen Betrage gegenüber um weniger als 52 Einheiten 
der niedrigsten Stelle zu klein, der strenge Wert kann also 
nicht größer sein als 

2,302585130, 
aber auch nicht kleiner als die erstgefundene Zahl, so daß 
mit Sicherheit 


110 = 2,302585... 
und 
M = 0,434294... 
(vgl 30). . 
98. Die Binomialreihe. Schließt man in der Funktion 
Fl) = (a + 2)" 


~ — 





Als Summe von 8 bei der neunten Stelle abgebrochenen Dezimal- 
brüchen. 
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den Fall, daB m eine positive ganze Zahl sei, aus und setzt a 
sowohl als a + z positiv voraus, so hat F(z) bei jedem m auch 
einen positiven reellen Wert und dieser läßt sich als Produkt 
der reellen Faktoren 


a”. (1 + AJ 
darstellen, wovon nur der zweite veränderlich ist. Wird = =7 
gesetzt, so handelt es sich also um die Entwicklung von 


f(x) = (1 + x)". 
Laut 41, (2) ist 


f(z) — m (m —-1)...(m—n+1)(1+2)"*, 
daher 


f(0)=1, f!(OQ)=m(m—1)...m—n-+1); 
hiermit liefert die Maclaurinsche Reihe die Entwicklung: 


m m m(m — 1) m(m — 1) (m — 2) 
(27) (1+2) -1+ 7847, 5 eg: et, 


welche man als Binomialreihe oder binomische Reihe bezeichnet. 
Für ihre Koeffizienten, die Binomialkoeffizienten, sind ver- 
schiedene Abkürzungen im Gebrauch, so m,, m,, My, .. oder 
(7), (=), (#),... u.a. Es erübrigt noch, den Geltungsbereich 
dieses Ansatzes festzustellen. 

Zunächst ist das Konvergenzintervall der Reihe zu be- 
stimmen; schreibt man sie in der allgemeinen Form a,+ a,x 
+ ax? +--+, so ist . 


m(m— 1): (m—n+ 1) m(m — 1) --- (m — n` 


A= M, = 1.2..n m My a aF ? 
infolgedessen 
. ta . nili 
lim '-&-—. = lim ”t = 1, 
n= +o 441 n=+a MR 


daher (— 1, + 1) das Konvergenzintervall (84). Nur auf dieses 
braucht die Untersuchung des Restgliedes beschränkt zu wer- 
den, das sich in den Formen: 


R,= m(m — ” (m—n+D (1 + Oz)m- ra" 


-2...7 
R, = m(m — 1)---(m -n+ 1!) (1 _ Oy-1(1 + —B 


1-2...(n — 1) 
darstellen läßt. 
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I. Ist |z|< 1, so zerlege man das Restglied in seiner 
zweiten Form in die Faktoren 


m- 1 —0\»-1 _ m(m—1)---(m—n+1) ", 
(1+6z 1, (itoz) ? P. — 1.2. ~- (n— 1) - — F 
der erste hängt von n nicht ab und hat einen endlichen Wert; 
der zweite konvergiert gegen die Grenze Null, weil, gleich- 


gültig, ob z positiv oder negativ, , T M ein echter Bruch ist; 


es bleibt also noch zu untersuchen, wie sich der Faktor p, bei 
beständig wachsendem n verhält. Erhöht man in diesem Faktor 
n um eine Einheit, so wird 


M—N : 


also ist 

Pati _ mon, 

Da n oo? 
mit wachsendem » nähert sich die rechte Seite der Grenze 
— x; folglich muß sich zu einer positiven Zahl g, welche der 
Bedingung | z | <g<1 genügt, ein Zeigerwert v bestimmen 


lassen derart, daß | < q, solange n 5 v; infolgedessen 
ist also 

| Prsi | < | P, | q 

(Pra <Irnıla<Iip,|d 

[Pr+s|<[P,+l2 <P, | 8, 
die Reihe en 

| Pry | + P, | + |P,+3 | + n. 

daher konvergent, weil eine fallende geometrische Reihe als 
ihre Majorante nachgewiesen ist; daraus folgt 


lim p, = 0. 


n= 4+ o 


Daher ist auch lim R, = O und der Ansatz (27) bei 


n= po 
jedem m gültig, solange |x| < 1. 
Il. Für z=4+ 1 zerlege man das Restglied in seiner 
ersten Form in die Faktoren 
I = (— 1)». Z —m —m+1l —m+n-—1, 


CEON ua E nooi 


Cruber, Vorlesungen. I. 3. Aufl. 16 
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der erste hängt von n nicht ab und hat einen endlichen Wert; 
der zweite konvergiert mit wachsendem n» gegen die Grenze 
Null; der dritte verwandelt sich, von dem das Vorzeichen be- 
stimmenden Faktor (— 1)” abgesehen, für lim #= + oo in das 
unendliche Produkt 


I G 
das (79, 2)) gegen die Grenze Null divergiert, wenn 
(28) m+1>0, also m>—1 
ist, während es gegen die Grenze + oo divergieren würde, so- 
bald m + 1 negativ wäre; nur in dem ersten Falle ist 
| lim R,=0 


n= -+o 


und die Reihe 
m m(m — 1) m(m — 1) (m — 2) 

a) Ir ta tan tn 
nicht allein als konvergent, sondern auch 2” als ihr Grenz- 
wert erwiesen. 

III. Für z = — 1 zerfällt das Restglied in seiner zweiten 
Form in die Faktoren 

, _17 1 — 2 — — 1 

m(1—0-1, Mi= (-1)" oe RER., mtn . 
der erste hat einen endlichen Wert, der zweite geht, vom Vor- 
zeichen abgesehen, für lim n = + oo in das unendliche Produkt 


-96-90 


über, das gegen die Grenze Null divergiert, wenn 
(30) m> 0, 


hingegen + oo wird, wenn m negativ ist; nur in dem ersten 
Falle ist 

lim R,=0 

n=+® 


und die Reihe 


m m(m — 1) m(m — 1) (m — 2) 
(31) 1 — T + ig — > 19.8 + ... 


nicht allein als konvergent, sondern auch O als ihr Grenzwert 
erwiesen. 
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Das Gesamtergebnis der Untersuchung läßt sich in folgen- 
dem zusammenfassen: Die Binomialreihe 


area 
it für |x| <1 bei jedem m konvergent und (1 + x)” ihr Grenz- 
wert; für x= 1 konvergiert sie nur, wenn m dem Intervall 
(- 1, + 00) angehört, und 2” ist dann ihr Grenswert; für 
z= — 1 konvergiert sie nur, wenn m dem Intervall (0, + co) 
entnommen ist und hat den Grenswert Q. 

Von der Binomialreihe wird im praktischen Rechnen bei 
der Ansziehung von Wurzeln Gebrauch gemacht. Um YA zu 
berechnen, bestimme man die der Zahl A zunächstliegende p-te 
Potenz a’, so dab A=a’+« und «œ < a?; dann ist 


Yi=aVır | 
ler: a? En (a) =]; 


e kleiner <; —;, um so rascher konvergiert die Reihe. Um die 


Konvengene zu verstärken, kann man yå in 7 — k’ A um- 
gestalten und dann die Entwicklung für Ykr A vornehmen. 
Für V2 ergibt sich aus (29), wenn man m = 4 setzt, 
unmittelbar die Reihe 
y2=1+ ı_ 1 + 13... 
2 2.4 "2.4.6 ? 
welche jedoch wegen ihrer langsamen Konvergenz zur wirk- 


lichen Ausrechnung nicht gut geeignet ist; dagegen ist 


y2 =; V50 = VPF 





7 ı 1i 1 1-3 1 
=s (+i tan) 
die Ausführung gestaltet sich so: 
= 1,000000000 a 
325 = 0,010204080 3.449: = 0,000052061 
1-3-5 1 
2 aap = 0000000531 2-2-6-5 ggr 7 0000000006 
HIORMET 0000052067 


16° 
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Die Differenz der beiden Summen mit + multipliziert gibt die 


Zahl 1,414213556, deren letzte Stelle um weniger als zwei 
Einheiten zu klein ist, so daB Y2 notwendig zwischen 
1,414213556 und 1,414213558 liegt; auf acht Stellen ab 
gekürzt ist also 

Ä V2 = 1,41421356. 


99. Zyklometrische Reihen. 1) Die Funktion 
f(x) = are tg x 
und ihr -ter Differentialquotient (41, (10)) 
a (—1}7}1.2. Rn 1 1 
De leer) 


sind auf dem ganzen Gebiete der reellen Zahlen stetig und 
insbesondere ist (33, 3)) 


n (—1)"7t1.2...@—1)/ 1 1 
f(0) =(, f’ (0) = oo oa — (o D” — 1), 
daher 


fea (0) = 0 
fern) 12.80.22 _1.2...(49) 
f+ (0) = nat 9 rl. ern, 


Setzt man die aus diesen allgemeinen Formeln für f’(0), 
f” (0),... sich ergebenden Werte in die Maclaurinsche Reihe 
ein, so ergibt sich: 


(32) arctgz=- +: oo... 
vorbehaltlich der erst zu erweisenden Konvergenz des Rest- 


gliedes gegen die Grenze Null. Dieses Restglied hat zufolge 
93, (13) den allgemeinen Ausdruck: 


(— 1)" "I" 1 1 
R=— 2ni (az ġ (0x i) ? 





trennt man in Or- gi das Reelle von dem Imaginären, so sei 
1 
de — sr = U + vi, 
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dann ist notwendig 
5 2u — vi 
(dx +)” 
und hiermit 
RN, 


a= 7— ; 
der gemeinsame absolute Wert von Oxz — i und Oz +? ist 
yë? +1 |, daher der gemeinsame absolute Wert von u+ vi 





und u — v3 einerseits gleich -, andererseits gleich 


1 
o (\Vö’z’+1 ) 
Vu? +v? , woraus folgt, daß 

< — _ 
els (yoz Fi |Y 


13,154 (Vaan 


Ist nun z? < 1, so ist der Bruch —* yi echt und es konver- 


giert die rechtsstehende Größe mit beständig wachsendem n 
gegen den Grenzwert Null; daher ist auch 


und 





lim R,= Q. 


n = 4+ o 


Für z? > 1 ist die Untersuchung überflüssig, weil dann die 
Reihe in (32) aufhört konvergent zu sein. 


Der Bereich, auf welchem der Ansatz (32) Geltung hat, 
ist also durch 


(33) 1sres+tl 
gekennzeichnet. 
Für z=1 ergibt sich die Leibniz zugeschriebene Reihe*) 
7 1 1 1 
(34) 4mııts 


welche jedoch zur wirklichen Berechnung eines genaueren 
Säherungswertes von x wegen ihrer außerordentlich langsamen 
Konvergenz nicht geeignet ist. Für diesen Zweck empfiehlt 


*) 1673 gefunden und in den Acta eruditorum für 1682 veröffent- 


liebt. Vor ihm schon (1671) hatte sie wie auch die Reihe (82) J. Gregory 
aufgestellt. 
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sich das folgende von John Machin angegebene Verfahren.*) 
Es sei œ ein Bogen, dessen Tangens ein kleiner rationaler 
echter Bruch a ist; dann ergeben sich für 


tg2a, tg3a,...tgne 


nach bekannten trigonometrischen Formeln ebenfalls rationale 
Brüche; man schreite in der Bildung derselben so weit vor, 
bis man der Einheit von der einen oder anderen Seite mög- 
lichst nahe kommt; sei beispielsweise 


tgne=b>1, 
. ` 7 
dann ist na >- >» 


ebenfalls eine rationale Zahl und 
Zona — arc tg c = n arc tg a — arc tg c, 


d. h. auf Grund von (32) 
p-st- e- (Egi) 


Mit a = = erhält man 


2 6 
b 5 6 120 
da im tg te= um —md>h 
ar - (a 
120 
x 119 1 
tg (4-1) = 120 3 
119 
x 1 1 1 
Z =4(5- rr trr +) 


(tr) 
239 3.239? + 5.9398 Ja 


*) 1706 in Jone’s Synopsis palmariorum matheseos mit einem auf 
100 Dezimalen berechneten Nüherungswert von æ mitgeteilt; der Buch- 
stabe æ findet hier zum erstenmal Anwendung in diesem Sinne; all- 
gemeinen Eingang verschaffte ihm erst Euler. Die Berechnung von x 
ist später bis zu 707 Dezimalen geführt worden. 
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die erste Reihe kann mittels folgender Bemerkung durch 
rascher konvergierende Reihen ersetzt werden; aus 


r 1 
tg « = 75 
folgt 
4 
6 20 
tg 2a = >86 
4, 
daher ist 
20 1 
a 99 5 1 
tg (2a — a) = — -s 1 555 
TI 


, 1 1 1 
œ = 2a — arc tg gjg = 2are tg jg — aro tg zipo 


so daß also 


let) 
— 4 (i5 - et) 
(285 Tg. * + Sao: nn ) 
=8A—-4B-C. 


Diese Formel gibt schon bei geringer Rechnung eine zureichende 
Bestimmung für x, wie die folgende Zusammenstellung zeigt: 


Š = 0,100000000 =  0,001941747 
30 =  0,000002000  — -54ga = — 0,000000002 
— 1, = — 0,000333333 B=  0,001941745 
— Ža = — 0,000000014 o = 0,004184100 
A= 0099668653  — -3gp = — 0,000000024 


C= 0,004184076 
8 A — 4 B — C = 0,185398 168. 
A ist um weniger als 2 Einheiten der niedrigsten Stelle zu 
groB, B und ebenso C um weniger als eine Einheit zu groß 
oder zu klein; daher 84 — 4B — C um weniger als 21 Ein- 
heiten und das 4fache davon um weniger als 84 Einheiten zu 
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groß, so daß x zwischen 3,141592672 und ... 588 liegt; auf 
6 Stellen abgekürzt ist daher 


x = 3,141592. 


Der Beweis, daß die Zahl x ebenso wie die Zahl e eine 
transzendente Zahl ist (95), gelang erst in jüngster Zeit (Lin- 
demann)**) Damit war auch dargetan, daB die Aufgabe der 
Verwandlung eines Kreises in ein gleich großes Quadrat, die 
Quadratur des Zirkels, mit Lineal und Zirkel nicht gelöst 
werden kann. 

2) Zur Entwicklung der Funktion 


f(x) = arc sin x 


bedienen wir uns eines Verfahrens, von dem in früherer Zeit 
bei der Potenzreihenentwicklung vorgelegter Funktionen haupt- 
sächlich Gebrauch gemacht wurde, ehe noch die Methode der 
unbestimmten Koeffizienten, auf der es beruht, streng begründet 
war. 

Wenn eine Entwicklung existiert, so hat sie die Form: 


arc sin 7 = AL + qr? + art- 
weil arc sin 0 = O ist (33, 1)), und weiter gilt (88): 


= la, + 2ax +3a2°+-- 





TEL 
beide Reihen haben denselben Konvergenzbereich; andererseits 
ist auf Grund von 98 für z? <1: 

1 - 
yi— a 
die beiden letzten Gleichungen haben zur notwendigen Folge (89): 


@,=0, (n=1,2,...); 


;-1t75 Sa+ rs > at; 





1 1-3 , 1-3...(2n—1 
la =1, 3-5, 5-5, Cnm a 
woraus 
1.3...(2n—1) 1 

3 


Aa 1:81 
=a g gg Am gg. np 


* Mathematische Annalen, 20. Bd. (1882). 
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Durch Einsetzung dieser Werte in die supponierte Reihe ergibt 
sich die verlangte Entwicklung: 


pan . 3 

(35) arc sing = +>. 41—3 ga, 

welche gleichfalls Geltung hat, solange — 1 < x< +1; sie 
gilt auch noch für r = — 1 und z = + 1, weil sie auch für 


diese Werte konvergiert. Auch sie kann zur Berechnung von 


x verwendet werden (mit z = 5 z.B. gibt sie für 7 5, mit 


z=1 für T eine konvergente Reihe), ist aber hierzu weniger 
geeignet als (32). 

100. Die Formeln von Taylor und Maclaurin für 
Funktionen mehrerer Variablen. Zum Schlusse dieses 
Paragraphen möge die Aufgabe, welche die Taylorsche Formel 
für Funktionen einer Variablen löst, für Funktionen mehrerer 
Variablen gestellt und gelöst werden: Ist nämlich f(z,y,...) 
eine Funktion mehrerer unabhängigen Variablen, so soll 
fix+h,y+k,...) in eine nach positiven Potenzen und Pro- 
dukten solcher Potenzen von h,k,... fortschreitende Reihe 
entwickelt werden, sofern eine solche Entwicklung überhaupt 
möglich ist. 

Es genügt, die Untersuchung für eine Funktion zweier 
Variablen, f(x, y), zu führen, weil die Ausdehnung auf mehr 
als zwei Variable aus dem Gange derselben unmittelbar sich 
ergibt. 

Der Wertverbindung r/y, von welcher ausgegangen wird 
und die dem Gebiete P angehören muß, auf welchem die Funk- 
tion gegeben ist, entspreche der 
Punkt M (Fig. 18), der Wertver- 
bindung z+h/y+k der Punkt M,; 
verfolgt man die Funktion längs 
der Geraden, welche M und M, 
verbindet, so verhält sie sich wie 
eine Funktion einer Variablen. 
Sind nämlich g, y die Richtungs- 
winkel von M (S) (47); s der von 
einem festen Punkte M, mit den Koordinaten z,/y, gemessene 
Abstand M, M, welcher positiv oder negativ gezählt wird, je 


Fig. 18. 
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nachdem M,M die Richtung M,(S) oder die entgegengesetzte 
Richtung hat; 4s = M M,; so ist 


(36) ns h = As cos ꝙ 
Y = Ya + S cos p k = As cos y 
und 
fE, y) = f2 + 8 cos p, Y, + s cos y) = F(s) 
(37) (f(£ +h, y +k) = flt + (8+ 48) cosp, Ya + (s+ IS) cosy) 
= F(s + ss). 





Ist nun F(s) in einem Intervalle, das die Werte s und 
s + 4s einschließt, eindeutig und endlich, und besitzt es da- 
selbst vollständige bestimmte Differentialquotienten bis zur 
n-ten Ordnung einschließlich, so gilt nach 91, (6) und (7), 
der Ansatz: 
F(s + 4s) = Fi) + E8 as+ 2a $+.. 


(a= 1) (s) 
(38) EO aet, Mu toad ga 


0<0<1. 


F'(s), F’(s),... sind aber die aufeinanderfolgenden totalen 
Differentialquotienten der Funktion f(z, y) in der Richtung (S): 
für sie wurden in 47, 54 in einer dort erklärten symbolischen 
Schreibweise die Ausdrücke een: : 


F(s) = (E cos o + 7 cos v) f(x, y) 
** = Ge‘ cos ꝙ +Ë y 08 rt f(z, „ 


PRIV = (5; - COS Q +Ë y 208 * fe, y); 


daraus folgt nach Multiplikation "mi ds, As,... As"? 
unter Rücksichtnahme auf (36): 


F (s) As = (5 h+ $. k) f(z, 4) 
(39) F” (s)4s?' = (2. h + 5 k) f(e, y) 


Fagast= (E h + Ê KYT fe, 9): 
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da schließlich vermöge (37) und (36) 
F(s + 804s) = f[x, + (s + 84s) cosp, Ya + (s +048) cos y] 
o ia = f(x + h, y + Ok), 
40) F(s +49) 1# = (h+ 5 k) f(@ + Oh, y + OR) 


Trägt man die Werte aus (37), (39) und (40) in (38) 
ein, so ergibt sich: 


f(z +h, y +k) = fle, y) +4 Garta k) f(x, 9) 
betta YA y+: 


(41) 
F welt X) fa, 9) 
1 


+ (geht E RYA + Oh, y + OR), 





Dies ist die Taylorsche Formel für die Funktion f(z, y). Zu- 
reichende Bedingungen für ihre Gültigkeit bestehen darin, daß 
die Funktion f(x,y) in einem Intervalle auf M, (S), das die 
Wertrerbindungen z/y und z + h/y + k einschließt, eindeutig 
und endlich ist, und daß alle partiellen Differentialquotienten 
bis zur n-ten Ordnung einschließlich in dem genannten Inter- 
vall vorhanden, die der letztgenannten Ordnung auch stetig sind. 


Gehört die Stelle z = 0/y = O dem Gebiete P an, auf 
welchem die Funktion f(z, y) gegeben ist, so kann sie zum 
Ausgangspunkte der Entwicklung genommen werden; ersetzt 
man dann h, k, um sie als variable Größen zu kennzeichnen, 
durch z, y, so geht die Formel (41) über in: 


fl y) = 0,0) + 4 (z7 +339), 0) 


— tz, 9). f(0,0) +- -- 


1 9 n-1 
+ı9..0=n = +39) 0,0) 
1 n 
+: 1. 22. li: +7, 9) f(0x, 0y), 


die Maclaurinsche Formel für f(x, y). 


(42) 
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Um keinen Zweifel über die Bedeutung der Glieder in 
(41) und (42) zu lassen, sei bemerkt, daB beispielsweise 


0 9 ,\2 
(zu + 5,8) f&,y) 
den Ausdruck > z: 
of f aa f 
kR +2 away rk + jyt 


vorstellt, die Differentialquotienten sämtlich an der Stelle z/y 
genommen, > W 
(5,8 + 3,9) f(0, 0) 
den Ausdruck 
of 


6x? 


N o?f o'f e 
td 





die Differentialquotienten sämtlich an der Stelle 0/0 genom- 
men, usw. 

Die Bedingungen für die Ausdehnung der Formeln (41) 
und (42) zu unendlichen Reihen brauchen nach den Ausfüh- 
rungen in 92 und 94 nicht besonders angeführt zu werden. 

Hiermit erfährt der Begriff der Potenzreihe eine Erweite- 
rung von einer auf zwei und mehrere Variabeln. Die Maclau- 
rinsche Reihe gibt die Vorschrift an, nach der eine vorgelegte 
Funktion f(x, y), sofern sie dazu fähig ist, in eine nach x und 
y fortschreitende Potenzreihe $ (x, y) zu entwickeln ist; anderer- 
seits treten zu den elementaren (in endlicher Form darstell- 
baren) Funktionen zweier Variablen solche hinzu, die durch 
die Grenzwerte konvergenter Potenzreihen ®(x,y) in deren 
Konvergenzgebiet definiert sind. So auch für mehr als zwei 
Variable. 


$ 4. Die elementaren Funktionen einer komplexen Variablen. 


101. Begriff der Funktion einer komplexen Va- 
rıiablen. Unter der komplexen Variablen g versteht man das 
Aggregat x + yi, worin x und y reelle stetige Variablen be- 
deuten. Da beide als voneinander unabhängig aufgefaßt wer- 
den, so ist die Menge der Werte von g durch co? zu bezeich- 
nen. Zum Nullwerden von g ist z=0, y = Q0 erforderlich; 
dagegen wird z unendlich, auch wenn nur eine der Variablen 
x, y unendlich wird. 
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Stellt man die Wertverbindung z/y durch einen Punkt im 
rechtwinkligen Koordinatensystem O(X Y) dar, so kann dieser 
auch als Darstellung der komplexen Variablen z angesehen 
werden; in diesem Sinne soll die Ebene O(XY) als s-Ebene 
bezeichnet werden. Der Bereich P, welcher der Verbindung 
zy zugewiesen wird, ist zugleich der Bereich von z. 

Führt man mit ø und etwaigen, reellen oder komplexen, 
Konstanten einen bestimmten (algebraischen) Rechnungsprozeß 
aus, s0 ist das Resultat w desselben, eine Funktion von z, 
darstellbar in der Form einer komplexen Größe u + vi, worin 
“v reelle Funktionen von x, y bedeuten; wir schreiben dies 
ın der Form an: 

uwu=-fe)=-u+tei. 

Aber nicht jeder aus zwei Funktionen u, v von x, y ge- 
bildete Ausdruck u + vs soll als Funktion von x + yi gelten; 
vielmehr soll dies nur unter einer sogleich zu entwickelnden Be- 
dingung stattfinden. Vorher sei noch bemerkt, daß die Stetig- 
keit von f(s) in derselben Weise erklärt wird wie bei einer 
Funktion einer reellen Variablen, wobei man den absoluten 
Wert einer komplexen Zahl in dem in 6 angegebenen Sinne 
zu verstehen hat. Insbesondere ist leicht zu zeigen, daß f(e) 
stetig ist, sobald es w und v sind, was wir denn auch für den 
ganzen Bereich P voraussetzen wollen. Überdies nehmen wir 
an, daß «, v daselbst auch stetige partielle Differentialquotienten 
nach x und y besitzen. 

Als Funktion von z, y aufgefaßt, hat f(z) =u + vi unter 
den gemachten Voraussetzungen in der durch die Winkel g, y 
gekennzeichneten Richtung den totalen Differentialquotienten 
(46): 

net Gm 
in bezug auf g also, weil dø = ds (cos œ + i cos y), den Diffe- 
rentialquotienten: 


ðu ðv ðu ðv 
er 
de ea = ? | 
soll dieser unabhängig sein von der Richtung, nach welcher man 
sich in der z-Ebene von dem Punkte z/y aus bewegt, mit 
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andern Worten: soll f(z) als Funktion von ø an der betrach- 
teten Stelle geradeso wie eine Funktion einer reellen Variablen 
nur einen bestimmten Differentialquotienten haben, so muß: 


sein; denn alsdann ist 
dw _ ĉu  „‚ov ĉv „du 
(1) di ~ Ja T tJa oder = 3y *Jy 
frei von @, y; die obige Bedingung führt aber zu den Glei- 
chungen: 


ou 00 
Ba ay 
9 l 
(2) —W 
ôy ôx 


Eine stetige Funktion w = u + vi, in welcher u,v den 
Bedingungen (2) entsprechen, heißt eine analytische Funktion, 
und nur eine solche wird als eine Funktion der komplexen 
Variablen x + yi betrachtet. Die Gleichungen (2) heißen die 
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. 

Besitzen die Funktionen %, v auch stetige Differential- 
quotienten zweiter Ordnung*), so folgt aus (2): 


gtu — 92v 
02°  Oydz 
u 0°v 
ðy? ðrüy 
und hieraus nach 82 „ 3» 
u u 
8) pa tgp 9 


und eine analoge Gleichung ergibt sich für v. Diese Gleichung, 
die Laplacesche Differentialgleichung genannt, ist grundlegend 
für die Theorie der analytischen Funktionen. Man nennt Funk- 
tionen, die ihr genügen, harmonische Funktionen, und ein 
Funktionenpaar, das den Gleichungen (2) genügt, bezeichnet 
man als ein Paar konjugierter Funktionen; ein solches ist also 
zur Bildung einer analytischen Funktion geeignet. 


*) Eine weitere Ausführung dieser Theorie zeigt, daß dies eine 
notwendige Folge der Existenz und Stetigkeit der ersten Differential- 
quotienten ist. 
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Wie aus (1) zu ersehen, ist der absolute Wert von * dureh 


die positive Wurzel aus Gey + Ey oder aus (y+ (y 


dx FE: 3y öy 
ausdrückbar, daher ist 
OW?  /[öv\2 dw)? /0v\? 
te 
eine Beziehung, die auch unmittelbar aus (2) zu erschließen ist. 


102. Konforme Abbildung. Faßt man auch u/v als 
rechtwinklige Koordinaten eines Punktes in einer zweiten Ebene, 
der „ws-Ebene“ auf, so ist durch 

w =f + y) =u + vi 

eine Zuordnung der Punkte der beiden Ebenen, der s-Ebene 
und der w-Ebene, vermittelt oder eine Abbildung der z-Ebene 
auf die w-Ebene bestimmt. Beschreibt der Punkt x/y im Ge- 
biete P eine Linie, so beschreibt infolge der Stetigkeit von f 
auch der Punkt u/v eine Linie in seiner Ebene. Es soll nun 
untersucht werden, von welcher Art diese Abbildung bei einer 
analytischen Funktion ist. 

Zu diesem Zwecke gehen wir von dem Differential der 
Funktion f(z) aus, das den Ausdruck hat: 


3 . . 
dw = (= + 133) (dz + idy). 
Bewegt man den Punkt M(z/y) bei festbleibendem y um 
die sehr kleine Strecke dæ parallel der x-Achse nach 


M,(z+ .dz/y), so ist dy=0 und die zugehörige Bewegung 
des Bildes also durch 


bestimmt; daraus liest man den Richtungskoeffizienten dieser 
Bewegung ab: 
'‘4) ðv . ðu . 
0x2 ` ax 

Bewegt man M(z/y) sodann bei festbleibendem x nach 
M,(z/y+dy), so ist dz =0 und die zugehörige Bewegung 
des Bildes ist durch 


TEERDI 
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bestimmt, woraus man ihren Richtungskoeffizienten 


(6) m 


x` 0x 
abliest. 

Aus (4) und (5) erkennt man, daß die Bilder von MM, 
und MM, ebenso aufeinander senkrecht sind wie MM, und 
M M, selbst; und da das Längenverhältnis dieser Bilder: 

(6) | dw |:| dw, 


Ou\2 /ðv 1 0u)? ðv \? 

= V ($3) + (32) de: 07) + (22) ay = ldel: dy, 
gleich dem Längenverhältnis der Originale ist, so bildet sich 
das infinitesimale rechtwinklige Dreieck MM, M, der z-Ebene 
in ein ähnliches infinitesimales Dreieck der w-Ebene ab. Es 
ist leicht zu erkennen, wie sich dieser Sachverhalt auf belie- 
bige infinitesimale Dreiecke und infinitesimale Figuren über- 
haupt überträgt, und da in ähnlichen Dreiecken einander ent- 
sprechende Winkel gleich sind, so kann man sagen: 

Die durch eine analytische Funktion vermittelte Abbildung 
der 3-Ebene auf die w-Ebene ist in den kleinsten Teilen ähnlich, 
oder winkeltreu, oder, nach einer von Gauß eingeführten Benen- 
nung, konform. 

Das Größenverhältnis der kleinsten Figuren in Bild und 
Original ist nicht in allen Teilen dasselbe; aus (6) ergibt sich 
das Längenverhältnis sehr kleiner Strecken; das lineare Fer- 
zerrungsverhältnis aber, Y Se ist durch den Quotienten 


— — — 


|a «| gleich v&) —), ist gleich dem absoluten Wert 


(22) ? 
jes —— an der betreffenden Stelle und 


somit veränderlich von einer zur andern. 

Die konforme Abbildung hat für die Kartographie große 
Bedeutung. 

Zur Illustration der vorgeführten Begriffe diene die Funktion 

w = fl) = (@—y)+ 22yi; 
daß sie analytisch ist, folgt daraus, daB z? — y? = u, 2zy = t 
konjugierte Funktionen sind, weil 
ou 


und 
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Ihr Differentialquotient ist 
dw . 
J T27 + 2yi, 


sein absoluter Wert 2 Ya? + y?. 
Eliminiert man y zwischen den Gleichungen z? — y? = u, 
2zy = v, so ergibt sich 
u... 
4x? 


als Gleichung jener Kurven in der w-Ebene, in welche sich 





das System der Parallelen zur y-Achse abbildet; es sind Para- 
beln. Durch Elimination von z entsteht 


2 
u = ayt — y’ 

als Gleichung jener Kurven der w-Ebene, in welche sich die 
Parallelen zur x-Achse abbilden; auch sie sind Parabeln. 
Beide Arten von Parabeln, durch entgegengesetzte Lage von- 
einander unterschieden, haben den Ursprung der w-Ebene zum 
gemeinsamen Brennpunkt (Fig. 19). Sie zerlegen diese Ebene 
in rechtwinklig krummlinige Vierecke, speziell in infinitesimale 
Quadrate, wenn die s-Ebene in infinitesimale Quadrate zerlegt 
worden war. 

Da u, v und somit auch w sich nicht ändern, wenn man 
bei z und y zugleich das Zeichen wechselt, so bilden sich je 
zwei in bezug auf O symmetrische Quadrate der z-Ebene in 


ein Viereck der w-Ebene ab. 
Czuber, Vorlesungen. I. 3. Aufl. 17 
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Man erörtere jene Zerlegung der s-Ebene, die einer Zer- 
legung der w-Ebene in Quadrate durch Parallele zu den Achsen 
entspricht. 

Im folgenden werden die elementaren Funktionen einer 
komplexen Variablen einer kurzen Erörterung unterzogen. 


103. Die Potenz. Moivres Binomialformel für ganze 
Exponenten. Es gelte als Grundsatz, daß die Potenz einer 
komplexen Zahl begrifflich ebenso aufzufassen sei wie die 
Potenz einer reellen Zahl; wenn also n eine natürliche Zahl 
bedeutet, so sei auch bei komplexem g 


2’=2g-2...(n-mal, 2" = = g= 1. 
Es sei nun 
(1) g = x + iy = r (cos ọ + isin g); 
dann ist 
g? = r (cos ꝙ + isin g) -r(cos p + isin p) 
= 7°[cos? p — sin? g + 2i sin ọ cos o] 
= r?(cos 2g + isin 2p), 
z? = r° (cos 2g + isin 2g) r (cos g + isin g) 
= r° [cos 2p cosg — sin 2g sing + $ (sin 2 g cosg + cos 2gsing)] 
= 7° (cos 39 + isin 3g); | 
die Allgemeingültigkeit von 
(2) 2" = r” (cos no + i sin no) 


ergibt sich daraus, daß die Hinzufügung eines weiteren Faktors 
2=r(cosp + isin p) für s*+! dasselbe Bildungsgesetz liefert. 
Aus der Beziehung 


1 1 `. 1 J 
r(eosp $ rsin g) ~ r (6089 - tsin g) = [cos (- p) + tsin (— P)] 
ergibt sich 
|27" = r" (cos (— ng) + isin (— ng)) 
(3) _ ... 
| =r" (cos ng — isin np). 


Da r-*, cos ng, sin ng einwertige Größen darstellen, so 
sind die positive und die negative gange Potene emer komplexen 
Variablen einwertige Funktionen derselben. 
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Vergleicht man die Formeln (2), (3) mit den aus (1) 
unmittelbar hervorgehenden 
z7 = r* (cos p + isin ), zZ*=r"(coosp+isingp)-", 
so ergibt sich 
4) (oosp + isinp)t*=cos(+ ng) + isin (+ np), 
die Moivresche Binomialformel*), zunächst gültig für jedes 
ganze n. 

104. Die Wurzel. Moivresche Binomialformel für 
rationale Exponenten. Die n-te Wurzel aus einer kom- 
plexen Zahl werde begrifflich ebenso aufgefaßt wie die Wurzel 
aus einer reellen Zahl; es sei also auch bei komplexem z und 


ganzem positiven n 
Vs = w 


w” = zZ. 
Setzt man w = u + iv = R (cos ® + isin O), so führt dies 
vermöge des vorigen Artikels zu der Beziehung: 


nur dann, wenn 


R*r(cosn® +isinn®)=r(cosp + ising), 
welcher nur auf die eine Weise genügt werden kann, daß 
R’=r, 
nD = g + 2x 


gesetzt wird, wobei x jede positive wie negative ganze Zahl 
einschließlich der Null bedeuten darf. Hieraus. ergibt sich 


R=|yr|, u 


n 


daher ist 
(5) Vs =y r(cos g+it sin p) = | Vr | (cos — + sin p+? ) . 
Der anscheinend unendlich vieldeutige Ausdruck auf der rechten 


Seite nimmt in Wirklichkeit nur n verschiedene Werte an, die 
man erhält, wenn man der Reihe nach 

(6) x = 0, 1, 2,... (n — 1) 

setzt. Die Verschiedenheit der aus diesen Substitutionen ber- 
vorgehenden Werte folgt daraus, daß die zugehörigen Werte 
von pt2 sämtlich in dem Intervalle (0, 2x) liegen und 


— 





) Abraham de Moivre, Miscellanea analytica, London 1780. 
17* 
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voneinander verschieden sind. Bezeichnet man ferner irgend 
eine Zahl der Reihe (6) mit «œ, so kann jede ganze Zahl 
außerhalb dieser Reihe durch 


pnta 
ausgedrückt werden, wobei p eine positive oder negative ganze 
. Zahl bedeutet; setzt man nun x = pn + «œ, so wird 
ptiz tee vrter 2 px, 
und da 2px auf den Wert der trigonometrischen Funktionen 
in (5) keinen Einfluß hat, so liefert die Substitution x = pn +a 
dasselbe wie die Substitution x = «. 

Hieraus folgt, daß die n-te Wurzel aus einer komplexen 
Variablen eine n-wertige Funktion dieser Variablen ist; doch 
haben die n Werte denselben absoluten Betrag und unter- 
scheiden sich nur in der Amplitude, so daß ihre Bilder auf 
einem Kreise um den Ursprung liegen und seinen Umfang in 
n gleiche Teile teilen. Da übrigens die komplexe Variable 
auch die reelle und die rein imaginäre Variable in sich be- 
greift, so gilt das Gesagte auch für die n-te Wurzel aus einer 
reellen Zahl. 


Setzt man in der Formel (5) r = 1 und läßt auch für ein 
komplexes gø den Ansatz 


1 
Ve =2" 
zurecht bestehen, so ergibt sich 
P pt? AT . » Q+2xx 
(7) (cos p + sin p)" = ¢os —— -— + ẹsin ao 


Gilt ferner auch für kompleze 2 


YV gi = - (a, p 
wo unter 5 ein irreduzibler Bruch verstanden werden soll, so 
ergibt sich durch Verbindung von (4) und (5): 


Vz = Vir(eosp + isin g)] 
(8) = Yri(cosgp + isingp) 


KA 
= r? (cos J 


X =) 


“+ i sin 
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und hieraus für r= 1 


qg +2xr, 


2 
nr *X 4 isin? p ; 


(9) (cosp + isin p)? = cos —— 


in beiden Formeln ist nach und aach 
x=0,1,...(p— 1) 

zu setzen, um alle Werte zu erhalten, deren die rechte Seite 
fähig ist. 

Hiernach gilt für jedes rationale (positive wie negative) 
n die Formel: 
(10) (cosg + isin p) = cosn (p + 2xx) + isinn (p + 2x). 
Man kann also, alle Fälle umfassend, für die Potenz mit kom- 
plexer Basis die Formel aufschreiben: 

z = |r" |[cosn (p + 2x) +isinn(p + 2xz)}, 

und läßt man sie auch für ein irrationales n gelten, so erweist 
sich 3 für ein solches n als eine unendlich vielwertige Funktion. 

105. Die natürliche Potenz. Als analytische Definition 
der natürlichen Potenz werde die auch für einen komplexen 
Exponenten beständig und absolut konvergente Potenzreihe 
angenommen, welche in 95, (17) unter Voraussetzung eines 
reellen Exponenten gefunden worden ist; es sei also 


- Z 2? 
(11) e=l+i trat 
Für einen andern Wert z’ der Variablen ist 
, z g? 
e =lt+i tigt 


Wendet man auf diese zwei Reihen das in 75 entwickelte 
Multiplikationstheorem absolut konvergenter Reihen an, so er- 
gibt sich für das allgemeine Glied c, der Produktreihe der 
Ausdruck: 


ZA z zer 
= l- 1.2. .n 1 1.2 (n — 1) 
z3 zn: z” 
tas 1.2.0957 Hrg.. In 1 
= 1.2. -(#” +2 £ n— 1g + zb zn} +a”) 
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biernach ist 
sr 2+ (z -+ 2’)? 
e.e =1 +~ +77 +... 





’ 


d. h. 

eP =t”, 
Die natürliche Potenz erfüllt also, wenn man ihr die Definition 
(11) zugrunde legt, das Gesetz, welches die Arithmetik für 
Potenzen gleicher Basis und mit reellem Exponenten nach- 
weist, auch für komplexe Exponenten, sie erfüllt es also ganz 
allgemein. 


Daraus folgt 
e= tl eey, 


vermöge der Definition (11) ist aber 
_ iy y? iy’ yt iy° 
®-1l+7- 753 matıasatiesens T 


wegen der beständigen absoluten Konvergenz dieser Reihe sind 
notwendig auch die Reihen 


beständig und absolut konvergent; als solche sind sie bereits 
in 96, (22) und (23), erkannt und cosy, respektive siny als 
ihre Grenzwerte erwiesen worden; mithin ist 


(12) é! = cosy + isin y 
und 
(13) e tiy — e (cosy + isiny). 


Die erste dieser beiden Formeln ist von Euler*) nach ihrer 
hohen Bedeutung für die Analysis gewürdigt worden. Formal 
gestattet sie, das Moivresche Binom cosp + sing in Form 
einer natürlichen Potenz mit imaginärem Exponenten, e?, dar- 
zustellen. 

Ändert man in (12) y um 2xx, unter x eine positive oder 
negative ganze Zahl verstanden, so ändert sich die rechte Seite 


— 





*) Introductio in Analysin infinitorum, 1748; deutsch von F. Maser, 
Berlin 1886. 
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wegen der Periodizität der trigonometrischen Funktionen mit 
der Periode 2% nicht; folglich ist 
eWw+i«n) _ ey 
und 
(14) etiri e, 


Die natürliche Potenz e ist demnach eine eindeutige periodische 
Funktion von g und 2ri der Modul der Periode (32). Ist z 
rein imaginär = y, so ist vermöge (12) der Modul von ev 
bei jedem Werte von y die Einheit; ist z komplex = x + iy, 
so ist der Modul von e’ auf Grund von (13) e. 

Wegen der Periodizität von eœ genügt’es, um alle Werte 
der Funktion, deren sie fähig ist, zu erhalten, gø ein Gebiet 
zuzuordnen, das dem x das Intervall 
(-00,+ co), dem y das Intervall (0, 2x) 
zuweist, also einen Streifen der Ebene, 
welcher von der x-Achse und einer zu 
ihr parallelen Geraden im Abstande 2x 
begrenzt wird (Fig. 20). Zerlegt man die 
ganze Ebene in Streifen dieser Breite, so 
wiederholen sich die Werte von e, welche 
aus dem erstgenannten Streifen entspringen, in jedem anderen 
derart, daB e” = e, wenn 23’ | YY’, zz = 2x oder ein positives 
oder negatives Vielfaches hiervon ist. Die Ebene XOY ist 
daher unendlich vielfach auf die Ebene UOV abgebildet (102). 

Verbindet man die Gleichung (12) oder 


#7 = cosr + ¿sinz 





mit der aus ihr durch Zeichenänderung des z hervorgehenden 
e~‘? = cos z — isin æ 

durch Addition und Subtraktion, so ergeben sich die ebenfalls 

von Euler aufgestellten Formeln: 





iz -iz 
e e 

cos z = -E° 
2 

sinz iz __ „(iz 
in = =, 


106. Der natürliche Logarithmus. Unter dem natür- 
lichen Logarithmus der komplexen Variablen z=% + iy 
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soll jede komplexe Variable w = u + iv verstanden werden, 
die für alle Werte von z, y die Beziehung 

e" = g . 
erfüllt; mit andern Worten, wie bei reellen Variablen soll der 
natürliche Logarithmus die Umkehrung der natürlichen Potenz 
sein. Zu seiner Bezeichnung diene dasselbe Symbol łz wie 
bei reellen Variablen. 


Aus 
e = œ ti? e(cosvy + isinv) =x + iy 
folgt aber nach dem Grundsatze, da zwei komplexe Größen 
nur dann gleich sind, wenn die rellen Bestandteile und die 
Koeffizienten von i beiderseits übereinstimmen, daß 


e* Coso = q 
e* sin v = y; 
daraus ergibt sich für den Modul von e”, d. i. für e“, der Wert 
=| Vx? +y, woraus u =| V+; 
ferner 
Br, sino = $, tgo = $; 


bezeichnet also Are tg y jenen einzigen Bogen aus dem Inter- 


valle (0, 2x), dessen Tangens den Wert Z hat und dessen 
Kosinus, Sinus beziehungsweise mit z, y dem Zeichen nach 
übereinstimmen, so ist 

v = Arctg + 22x, 


wobei x jede positive und negative ganze Zahl mit Einschluß 
der Null bedeuten kann. 

Nachdem so die Elemente von w durch jene von z dar- 
gestellt sind, hat man: 
(16) Læ +iy) =l V+ y"! +iAretg* + 2xxi. 
Der natürliche Logarithmus einer komplezen Variabeln ist dem- 
nach eine unendlich vielwertige Funktion, und aus einem seiner 
Werte ergibt sich jeder andere durch additive Hingufügung eines 
entsprechenden Vielfachen von 2xt. 

Den zu x = 0 gehörigen Wert bezeichnet man als Haupi- 
wert mit dem Symbol Iz, so daß le = Tz + 2xx. 
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Dieses Verhalten ist die notwendige Folge der Periodizität 
der natürlichen Potenz, aus welcher der natürliche Logarithmus 
durch Umkehrung hervorgeht (33). 

Weil die komplexe Variable auch die reelle und die rein 
imaginäre umfaßt, so gilt der eben ausgesprochene Satz auch 
für diese. 

Ist y = 0, so ist Arc tg I entweder = (0) oder = x, je 


nachdem z >O oder x <0; man hat also für den allgemeinen 
Logarithmus einer reellen Zahl x die Ansätze: 

für 2>0 lx =l x + ni 

für sr <0 lz =1 |z| +(2x+1)zxi, 
wobei xz, bzw. Į |z| den Logarithmus im gewöhnlichen arith- 
metrischen Sinne bedeutet. 

Die erste dieser Formeln zeigt, daß sich unter den un- 
endlich vielen Werten des natürlichen Logarithmus einer posi- 
tiven reellen Zahl ein einziger reeller Wert befindet, eben der 
Hauptwert; dieser ist es, den man gewöhnlich mit le bezeichnet. 
Aus der zweiten Formel geht hervor, daß die Werte des Loga- 
rithmus einer negativen reellen Zahl wie die einer komplexen 
Zahl sämtlich imaginär sind. 

Es mag noch die einfache Gestalt der Formel (16) an- 
geführt werden, welche sich bei trigonometrischer Darstellung 
von g ergibt. Ist z=r(cosp + ising), so hat man: 

lz=Ir+ip+ 2xzi. 

Bei der Abbildung von w = lz entsprechen jedem Punkte 
der z-Ebene unendlich viele (äquidistante) Punkte der w-Ebene. 


107. Trigonometrische Funktionen. Zur Definition 
der trigonometrischen Funktionen Sinus und Kosinus sollen 
bei komplexem Argument dieselben beständig und absolut 
konvergenten Potenzreihen genommen werden, welche sich in 
96, (22) und (23), bei rellem Argument für diese Funktionen 
ergeben haben. Bezüglich der anderen Funktionen sollen die 
nämlichen Beziehungen gelten, wie bei reellem Argument, also 


tgz = nn usw. Wir wollen zeigen, daß dies auf das näm- 
liche hinauskommt, wie wenn man die Formeln 105, (15) als 
allgemein geltende Definitionen festgelegt hätte. 
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In der Tat folgt aus (11): 


s —————— _ 2 íz 
4 143 1.2 1-2-3 1.2.84 TI? 





-is zen ie? ee L L AP _,,, 
e 1-7 ta t 1.2.8.4  1.-2.8.4.6 


und hieraus Aurch Addition und Subtraktion: 


4 Ta er TE BE OTTI T E, 

nimmt man also die rechtsstehenden Reihen, die mit jenen 
96, (23), (22) übereinstimmen, als Definitionen für cos z und 
sin 3, so ist auch 





iz -i3 
e e 
cosg = e + 
(17) e? — e is 
sin g = — .— 


Da die natürliche Potenz periodisch ist mit dem Modul 2zi, 
so daB et! (+t 3xn) _ ds, so sind die Funktionen cos z, 
sing ebenso wie die gleichnamigen Funktionen der reellen 
Variablen periodisch mit dem Modul 2x. 

Ist g rein imaginär, z = ix, so geben. die Formeln (17) 


(18) 2 z 
j = į sinh z, 


so daß der Kosinus einer rein imaginären Variablen reell, der 
Sinus rein imaginär ist. Durch diese Formeln ist zugleich 
der Zusammenhang zwischen den Kreis- und den Hyperbel- 
funktionen (34) hergestellt. 

Ist z komplex = z + iy, so hat man nach (17): 


cos (x + îy) 
_ —— ei. (Ee) +e- (er e) (e e) 
sin (2 + èy) 


Etr (E E E) l E e), 
26 4i ' 
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mit Beachtung der Formeln (15) und (18) gibt dies: 
cos (x + iy) = cos z cos iy — sin z sin iy 
sin (x + iy) = sin z cos iy + cosz sin ty, 


Formeln, welche völlig dem für reelle Bögen geltenden Addi- 
tionstheorem entsprechen; in der Form geschrieben: 


cos (x + iy) = cosx coshy — isin z sinh y 
sin (2 + iy) = sin z cos hy + i cosx sinh y 


lassen sie die linksstehenden Funktionen unmittelbar als kom- 
plexe Größen erscheinen. 

Der Kosinus und der Sinus einer kompleren Variablen sind 
demnach eindeutige periodische Funktionen mit dem Modul 2x. 

Wegen der Periodizität genügt es, ` 
um den ganzen Verlauf dieser Funktionen 
kemen zu lernen, dem z als Gebiet einen 
Streifen der Ebene zuzuweisen, welcher 
von der y-Achse und einer zu ihr par- 
allelen Geraden im Abstande 2x begrenzt 
it (Fig. 21). Teilt man die ganze Ebene 
in derlei Streifen, so wiederholen sich in 
jedem derselben die Werte aus dem erst- 
gedachten Streifen derart, daß cos z’=cosz, 
sinz = sing, wenn zz | XX’ und gg = 2x oder einem Viel- 
fachen davon. 

108. Zyklometrische Funktionen. Als Arcustangens 
einer komplexen Variablen g = x + iy werde jede komplexe 
Zahl w = u + iv bezeichnet, die der Bedingung: 


Fig. 21. 





tgw =g 


genügt. Mit Benutzung der Gleichungen (17) führt dies zu 
der Gleichung 


aus welcher zunächst 


und weiter 
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folgt, so daß sich für w die Bestimmung: 
En ae Arc tg z 


ergibt; dadurch ist die Lösung der Aufgabe auf die Bestim- 
mung des natürlichen Logarithmus einer komplexen Variablen 
zurückgeführt, die in 106 erledigt worden ist. Es ist 
1+iz 1—y-+izr 1— x? — y’? 2x . 
engere ren se eners 
der Modul hiervon die positive Quadratwurzel aus 
a — z? — yh t 42° Otar y) — 4y? t+ y), 








(++?) + a+ y)? —— 
daraus ergibt sich auf Grund von 106, 9E 





1+ 12 z’+(1— y) 
li n >l SE + iAretg i—i -y + 2al 


und hiermit 


Arc e (x + iy) 


(19) i etaty? 
— 1” x 460 = +7 I Arc tg — I -5 yè t AR, 
dabei ist unter Arctg, —- y jener Bogen aus dem Intervalle 


(0, 2x) zu verstehen, Jessen a Tangens . = er. Ly ist und dessen 


— g 
Sinus, Kosinus im Vorzeichen mit 2x, 1 — z? — y? respektive 
übereinstimmen. 

Der Arcustangens einer komplexen Variablen ist demnach 
eine unendlich vieldeutige Funktion; aus einem seiner Werte 
ergibt sich jeder andere durch additive Hinzufügung eines ent- 
sprechenden Vielfachen von x. 

Als bevorzugter Wert soll jener gelten, der x = 0 ent 
spricht, und als Hauptwert mit arctg g bezeichnet werden; es 
ist dann Arctgz = arctg z + «a. 

Die andern zyklometrischen Funktionen führen ebenfalls 
auf den natürlichen Logaritbmus zurück. Auch wenn w eine 
komplexe Zahl ist, gilt nämlich vermöge (17) die Gleichung: 

er = cosw + isinw, 
woraus 


1 e. œ 
w = -;- L (cos w + isin w); 
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setzt man nun einmal sin w = g, ein zweitesmal cosw = Z, so 
ergibt sich im ersten Falle 

Arcsin z = Z I(V1 — # + iz); 
im zweiten Falle 

Arc cos z = 5- l(a +iy1— 29), 


die Wurzel beidemal als zweideutige Größe aufgefaßt. Die 
Ausführung dieser Formeln in den Variablen z, y soll unter- 
bleiben. Nur einige Bemerkungen mögen noch angefügt wer- 
den. Ist z reell und dem Betrage nach kleiner als 1, so ist 
auch Y1— 2°? reell und der Modul von Yl—s!-+iz, ebenso 
wie der von g + èV 1— æ gleich 1; infolgedessen entfällt ver- 
möge 106, (16) der logarithmische Teil und es bleibt ein reeller 
Bogen bestehen. Wenn hingegen 3 reell und dem Betrage 
nach größer als 1 ist, dann ist V1 — 2° imaginär und der 
Modul von Yl—2°+iz gleich |a+ Vz — il, jener von 
z+iV1—z=s—V#—1 gleich |e— Ye? 1; man hat also 
auf Grund von 106, (16): 
Arc sin g = F l's +yê— 1] +Ž+2xx 





Arc cos s = 1a Ve-il + 2x. 


Aus diesen Darlegungen ergibt sich die für reelle z, welche 
absolut genommen kleiner sind als 1, aus den Elementen schon 
bekannte Formel: 


Are sine + Arc cos z = 3 + 2xn. 


Hervorgehoben seien zum Schluß die nahen Beziehungen, 
die sich durch Heranziehung der komplexen Variablen zwischen 
den trigonometrischen Funktionen und der Exponentialfunktion 
einerseits, den zyklometrischen Funktionen und dem Logarith- 
mus andererseits aufgetan haben und die sich durch die ganze 
Analysis hindurch verfolgen lassen. 


8 5. Die unbestimmten Formen. 


109. Die Form 2. Wenn eine Funktion f(x) der stetigen 


Variablen v für ein Intervall (æ, 8) eindeutig definiert und in 
diesem Intervall stetig ist, mit Ausnahme einer einzigen Stelle 
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x= &, welche innerhalb (a, ß) liegt oder mit einer der Grenzen 
zusammenfällt und an welcher die Definition ihre Geltung ver- 
liert, so stellt sich die Aufgabe ein, das Verhalten der Funktion 
in der Umgebung dieser kritischen Stelle zu untersuchen. Diese 
Aufgabe erhält einen bestimmten Ausdruck in der Forderung: 
den Grenzwert von f(x) zu suchen für einen näher bezeich- 
neten, aber stetigen Grenzübergang lim z = a (18). 

Die Funktion f(x) erscheint an einer solchen Stelle z= a 
in einer sogenannten unbestimmten Form und nach dieser Form 
richtet sich das einzuschlagende Verfahren. Welches diese 
Form aber auch sei, so bezeichnet man den Grenzwert lim f (z), 


wenn ein solcher existiert, als einen uneigentlichen Funktions- 
wert, wohl auch nicht gerade zutreffend als den wahren Wert 
der unbestimmten Form, und ergänzt die an der Stelle æ = a 
unterbrochene Definition der Funktion dadurch, daß man diesen 
Grenzwert als ihren Wert an dieser Stelle festsetzt, also 


(1) f(a) = lim f(x) 


annimmt; dies geschieht auch dann, wenn der gedachte Grenz- 
wert + oo oder — oo ist. Die Ergänzung erfolgt also, sofern 
der Grenzwert ein endlicher ist, nach dem Grundsatze, daß 
die im Intervalle («, 3) mit Ausschluß von a herrschende 
Stetigkeit auch für x = a fortbestehen bleibe. 

Unter den unbestimmten Formen ist es eine, auf welche 
man die übrigen zurückzuführen sucht; sie hat folgende Ent- 
stehung. 

Es sei f(x) = en eine gebrochene Funktion, deren Zähler 
und Nenner in dem Intervalle («, ß) stetig sind und an der 
Stelle z =a zugleich verschwinden; dann nimmt der Ausdruck 
der Funktion die Form 7 an. 

Da g(x) und y(x) für lim x = a unendlich klein werden, 
so hängt der Grenzwert ihres Quotienten von der Ordnung 
des Unendlichkleinwerdens jeder einzelnen ab (16). 

Hierüber gibt mitunter schon eine einfache algebraische 
Umformung Auskunft; sind z. B. m, n natürliche Zahlen, so ist 

a" — a” (z — a) (2™- lpas- 244 442) n) 

f(z) = n aT (x — a) (2°” I} g2*- IL. .+ a*” ar)? 
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Zähler und Nenner werden also für lim z = a von derselben 
Ordnung unendlich klein wie z — a, daher ist 


. _ "ia"... Harn! M mn 
fia) = lim f(z) = re u), m” 
It z=0 die kritische Stelle und sind g(z), y(x) in 
Potenzreihen entwickelbar, so können diese Reihen ein von z 
freies Glied nicht enthalten (85, Schluß); es sei daher: 
p(z) = az" + art art’. = art H), 
p(z) = baz” + b e*t! + br" t? 4 -= (bat brt.) 
für lim z = 0 werden jetzt p(z), y(x) in bezug auf x selbst 


unendlich klein von der m-ten, bzw. von der n-ten Ordnung 
und man hat nun drei Fälle zu unterscheiden: 


a) für m >n ist lim 2” n 0, daher 
z=0 a” 


— 9a) 0. 
f(0) lim a)” ; 


b) für m < n ist lim © = 00 (+ œ bei geradem n — m, 
z=0 7 
bei ungeradem n — m links — oo, rechts + co), also 


° f0) = lim HE = 00; 
c) für m =n endlich erhält man 
x ay 
f(0) = z= Po lim 5) = b, l 
Zur Erläuterung dieses Verfahrens mögen folgende Ber- 
spiele dienen: 
1) Für z = 0 nimmt 


x — sin g 
f(a) = — 
0 
die Form — an; es ist aber , 
. gz? x 
z— sinz-z—( Tia tT 45) 
g’ g? 





daher 
f(0) = lim f(a) = 
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2) Dieselbe Erscheinung tritt bei 
f (2) = z—arcigr 





1-—cosz 
ein; die Entwicklungen von Zähler und Nenner geben 
x æ æ £r’? x’ 
z—actigs=s- (7 -, o 


1—cosz=1—(1— Etra) = z — -2 
folglich ist l 
f(0) — lim f(x) = 0 
3) Das gleiche Verhalten zeigt 
lateat — eta) 
f(z) e+ e7 — acor 
für x = 0; nun ist, sobald x genügend klein geworden, 
I(l+z2+ N) +i — arr’) 
"tz _(@+ eto eten (774774 —— +.) 


—— m 0 0 8 


E + e” — 2cosz 
x, æ x x? x? xt 
=1+47+,,++1- 3 —* +7372 (1 15 + — 
= 224 0 — TE 
daher i 
f(0) = lim f(z) = ș ` 
Die Entwicklung gibt zugleich ein bequemes Mittel, die 


betreffende Funktion für der Null naheliegende Werte von — 
näherungsweise zu berechnen; so kann die Funktion des 1. Bei- 


spiels für sehr kleine Werte von z durch Z — z , jene des 


z x 
2. Beispiels durch $ — und dies wieder durch = — Sia! , 
2 24 , 
1+ S 
die des 3. Beispiels durch —-« und dies wieder durch 
180 


1 x? .. . 
F + a näherungsweise ersetzt werden. 
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Zu einem allgemeinen Verfahren der Grenzwertbestimmung 
von Quotienten, deren Zähler und Nenner für x = a gleich- 
zeitig Null werden, führt die Differentialrechnung. Ange- 
nommen, die Funktionen p(x), y(x) besitzen in einem be- 
liebig engen, a und a+ h enthaltenden Intervalle stetige 
Differentialquotienten m-ter, bzw. n-ter Ordnung, so können 
pía +h) und v(a + h) nach der Taylorschen Formel (91) 
wegen p(a) = 0, Y(a) = 0 wie folgt entwickelt werden: 


’ , g” (a) oa +0 h) n 
ga+h)=pla)lh+ ra tet aS a h (0<#<1) 


s (n) 73 
va) y (aht Ymy. Et Ma (0<0"<1). 


Wenn nun g'(a)+ 0 und Y’(a) +0, so werden g(a + h), 
(a +h) mit h zugleich unendlich klein von erster Ordnung, 
ud man hat 


9 olaeth) +h) =? (a) * 
(2) f(a) = lim —— path ya) ) 





Ist hingegen 
y (a)=0 und auch weiter noch g” (a) = .. gm dla) = 
aber p”)(a) + 70 
v(a)=0 und auch weiter noch ¢”(a) = 0, ... yr-Y(a) = 
aber Hr (a) +0, 
und bleiben die letzten Beziehungen auch in dem Intervalle 
(a, a + h) bestehen, so wird 
gla +h)  1:-2...nh” ga + 6° h). 
plath) 1-2...mh” pa 0"h) 
unter diesen Voraussetzungen wird also ọ(a + h) für lim h =0 
in bezug auf h unendlich klein von der m-ten, y(a + h) von 
der »-ten Ordnung; danach ist 











*, Die in diesem Ansatze enthaltene Regel hat Johann Bernoulli 
zuerst gefunden. Acta erudit. 1704. Die Aufgabe, den Grenzwert eines 


Bruches zu bestimmen, der die Form + oder die im nächsten Artikel 


besprochene = annimmt, hat zum erstenmale (in geometrischer Ein- 
kleidung) G. F. de V Hospital, Analyse des infiniment petits, Paris 1696, 
in Angriff genommen. 

Czuber, Vorlesungen. L 3. Aufl. 18 
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h 
f(a) = lir mn” 0, wenn m>n, 
f(a) = lim res = ©, wenn m <n, 


(m) 
3 — lim C+M 9 _ 0 
8) fo) nopla th. Wa? 
Das Verfahren, zu welchem diese Betrachtung führt, läßt 
sich folgendermaßen charakterisieren: Man differentiiere Zähler 


und Nenner des Bruches ze je für sich und wiederhole dies 


so oft, bis man im Zähler oder im Nenner zu einem Differen- 
tialquotienten kommt, der für x = a nicht Null ist; je nachdem 
dies im Nenner zuerst oder im Zähler zuerst oder nach m 


Wiederholungen in beiden gleichseitig eintritt, ist lim so für 





wenn M =n. 


g®) 
lim z =a gleich Null, oder = oo oder -—F_®. 


more (a) 
In dem letztgedachten Falle nimmt nicht allein ee 
ve) ya) gw 


sondern nehmen auch für z =a die 








TORAO y- Da) 


unbestimmte Form r an und alle diese Quotienten haben den- 


g”) (a) 
-; denn wendet man die Taylorsche 
va) “ 


Formel auf "(a + h) und y” (a + h), wo r< m, an, so wird 
wegen p” (a)=0, p+9(a)=0, ...p™-”(a) =0 und y” (a)=0, 
yeta) = 0, ... yr-Ddla)= 0: 

gm ) 
+h) = — hn-r 


..(m— r) 





selben Grenzwert 








p” ) (a + 





y ™ h 
v(a +A) mere p= 


und 
g” (+ h) _ 9" (a) 
Fo (a + h) y5 (a)? 
so daß man schreiben kann: 
— p (2) _ p n P (2) g” (z) _ 
(4) f(a) lim , ya Im lim iy () = lim, vo“ 
Bisher wurde die kritische Stelle als im Endlichen liegend 
vorausgesetzt. Wenn aber (x), y(x) mit beständig wachsen- 
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dem x, z. B. bei lim z = + oo, gegen Null konvergieren, so 

nimmt en für im z = + oo die Form 2 an, das durch (4) 

tharakterisierte Verfahren der Grenzwertbestimmung bleibt aber 
1 

1: 1 P (z) , 

bestehen. Setzt man nämlich z=- , so nimmt — r) die 
p — 

vibestimmte Form für lim s = +0 an und hierfür gilt der 

Vorgang der sukzessiven Differentiation; nun ist aber 


wobei ꝙ (4 ) den Wert von g'(x) für z = y (-) den Wert 
von y(x) für z = — bedeutet; daher ist 
Z ) 


ee 


oo == - und lim — — = ; 
D, V ) v(Z) 2=+0 D.v (-) z=+0% (X) 
Das an erster Stelle unter Voraussetzung ganzzahliger 
positiver m, n behandelte Beispiel 
fo) 
— a" 


erledigt sich mit Hilfe der Diferentialrechnung für beliebige 
rationale m, n (a > 0); es ist vermöge (2) 


fa) = ("5 ) na". 


Die drei späteren Beispiele führen auf diesem Wege zu folgen- 
der Rechnung: 





1 — cos z sin z 1 











lim 202 _ Jim — = lim = -5 
aeo Era 3r 6. 6 
x? 2x 
. z—arctgx . 1+2° (a *) on. 
lim 1 — cosx lim sing — \ coss / o 0; 
lim i+c +29 +1 —c +2) 
z=0 te" — 2 cor 











= lim 


2744r 2+102?— 22° — 4r’ 
tete _ (teten) La 
z=0 ee 1 2sinz z=0 


te "+ 2%coox 2 
18° 
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Als weitere Beispiele mögen dienen: 


3— 1924 30 24 
f(@) urn bei z = 2 und z = 3, . ri 


fa) -= ee bei z = 0, Sh 
sin z — cos z 
f(z) = in?z — cos2z— 1 
f(«) = — bi x = 0, I>}- 
110. Die Form X. Es habe die Funktion wieder die 


OO 


Form eines Bruches AE ; bei der stetigen Annäherung von z an 


die Grenze a mögen jedoch Zähler wie Nenner, jeder mit einem 
bestimmten Vorzeichen, ins Unendliche wachsen. Dann nimmt 


f(x), wie man dies kurz ausdrückt, an der Stelle x = a die un- 


bestimmte Form an; der Grenzwert dagegen, welchem sich 


dabei f(x) im gegebenen Falle nähert, hängt wieder von der 
Ordnung des Unendlichwerdens von Zähler und Nenner ab. 

Einen wichtigen Fall, in welchem die Frage leicht erledigt 
werden kann, bildet die Funktion 


f(2) = = 
wo n > 0 vorausgesetzt wird; für lim z = + oo wachsen Zähler 
und Nenner, positiv bleibend, ins Unendliche; wie groB aber 
auch x und m ist, es gilt 
x x? x” 
e>it trat tin 
daher auch 





wo immer m>n vorausgesetzt werden kann, so daß der 
rechtsseitige Bruch mit x über jeden positiven Betrag wächst; 
daher ist 
lim £. = + ©. (n > 0). 
z=+w X 
Es wird also die natürliche Potenz e” (und jede Exponential- 
größe a”, deren a > 1) für lim z = + 00 unendlich groß von 
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höherer Ordnung als jede noch so hohe algebraische Potenz z” 
mit positivem Exponenten. Daraus schließt man umgekehrt, daß 


lim 7- = 0. (n > 0). 


z=+m € 


Von dieser Funktion läßt sich leicht schließen auf 
l 
fa) = 


fir n> 0 und lim z = + œœ; denn setzt man lz = z, so wird 
z=e und mit lim z=-+ œœ zugleich lim g= + œ; die 
Funktion aber geht über in 


Z ng 
en⸗ er? 
infolgedessen ist 
lim je = ! Jim mz =(. (n>0). 
z=+toTL n s3=4%0¢ 


Hienach wird der natürliche und jeder Logarithmus, dessen 
Basis größer als 1 ist, für lim z = + oo unendlich groß von 
niedrigerer Ordnung als jede positive Potenz. 

Mit Hilfe der Differentialrechnung wird die Grenzwert- 
bestimmung im vorliegenden Falle ebenso erledigt, wie bei 


der Form 2 - Zuerst soll dies unter der Voraussetzung gezeigt 


werden, daB lim z = + oo (oder — oo), und daß von einer 
Stelle X angefangen %’(z) nicht mehr Null wird, y(x) also 
monoton verläuft. Dann gilt der Satz, daß, sofern —78 einen 
Grenzwert A besitzt, p gegen denselben Grenswert konvergiert. 

Sind nämlich 2,, £ (zo < x) zwei Werte der Variablen, 
welche dem Intervalle (X, + œ) angehören, so ist nach dem 
verallgemeinerten Mittelwertsatze (39): 


g(x) — Pp(&,) — p(z) . 


p(z) — p(z) Yan)’ 


daraus schließt man weiter: 


Lylat <T; 


j — 9%) 
gz) g) _ p(z) 


Y (£) 1— ap (£) pl) 
v (z) 
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und 
1 _ Ia) 
(5) ya) ___Ä), p(z), 
Y pæ) 1— 9 (£o) u (2) 
ọ (x) 


Da nun - m für im x = + co den Grenzwert A hat, so kann 


Wp (z) 
man 2%, so groß festsetzen, daß ” A 


kleinen Betrag & verschieden, also gleich A + e ist; nach Fest- 
setzung von % kann man ferner x so groß annehmen, daß 
der Bruch 


von A um einen beliebig 


1 — v⸗ (£o) 
y a) 

_ P(T.) 
9 (2) 





von der Einheit um einen beliebig kleinen Betrag sich unter- 
scheide, also gleich 1 + sei; dann aber hat man 


TO 
Ņ (£) (1 +n)(4 #8), 
und weil s, n dadurch, daß man z, und x groß genug wählt, 
der Null immer näher gebracht werden können, so ist tat- 
sächlich 
-n 92) m c) 
k T a 
(x) 
yl r) 
endliche wachsen sollte; denn da der erste Faktor der rechten 


Der Satz gilt auch dann noch, wenn - mit x ins Un- 


Seite in (5) gegen 1 konvergiert, so ist mit lim 4 A = © 
z= +o 
auch lim ga) _ oo. 
z=+o0 P p(x ) 


Der Fall, daß 59 die unbestimmte Form — — für limz=«a 


annimmt, läßt sich auf den vorigen durch die "Substitation 
z=4+r 2 


und darauffolgenden Grenzübergang lim z = + œ (oder — œ) 
zurückführen; da aber 
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Da[a+t]=- 4y (e+ 2), 
De(er )-- Award) 
wobei die Differentiation rechts sich auf das x vertretende 
Aggregat a + 2 bezieht, so ist 





im PO — lim D: (e t- ) — lim P (2+ r) lim Z2. 
raV) ep, Diyfat t) ay (a4) YO 


Die über das Verhalten von y(x) gemachte Voraussetzung 
lautet jetzt dahin, daß sich eine Umgebung von a wie in (5) 
muß bezeichnen lassen, innerhalb welcher y’(z) nicht Null 
wird. 

Sollte ? za bei dem vorgeschriebenen Grenzübergange wie- 


der die unbestimmte Form — annehmen, so geht man zu dem 


Verhältnis der zweiten Differentialquotienten über, sofern auch 
(x) die angeführten Bedingungen erfüllt, usw. 

Mitunter bedarf es nur einer anderen Schreibung, um eine 
Funktion, die die Form — annimmt, so darzustellen, daß sie 


die Form 0. erlangt; dies findet beispielsweise bei i an: ID: 
für z = Ž statt wenn man Hg DE dafür schreibt; bei 


x HT 





= 0, wenn man es in z —? umsetzt. 
aL T 
cotg 3 

Beispiele. 1) Die vorhin behandelten zwei Fälle erledigen 
sich nach dem gegenwärtigen Verfahren wie folgt: Sind p, p +1 
zwei aufeinanderfolgende natürliche Zahlen und y<n<p+Hl, 
so hört die Unbestimmtheit von 


e 


g” 


nach p-maliger, bzw. nach (p + 1)-maliger Wiederholung des 
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Verfahrens (6) auf, je nachdem p = n oder p < n ist; im ersten 
Falle ist 


0. e . e 
Bee na te 
im zweiten Falle 
lim Ki — — — 
z= +0 T" nn —1)...n— p)a""? 
. Prien 
— lim nn—1)...m—p) + oo. 
Was ferner 
jr (m> 
x 


anlangt, so ist schon nach einmaligem Differentiieren 





1 
lim 2 = lim —-, = lim 0. 
z=+ro T nr ng 
2) Auf die Funktion 
z + cosx 
x — sing 


ist für lim æ = + co (wie auch — oo) das Verfahren nicht 
anwendbar, weil es keine Zahl X gibt, über welche hinaus der 
Differentialquotient des Nenners, d. i. 1 — cos z, nicht mehr 
Null wird; auch nähert sich der Quotient der Ableitungen, 


1 — sin z 
1 — cosg’? 


Anblick, daß 


keiner bestimmten Grenze; indessen zeigt der bloße 


. © + c082 
lim Er ee _ | 
2-08 — Binz 


3) Die Funktion 
Itgax 


ae 
nimmt für a>0 bei dem Grenzübergange lim x = +0 die Form 
= an, und es ist 





00 
. a.sectax 
. lt . tgax 
lim tat Jim _ 822 
z=40 LIET sec’ æ 
tgx 


asin? gz 2acos 2x 


0 ingas (za cos Jan)ıne” l, 
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wobei bemerkt wird, daß der Quotient der ersten Differential- 
quotienten, nämlich 2°”, bei æ = 0 die Form $- erlangt. 


sin 2ax’ 





111. Die Form O-o0. Wenn f(z) = yp(z)Y(z) und wenn 
bei einem bestimmien Grensübergange lim x = a 


lim 9(2)=0, lim y(x) = œ 
wird, so nimmt f(x) die unbestimmte Form O - co an, die sich 
auf eine der Formen 2, © bringen läßt, z. B. dadurch, daß 


0?’ œ 
man f(x) in der Gestalt 
> , beziehungsweise v * 
4 (a) 9 (2) 


schreibt. Es treten dann die früheren Methoden in Kraft. 
Einen Fall dieser Art bietet die Funktion 


f(x) = z” (lx) (m > 0, n >00) 


dar für lim r = + 0, wenn nur auch m, n solche Zahlen sind, 
daß z", (l2)" reelle Bedeutung haben. Schreibt man 


f(z) = o, 


so kann das Verfahren von 110 angewandt werden, wonach 


„um f(x) = lim —5 lim "(I)" 1; 


ist s eine natürliche Zahl, so gibt die »-malige Wiederholung 
dieses Vorganges schließlich 

lim f(z) = (— 1) FD! lim z= 0, 

z= 40 m z=+0 


und liegt n zwischen den natürlichen Zahlen p und p 4 1, so 
ist nach (p + 1)-maliger Wiederholung 


lim f@)-(- pr dr 2 lim an(s) -2-1=0, 
z= 4+0 m” z=+0 


weil z” (lx) -2-1 = —— nun ein Bruch ist, dessen Zäbler . 
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gegen Null abnimmt, während der Nenner über jeden Betrag 
wächst. 

Man hätte mit Berufung auf ein früher erledigtes Beispiel 
auch so vorgehen können: Setzt man z=e”‘, woraus lz = — z, 
so verwandelt sich f(x) in 


Rn mz ? 


— 1 nz D" (mn 
ya 


und da lim z= +0 zur Folge hat limmz=-+ œ, so ist 
zufolge des ersten Beispiels in 110 


lim f(z) = TË?" lim Po. 
z=+0 m € 


m s= 4+ 0 


Die Form oo - O tritt bei der Funktion 


ra) = ala -1) | (a>0) 


für im z = + co (wie — oo) ein; schreibt man dafür 


und setzt Z = z, so hat man es mit dem Quotienten 


a — 1 
z 


für lim s =0 zu tun, der die Form $ annimmt; daher ist 
nach 109, (2): 


lim z (az _ 1) — lim 1 = (7) = la. 


z=% ı=0 Z 1 





Es soll gezeigt werden, daß 2” sin = für z = œ den 


Grenzwert a und (a — x) tg * für z=a den Grenzwert ža hat. 


112. Die Form œ — œ. Wenn f(x) = g(x) — Y(z), 
und wenn bei einem bestimmten Grensübergange lim x = a die 
beiden Teile y(x), y(x) zugleich gegen die Grense + co oder 
gegen die Grense — œ konvergieren, so erscheint f(x) in der 
unbestimmten Form oo — ©. 
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Zur Ermittlung des Grenzwertes von f(x) läßt sich auch 
hier mitunter von Reihenentwicklungen zweckmäßiger Gebrauch 
machen. Handelt es sich z.B. um 


f(z) = Vla + x) + z) — Vla — 2) — 2) 


für lim z = oo — die beiden Quadratwurzeln positiv gedacht — 
so bilde man mit Benutzung der Binomialreihe (98): 


Va — DY 
alte eh, 
Va ajo -z =a(1 -47+ 3) 


æ? 


— E a a a a a- a E 


x x? x x? 








diese Entwicklungen sind „aulässig, sobald nur x so groß ge- 
worden ist, daß +? s ® und er? — d dem Betrage nach 





unter der Einheit liegen; es ist dann 


fd) =a +b CEDA _ 
2x? 
und hieraus 


f(o) = lim f(z) = a + b. 
Desgleichen kann bei 
f(z) =s- #I(1+ >), 


das für lim z = œo die Form oo — co annimmt*), von der 
Reihenentwicklung Gebrauch gemacht werden; denn sobald 
r> 1 geworden, ist 


x I: © 32° 2 3z 
und 
1 
lim f(z) = z` 


*, Die folgende Rechnung belehrt selbst darüber, daß der zweite 
Teil, der die Form oo - 0 annimmt, den Grenzwert oo hat. 
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Wo dieser Weg nicht eingeschlagen werden kann oder 
beschwerlich ist, da bringe man f(x) in eine Gestalt, die für 


lim z = a die unbestimmte Form ç annimmt, indem man 


p(z) = 29, p(z) = 2n 


setzt derart, daß p,(x), y(x) für lim z =a gegen Null, ọg,(z), 
%,(z) aber weder gegen Null noch gegen oo konvergieren. 
Dann erlangt 
_ Pı (2), (2) — P, (£) $, (2) 
f=) Ps (2) p, (2) 


die Form 2 , welche nach früher entwickelten Methoden zu 
behandeln ist. Auch eine der beiden Darstellungen: 
-Y (2) (z) 
f(x) = p(x) — v(e) = 1 ge = l“ ia 
kann zum Ziele führen. 
Beispiele. 1) Es sei für 


f(x) = 2x tg z — x sec z 


der Grenzwert zu bestimmen bei lim z = —. Man findet 


2 
. . 7 2æsin - x 2 sin x -+ 2x cos gz 
lim f(x) = lim 2 u a) „-—: 
=. ze. z= 


2) Die Funktion f(x) = 
unbestimmt; es ist nun: 


lim f(x) — lim 7 — sgin? T lim-— 2% — sın 2r 
z=0 


inte -4 wird bei lim z=0 








gæsina 2zsin?c-+ g sin? z 
—lim-- — 2 — 200827 
2sin’c+4xsin2r+2x7?cos2xr 








lim 48in 2x 
AN zins +122c0822—4 2’sin 2x 
— 8 cos 2x 1. 
— co82r — 82xsin 2r— ar z=0 3! 


dreimal wiederholt sich die Form 2 und erst der Quotient 
aus den vierten Differentialquotienten führt zu dem Grenzwerte. 
3) Man weise nach, daß Z — cotg? x für z = 0 den Grenz- 


wert Z besitzt. 


Vierter Abschnitt. Reihen. 285 


113. Die Formen 0°, o0°, 1°. Eine Funktion von der 
Gestalt 


f (2) = pa) (pa) > 0) 
kann zu drei weiteren unbestiimmien Formen Anlaß bieten; sie 
nimmt nämlich, wenn bei einem bestimmten Grenzübergange 
lim z =a 

lim ọ(x)=0 lim g(z)=0, 
die Form 0°; ferner wenn 

lim ọ(x)=œ lmy(e)=0, 
die Form oo°; endlich wenn 

lim ọ(x)=1 lim (z) = oo, 
die Form 1” an. Geht man aber von der Funktion selbst zu 
ihrem Logarithmus über: 

a) = v@)lpl), 

so kommt man zu einem Ausdrucke, der in allen drei Fällen 


die bereits erledigte unbestimmte Form 0 - oo annimmt; existiert 
für ihn ein Grenzwert und ist dieser A, so ist 


lim f(x) = e4. 


z=60 


Beispiele. 1) Der Logarithmus von f(z) = +”, d. i. zlz, 
hat für lim z = + 0 zufolge 111 den Grenzwert 0; mithin ist 


lim #=1. 
z=+0 


2) Für lim z = — 0 tritt bei 
f(x) = (tg s)” * 


die Form x° ein; der Logarithmus hiervon, in der Gestalt 


geschrieben, nimmt die Form == an; nach zweimaliger Diffe- 
rentiation von Zähler und Nenner findet man aber 





sec? x 
lim ltgr _ im tgx 
„n Becs sec g tgx 
z= -——0 
2 
sec £ . sec x tgr 
= lim i lim gigerez T iN gass TO? 
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daher ist 
lim (tg) = ge = 1. 


z=- 570 
3) Für lim z = oo und ein beliebiges aber bestimmtes z 
erlangt * 
fæ) = (1+7) 
die Form 1”; der Logarithmus davon kann, sobald nur z dem 
absoluten Werte nach größer ist als z, entwickelt werden 
wie folgt: l 
x x x? x? 
rs) rei 
und hat demnach für lim s = oo den Grenzwert z; infolge- 
dessen ist 
. xE\® 
im (IH 
(Vgl. 30, (J), (K); 95.) 
4) Dieselbe unbestimmte Form wie in 3) stellt sich bei 
` b 


f(z) = (cos az)” 
für lim z = 0 ein; der Logarithmus hat die Form a und gibt 
nach zweimaliger Differentiation 
lim bt cos az 


z=0 
. — absinaz — a!bcosazx a?b 
= lim ————-- -- = — -ij 
2x cosax 2 cos az — 2a z ain a zjr=0 2 
daher ist 
b 2 
lim (cos ax)? =e ?. 
z=0 


5) Zu zeigen, daß u für lim x = + 0 entweder 
1 


den Grenzwert 1 oder e ë oder O hat, je nachdem r <, = oder 
> 2 ist. (Man bestimme nach einmaliger Differentiation den 
Grad des Zählers und Nenners.) 
6) Nachzuweisen, daß lim (sin z)#'* = 7 und 
z e 
z=7 
lim (tg x)?’ = = 


z=— 


ist. 4 


Fünfter Abschnitt. 
Maxima und Minima der Funktionen. 


$l. Maxima und Minima der Funktionen einer Variablen. 


114. Begriff der extremen Werte einer Funktion. 
In dem Verlaufe einer nicht einförmigen oder nicht monotonen 
stetigen Funktion (17) sind solche Werte der Variablen von 
besonderer Bedeutung, bei welchen der Übergang vom Wachsen 
ns Abnehmen oder das Umgekehrte stattfindet, mit anderen 
Worten, bei welchen die Trennung der Kontinua erfolgt, welche 
die Funktion in abwechselndem Sinne durchläuft. Die für 
solche Werte der Variablen geltenden Werte der Funktion sind 
es, welche in den Anwendungen der Analysis häufig vorzugs- 
weise in Betracht kommen. Man bezeichnet. sie als extreme 
Werte der Funktion oder als Extreme kurzweg; ihre genaue 
Kennzeichnung und Unterscheidung besteht in Folgendem. 

Es sei f(x) eine in dem Intervalle («, 8) definierte ein- 
deutige und stetige Funktion der Variablen x. Dieselbe hat 
an einer innerhalb («, B) gelegenen Stelle z = a einen größten 
Weri oder ein Maximum, wenn sich eine Umgebung von a 
feststellen läßt derart, daß der an der Stelle a geltende Wert 
f(a) der Funktion größer ist als jeder andere aus dieser Um- 
gebung; die Funktion hat an der mehrerwähnten Stelle einen 
kleinsten Wert oder ein Minimum, wenn sich eine Umgebung 
von a angeben läßt derart, daß der Funktionswert f(a) kleiner 
ist als jeder andere aus dieser Umgebung. 

Es läßt sich also dieser Definition zufolge ein positiver 
Betrag n so bestimmen, daß im Falle eines Maxrimums 


(1) f(a +h) — fa) <0 


und im Falle eines Minimums 


(2) fla +h)— f(a)>0 
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für alle Werte von h, welche der Bedingung 
Ihl<a 


genügen, mit alleiniger Ausnahme von h = 0.*) 


Die zulässige Größe der Umgebung, also der äußerste 
Wert von n, wird davon abhängen, wie häufig f(x) in (a, ß) 
zwischen Wachstum und Abnahme wechselt; es darf aber für 
den Zweck der Untersuchung n unter diesem äußersten Werte 
bleiben und beliebig klein angenommen werden. 


Die Begriffe des Maximums und Minimums beziehen sich 
also nicht auf die Gesamtheit der Werte der Funktion, sondern 
immer nur auf die Werte einer beliebig engen Umgebung. 
Eine Funktion kann in dem ihr zugewiesenen Intervalle meh- 
rere oder selbst unbegrenzt viele Extreme erlangen und unter 
ihren verschiedenen Maximis kann es ein größtes, ebenso unter 
ihren Minimis ein kleinstes geben; erst die Vergleichung dieser 
mit den Werten f(«), f(ß), welche die Funktion an den Grenzen 
des Intervalls besitzt, kann die Frage nach dem größten und 
kleinsten Wert der Funktion im Intervall («, ß) zur Entschei- 
dung bringen.**) 


115. Notwendige Bedingung für ein Extrem bei 
stetigem Verlauf des ersten Differentialquotienten. 
Der Übergang vom Wachsen zum Abnehmen oder umgekehrt 
kann in verschiedener Weise vor sich gehen. Wir stellen den 
wichtigsten, die Regel bildenden Fall an die Spitze und setzen 
voraus, die Funktion f(x) besitze an jeder Stelle innerhalb («, p) 
einen Differentialquotienten im eigentlichen Sinne oder einen 
vollständigen Differentialquotienten (20). Unter dieser Voraus- 
setzung läßt sich der Satz erweisen, daß an einer Stelle, an 


* Nach einer von O. Stolz (Grundzüge der Differential- und Inte- 
gralrechnung, Leipzig 1893) getroffenen Unterscheidung bezeichnet man 
die so definierten Extremwerte als eigentliches Maximum und Minimum 
und spricht von einem uneigentlichen Extrem, wenn bei noch so kleinem 
n Stellen «+ h existieren, an denen f(a + h) = f(a)' ist. Hier soll von 
dieser ausnshmsweisen Erscheinung abgesehen werden. 

**) Man bezeichnet wohl auch die in obigem Sinne definierten Ex- 
treme als relative Maxima und Minima zum Unterschiede von den abso- 
luten, die sich auf das ganze Intervall (æ, $) beziehen. 
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welcher die Funktion ein Extrem erreicht, ihr Differentialquotient 
verschwindet. 
Im Falle eines Maximums ist nämlich vermöge der Re- 
lation (1) 
fern ra 


für Werte von h aus dem Intervalle (— n, 0) positiv, für Werte 
aus (0, 7) negativ, und der eine Grenzwert dieses Quotienten 
für lim h = F O kann daher weder negativ noch positiv sein, 
es muß also 

(3) f (a)—=0 

sein. Im Falle eines Minimums ist derselbe Quotient vermöge 
(2) links von a negativ, rechts davon positiv, sein als existierend 
vorausgesetzter Grenzwert für lim h = F 0 kann deshalb weder 
positiv noch negativ, muß also notwendig gleich Null sein. 

Daraus aber ist der folgende Schluß zu ziehen: Wenn die 
Funktion f(x) an jeder Stelle zwischen « und ß einen eigentlichen 
Differentialquotienten besitst, so sind die Werte von x, für welche 
sie em Extrem erlangen kann, unter den Wurzeln der Gleichung 
f(&)=0 zu suchen. 

Wäre x =a eine dieser Wurzeln, so bestünde die un- 
mittelbarste Entscheidung der Frage, ob hier ein Extrem und 
welches von beiden stattfindet, in der Untersuchung des Vor- 
zeichens von f'(a + h) für entsprechend kleine, entgegengesetzt 
bezeichnete Werte von h; ist nämlich f'(a + h) in einer ent- 
sprechend klein festgestellten Umgebung von a links von a 
positiv, rechts davon negativ, so ist f(x) in dieser Umgebung 
links von a wachsend, rechts von a abnehmend und erlangt 
in a selbst ein Maximum, bei dem umgekehrten Verhalten ein 
Minimum. 

Die Funktion f(x) = 22° — 3x2? + b beispielsweise besitzt 
für alle Werte von x einen eigentlichen Differentialquotienten: 
(62-1), 
und die Gleichung f’(x)=0 hat die beiden Wurzeln r = 0 
und x = 1. Bedeutet ô eine positive Zahl < 1, so ist 

f(-H)= 651 +9)>0 
f'(8) = -681-9)<0; 


Czuber: Vorlesungen. L 3. Auf. 19 
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demnach hat die Funktion an der Stelle z = 0 ein Maximum, 
und dieses ist f(O) =b. Ferner ist unter der gleichen Voraus- 
setzung über ô 

fi1-8)=-66(1 — ô < 0 

f'(1+8)= 66(1+9)>0, 
an der Stelle z = 1 tritt also ein Minimum ein, und dasselbe 
ist f(1)=b— 1. 

116. Unterscheidung zwischen Maximum und Mi- 
nimum. Die Entscheidung kann einfacher getroffen werden, 
wenn die Funktion f(x) an jeder Stelle innerhalb («, 8) auch 
einen eigentlichen zweiten Differentialquotienten f”(z) besitzt 
und wenn dieser an der Stelle z =a nicht Null ist. Es gilt 
dann der Satz: Wenn f”(a)< 0, so ist f(a) ein Maximum, 
und wenn f (a) >0, so ist f(a) ein Minimum. 

Ist nämlich f”(a) < 0, so muß es eine Umgebung von a 
geben, in welcher auch 


f(a+M-—f (a) 
h 2 


wovon ja f”(a) der Grenzwert für lim h= FO ist, negativ . 
ist; wegen f'(a) = 0 bleibt in dieser Umgebung auch 
f'(a +h) 
h 

negativ; daher ist f'(a + h) links von a positiv, rechts davon 
negativ, f(a) also in der Tat ein Maximum. 

Ist f'(a)>0, so muß sich eine Umgebung von a be- 
grenzen lassen, in welcher auch 


f'(a +h) — f'(a) 
h ? 


oder das diesem gleichkommende 
f'(a + h) 
h 
positiv bleibt; infolgedessen ist f'(a + h) links von a negativ, 
rechts davon positiv, f(a) also tatsächlich ein Minimum. 
Wenn jedoch f”(a)=0 ist, dann gilt zunächst der fol- 
gende Satz: Ist f"(aJ)=O und f"(a)+0, so ist f(a) ken 
Extrem; ist aber auch f"(a)= 0, dagegen [!’(a) +0, so ist 
f(a) ein Extrem und es entscheidet das Vorzeichen von f!"(a) über 
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die Art des Extrems nach derselben Regel, wie vorhin f” (a) ent- 
schieden hat. 

Wenn nämlich f”(a) = 0 und f” (a) < 0, so sind die Kri- 
terien dafür vorhanden, daß f'(a) ein Maximum ist; da aber 
f(a)=0 ist, so muß f’(a+h) in gehöriger Nähe und zu beiden 
Seiten von a negativ sein; dann aber ist f(a) kein Extrem. 

In gleicher Weise schließt man aus f” (a) = 0 und f” (a)>0, 
daß f(a) = 0 ein Minimum ist, daß also f'(a + h) in gehöriger 
Nähe und beiderseits von a positiv sein müsse, woraus folgt, 
daß f(a) kein Extrem ist. 

Der zweite Teil der Behauptung erweist sich folgender- 
maßen als richtig. 

Aus f”(a)= 0 und f!"(a) < 0 schließt man, daß f”(a)=0 
ein Maximum ist, daB also eine Umgebung von a existiert, in 
welcher f”(a + h) negativ bleibt mit alleinigem Ausschluß von 
h=0; in dieser selben Umgebung ist f'(a +h) abnehmend, 
und da f'(a) = 0, so ist f'(a + h) links von a positiv, rechts 
davon negativ, infolgedessen f(a) ein Maximum. 

In analoger Weise ergibt sich, daß für f’’(a)>0O f(a) 
ein Minimum ist. 

117. Allgemeines Kriterium. Unter gewissen Voraus- 
setzungen, die aber bei den gewöhnlich auftretenden Funktionen 
fast ausnahmslos vorhanden sind, läßt sich die Frage nach den 
Extremen allgemein erledigen. Die Funktion f(x) besitze im 
ganzen Bereiche, in welchem sie betrachtet wird (etwa mit 
Ausnahme der Grenzen), eigentliche Differentialquotienten und 
für einen Wert z = a, für den f'(a) = 0, sei auch 

f’()=0, f"(a)=0, ... fer) =0, 
hingegen f™(a) +0; ferner sei f(x) wenigstens in einer an- 
gebbaren Umgebung von a stetig. 

Unter diesen Voraussetzungen läßt die Funktion in der 
letztgedachten Umgebung die Anwendung der Taylorschen 
Formel zu, und diese (91, (6) und (7)) gibt: 


(n) Oh 
fati -fat GED, (0<0<1 
woraus 


i4) f(a +h) — fla) = , 3- p fO + Oh). 
19* 
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Vermöge der Stetigkeit von f(x) läßt sich eine hinreichend 
kleine Umgebung von a feststellen so, daß innerhalb derselben 
f"(z) von f(a) um beliebig wenig sich unterscheidet, daß 
also f™(a + 0h) dasselbe Vorzeichen hat wie f™(a). 

Dann hat für ein gerades n die Differenz f(a + h) — fla) 
in dieser ganzen Umgebung, also zu beiden Seiten von a, das- 
selbe Vorzeichen wie f™(a); f(a) ist sonach ein Extrem und 
zwar ein Maximum, wenn f™(a)< 0, ein Minimum, wenn 
f™(a) > 0. 

Für ein ungerades n dagegen ändert die Differenz f(a + h) 
— f(a) mit h zugleich ihr Vorzeichen, infolgedessen ist f(a) 
kein Extrem. 

Das Ergebnis dieser Betrachtung kann in dem Satze zu- 
sammengefaßt werden: An einer Stelle x = a, welche der Gler- 
chung f'(x) = 0 genügt, hat die Funktion f(x) ein Extrem nur 
dann, wenn der nächste an dieser Stelle nicht verschwindende 
Differentialquotient von f(x) von gerader Ordnung ist; ist er 
negativ, so ist f(a) ein Maximum, ist er posiliv, so ist f(a) ein 
Minimum. 

Die beiden in 116 nachgewiesenen Sätze sind spezielle 
Fälle dieses allgemeinen Satzes. 

Das gemeinsame Merkmal des Maximums und Minimums. 
das in der Gleichung 

f'(a) =0 


sich ausspricht, hat im Zusammenhalte mit 22, 2) eine einfache 
Bedeutung in dem Falle, wo man die Werte von f(x) durch 
die Ordinaten einer Kurve in einem rechtwinkligen Koordinaten- 
system darstellt; es sagt aus, daß in einem Punkte, der einem 
Extrem entspricht, die Tangente an jene Kurve parallel ist zur 
Abszissenachse. Man erkennt leicht, daß dies auch für schief- 
winklige Koordinaten gilt. 
118. Beispiele. 1) Die in 115 behandelte Funktion 
f(z) = 22° — 32°? + b, 


deren Differentialquotient für z = O und z = 1 Null wird, er- 
ledigt sich mit Hilfe des zweiten Differentialquotienten 


f” (@) = 122 — 6, 
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indem f”(0) — — 6 und f”(1) = 6 ist; daher ist f(0) =b ein 
Maximum und f(1) =b— 1 ein Minimum. 

2) Eine Funktion von der Form 

f(z) = aa” + a,” ti! a,art? yn. 

— m eine natürliche Zahl >2 —, wo die rechte Seite ein 
Polynom oder eine konvergente Potenzreihe ist, besitzt an der 
Stelle r= 0 ein Extrem, wenn m gerad, und zwar ein Maximum 
oder Minimum, je nachdem a, negativ oder positiv ist; das 
Extrem selbst ist f(0) = 0. 

Denn es ist f’(0O) = 0, und der erste für x = 0 nicht ver- 
schwindende Differentialquotient ist 

f®(&)=1-2...m0,+2-3...m+l)ax+---, 
daher (0) = 1 - 2... may. 

Von diesem Satze kann häufig Gebrauch gemacht werden. 

So folgt aus ihm beispielsweise, daß 


ein Maximum oder Minimum erreicht bei z = 0, je nachdem 
p<0 oder p > 0; denn nach obigem gilt dies für y — q, und 
zwar ist das Extrem dieser Differenz 0, daher jenes von y 
gleich g. Desgleichen kann über das Extrem von 

y =ax + 2ps +y 


entschieden werden; bringt man nämlich diese Gleichung auf 
die Form 


f 1 3 
y— y+ „= —lezr+B), 
so ist unmittelbar zu erkennen, daß y — y + e für z = — £ 


den maximalen oder minimalen Wert O annimmt, je nachdem 
«<0 oder æ œ> 0; dieselbe Erscheinung tritt auch bei y selbst 
ein, und zwar ist dessen maximaler, bzw. minimaler Wert 


p—Ê. (Scheitel der Parabel.) 
Auch bei der Funktion 
f (z) = g" (a — z)”, 


in welcher m, » natürliche Zahlen > 2 und a eine positive 
Zahl bedeuten sollen, kann der Satz benutzt werden; faßt man 
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sie als nach z geordnetes Polynom auf, so ist a*z” das nied- 
rigste Glied, daher f(C) = 0 ein Minimum, wenn m gerad ist; 
man kann die Funktion aber auch in der Gestalt 
(a — (a — x))” (a — x)" 
schreiben und in ein nach a— x geordnetes Polynom umformen, 
dessen niedrigstes Glied dann a”(a — x)* ist; infolgedessen ist 
f(a)=0 ein Minimum, wenn n gerad ist. Ein Extrem, und 
zwar ein Maximum, besitzt die Funktion unbedingt; denn 
f (z) = 2" "(a — 2)" "!(ma— (m-+n)z) 

verschwindet außer an den beiden erledigten Stellen x = 0 und 


xz =a auch an der Stelle 
ma 


T= mtn’ 


und weil bei dem Durchgange durch dieselbe f’(x) von positiven 
Werten zu negativen Werten übergeht, so ist 
ma nun a m+n 

f (man) = men” (Fa) 
ein Maximum. 
3) Die extremen Werte der Funktion 
, ax? + 2bz+ce 

(a Y = It +2 BaF Ċ 

können außer auf dem Wege der Differentialrechnung auch in 
der folgenden rein algebraischen Weise bestimmt werden. Ordnet 


man die Gleichung nach z und löst die so erhaltene quadra- 
tische Gleichung: 


(Ay —a)z? + 2(By — bjs + Cy —c =0 


nach z auf: 


z = 9 ts 8 U, 
so bestimmen die Grenzen für die Realität von z zugleich die 
extremen Werte von y; man erhält sie aus der Gleichung 

(By — b) — (Ay — a) (Cy - e¢)=0, 
die geordnet lautet: 
(6) (4C — By” — (Ac + aC — 2Bb)y + ac -b = 0; 
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sie hat aber zur Folge 
By—b 


(7) IT yyZa 


und daraus ergibt sich weiter mit Berücksichtigung des ur- 
sprünglichen Ansatzes: 
9) az + b be-+c 


 Az+B Bx+Ö’ 
so da man zur Bestimmung der Stellen, an welchen ein 
Wechsel von wachsenden zu abnehmenden y und umgekehrt 
stattfindet, die quadratische Gleichung hat: 


(€) (Ab — a Bjr? + (Ac — aC)z + Be—b0 =0. 


Entweder bestimmt man aus (f) die Werte von y und 
dazu mittels (y) die zugehörigen Werte von x, oder aus (e) 
die Werte von x und mittels (ð) die dazugehörigen Werte 
von y. 





z+x+1 
2! — z+1 


=1,y,=3 (Maximum); z, = — 1, y, = S (Minimum). 
4) Es sind die extremen Werte der Funktion 


f(x) = a cos æ + b sin z 


Beispielsweise ergibt sich für y = die Lösung: 


festzustellen. 


Besitzt eine periodische Funktion — und eine solche ist 
fiz) — einen extremen Wert, so besitzt sie deren unendlich 
viele von gleicher Größe und zwar an Stellen, welche um je 
eine Periode voneinander abstehen; deshalb genügt es, die 
Untersuchung auf das Intervall einer Periode, hier also auf 
(0, 22), zu beschränken. 

Es ist 

f (z) = — a sin z + b cos z 


f” (x) = — a cos z — b sin z; 
aus f'(x) = 0 ergibt sich 


sin x : cos x = b: a, 
woraus 


sin z = COS x 


b a l. 
+ Ya? + dr’ + Ya! +b? 
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für diese Werte von sinx, cosz nimmt f”(z) einen der Werte 
Vèt 
an; infolgedessen hat die Funktion an der durch 


. a 
sın g = — 


b 
yago ME 
bestimmten Stelle ein Maximum von der Größe Va? + b? und 
an der durch 


. b a 
— Ya? + db? — Va +b’ 


bestimmten Stelle ein Minimum von der Größe — Va? + b’. 
Man bemerke, daß sich die vorgelegte Funktion in die 


Gestalt 
f(x) =YVa?-+ b? cos (z — arctg 2) 


bringen läßt, an welcher die extremen Werte unmittelbar zu 
erkennen sind. 
5) Die Zahl a ist in zwei Teile zu zerlegen derart, daß 
das Produkt dieser Teile den größtmöglichen Wert annehme.*) 
Ist der eine Teil z, so ist a — z der andere, und es han- 
delt sich um das Maximum von 


f(x) = z(a — z). 
Aus f'(£)=a—2s=0 folgt z=, und da f”(z)=-—2 


negativ ist, so ist tatsächlich 


TOR 


der größtmögliche Wert des Produktes. 

Auf diesen einfachen Fall lassen sich mancherlei Probleme 
zurückführen; als Beleg dafür mögen die folgenden dienen. 

&) Unter den Rechtecken von gegebenem Umfange 2a 
jenes von der größten Fläche zu bestimmen. 

Heißt eine Seite des Rechtecks x, so ist a— x die andere; 
es soll also x(a — x) ein Maximum werden. Das verlangte 
Rechteck ist demnach das Quadrat. 








*, In geometrischer Fassung zuerst von P. Fermat (1688) behandelt. 
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ß) Unter den einem gegebenen Kreise vom Durchmesser 
a eingeschriebenen Rechtecken dasjenige von der größten Fläche 
aufzusuchen. 

Ist x die eine Seite des Rechtecks, so ist das Quadrat der 
anderen a? — 2°, zYa?— x? die Fläche; ihr Quadrat x°(a? — x”) 
wird ein Maximum für = = , die Fläche selbst ist dann eben- 


falls ein Maximum = s! und der Gestalt nach ein Quadrat, 


weil = Ya’; 


y) Den Elevationswinkel bei dem schiefen Wurf zu be- 
stimmen, bei welchem sich die größte Wurfweite einstellt. 
Heißt c die Wurfgeschwindigkeit, g die Beschleunigung der 


Schwerkraft und x der Elevationswinkel, so ist 2° "in = cos = 


die Wurfweite; sie wird zu einem Maximum, wenn sing cos z 
oder sin? æ cos? æ = sin? z (1 — sin? x) seinen größten Wert er- 
langt; dies aber geschieht für sin’z = 5 also für x= 7 
d. i. bei einem Winkel von 45°. 

ô) Die Höhenlage der Öffnung in der vertikalen Seiten- 
wand eines Gefäßes zu bestimmen, bei welcher die Ausfluß- 
weite am größten ist. 

Bedeutet h die Tiefe der horizontalen Grundebene und x 
die Tiefe der Öffnung unter dem Flüssigkeitsspiegel, so ist die 
Ausflußweite 2Yx(kh— x); sie wird am größten, wenn z(h— x) 


ein Maximum erreicht, und dieses tritt für z = „ ein. 


6) Es sind zwei Punkte A, B und eine Gerade X X’ ge- 
geben (Fig. 22); man soll jene Punkte P A 
in XX’ bestimmen, für welche der 
Winkel APB — als relative Größe 
aufgefaßt — einen extremen Wert er- 
langt. 

Bezeichnet O den Schnittpunkt der Geraden AB mit XX’, 
B0 ist 





oO BP 4 


0 = APB = XPB — XPA: 


seist man OA =a, OB =b, OP =x, XOA =a, fällt AA’ 
und BB’ senkrecht zu XX’, so findet sich: 


x” 
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XPA = Arc tg- asina 


acosa — x 


b sin g 


XPB = Åre tg iaa 


und daraus 


b sin æ asin« 
0 = Are tg aan a CoB a — X 








(a — b) sina · x 
= Arc tg (alba ih 





Um die Rechnung zu vereinfachen, bezeichne man Zähler 


und Nenner des letzten Bruches mit u, v, so daß 0 = Arc tg - ; 


dann ist 
wv — uv 
do v? uv -- uv 
dT u T he 
1+ F t 


und es lautet somit die für einen extremen Wert notwendige 
Bedingung: 
wv — uv = 0, 
d. h. 
(a — b) sin a {ab — (a + b) cosa -z + a?) 


— (a — b) sin « - x {— (a + b) cos « + 2x} = 0, 
oder nach Ausführung der Rechnung 


z?’—ab=0, 


x = + Vab. 


In analytischem Sinne entspricht die eine Lösung einem 
Maximum, die andere einem Minimum von 0; um eine Unter- 
scheidung treffen zu können, ist eine Festsetzung über 0 not- 
wendig: 0 soll den hohlen Winkel bedeuten, durch welchen 
PA in PB übergeführt wird, und soll negativ oder positi 
sein, je nachdem die Drehung im Sinne des Uhrzeigers oder 
in dem entgegengesetzten Sinne vor sich geht. Unter solchen 
Umständen ist 6 positiv, wenn in Fig. 22 P rechts von 0 
liegt, negativ, wenn P links von O liegt; es entspricht dann 
x = + Vab ein Maximum, z = — Vab ein Minimum. 


woraus 
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Sind a, b entgegengesetzt bezeichnet, liegen also A, B zu 
entgegengesetzten Seiten von X X’ (Fig. 23), so zeigt die Lösung 
an, daß es keinen größten oder kleinsten Wert von 0 gibt. 
Versteht man unter 9 den Winkel, durch Fig. 33 
welchen PA in PB übergeführt wird 
mittels einer Drehung gegen den Sinn 
des Uhrzeigers*), so durchläuft 8, wäh- 
rend z das Intervall (— oo, + oo) be- 
schreibt, beständig abnehmend das In- 
tervall (2x, 0), es findet daher tatsächlich weder ein Maximum 
noch ein Minimum statt. 

Die Aufgabe kann durch geometrische Betrachtung wie 
folgt gelöst werden. Den Ort der Punkte P, für welche der 
Winkel APB (Fig. 22) konstant ist, bildet ein Kreisbogen 
über der Sehne AB; die beiden Kreise des Kreisbüschels mit 
den Grundpunkten A, B, welche die Gerade X X’ berühren, 
geben in den Berührungspunkten die Lösungen der Aufgabe. 
Denn, geht man von einem dieser Kreise über zu einem ein 
wenig größeren aus dem Büschel, der die Gerade X X’ schneidet, 
so ruht in diesem, wie man sich durch eine einfache Betrach- 
tung überzeugt, über der Sehne AB ein kleinerer Winkel als 
ın dem berührenden Kreise. 

Handelte es sich in Fig. 22 um jenen Punkt in XX’, aus 
welchem die Strecke AB unter dem größten Winkel erscheint, 
so entspräche dieser Frage der 
Punkt z + Vab, rechts von O. 

1) Es sind zwei Punkte A, B 
und eine sie nicht trennende Ge- 
rde XX’ gegeben (Fig. 24). Man 
sol den kürzesten über einen 
Punkt von X X’ führenden Weg 
von A nach B bestimmen. 

Einem Grundsatze der Geometrie zufolge wird der Weg 
aus zwei geradlinigen Strecken sich zusammensetzen, so daß 
& darauf ankommt, den Punkt P in XX’ so zu bestimmen, 
dab s = AP + PB ein Minimum werde. 


” Die Festsetzung ist beidemal so getroffen, daß 0 bei Überschrei- 
tung von z=: 0 stetig bleibt. 





Fig. 24. 
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Setzt man AA’ = a, BB' =b, AB'=c, ÆA P =z, vo ist 


s= Va? + 2? +V + (e— rP, 
und die notwendige Bedingung für ein Extrem lautet: 


ds x e — z 


— = _- lee — -= 
(e) dz Yate Vote 
oder in den Linien der Figur ausgedrückt: 
AP PB, 
AP BP’ 


daraus schließt man auf die Ähnlichkeit der Dreiecke A4’P 
und BB’P und hieraus wieder auf die Gleichheit der Winkel 
X’PA und XPB (Refiexionsgesetz). Die Konstruktion von P 
geschieht in der Weise, daB B’B,= BB’ gemacht und A mit 
B, verbunden wird. 

Die direkte Verfolgung der Bedingungsgleichung («) führt 
nach Beseitigung der Irrationalitäten und der Nenner zu der 
quadratischen Gleichung 
(B) (b? — a)? + 2a'cr — a'd’ = O, 
und diese gibt die beiden Wurzeln 

ac ac 
“afo 47. 
die erste leitet auf die gefundene Lösung hin; denn aus der 
hervorgehobenen Ähnlichkeit folgt 


AP:a=(c—-AP):b, 


Tı 


woraus 


Die zweite Lösung ist der gestellten Aufgabe fremd und rührt 
daher, daß die Gleichung (f) umfassender ist als («) infolge 
der ausgeführten Quadrierung; die Gleichung (f) schließt auch 
die Bedingung für das Maximum von AP — BP oder von 


Var+x°—yb’+(c— x)! 
in sich und hierfür gilt z}, das den Schnittpunkt Q der Ge- 
raden AB mit XX bestimmt; in der Tat ist 
AP—-PB<AB, 
daher AB der Maximalwert der Differenz AP — PB, welcher 
sich dann einstellt, wenn P mit Q zusammenfällt. 
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Man hätte auch von der folgenden Betrachtung ausgehen 
können. Der Ort der Punkte P, für welche AP + PB einen 
bestimmten konstanten Wert s hat, ist eine Ellipse mit den 
Brennpunkten ADB und der großen Achse s (Fig. 24); die 
kleinste unter diesen (konfokalen) Ellipsen, welche mit der 
Geraden X X” reelle Punkte gemein hat, ist diejenige, welche 
sie berührt; der Berührungspunkt bestimmt die Lösung der 
Anfgabe und hat nach einer bekannten Eigenschaft der Ellipsen- 
tangente eine solche Lage, da8 X X’ PA= SL XPB. 

8) Es sind zwei Punkte 
d, B und eine sie trennende 
Gerade X X "gegeben (Fig.25). 
Man soll denjenigen Punkt P 
in XX’ bestimmen, für wel- 
chen die Differenz 

da=AP-PB 
ein Maximum wird. 

Die analytische Behandlung der Aufgabe führt zu der 
nömlichen Gleichung (ß) wie vorhin. Von den beiden Wurzeln 
entspricht nun 


Fig. 25. 





t. = ac 
2 a—b 


dem verlangten Maximum und liefert den Punkt P, zu dessen 
Konstruktion B’B, = BB’ zu machen und A mit B, zu ver- 
binden ist; dieser Punkt ist also durch die Gleichheit der 
Winkel X’PA und X’PB charakterisiert. Die zweite Lösung 
ac 
— 
welche auf den Schnittpunkt Q der Geraden AB mit XX’ 
hinleitet, ist der gestellten Aufgabe fremd und bestimmt das 
Minimum von AP + PB; denn tatsächlich ist 


AP+PBSAB, 


daher AB der kleinste Wert von AP + PB, welcher eintritt, 
wenn P mit Q zusammenfällt. 

Geometrisch löst sich die gestellte Aufgabe durch folgende 
Betrachtung. Der Ort der Punkte P, für welche die Differenz 
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AP — BP einen bestimmten konstanten Wert d hat, ist eine 
Hyperbel mit den Brennpunkten A, B und der reellen Achse d; 
diejenige unter diesen konfokalen Hyperbeln, welche die Ge- 
rade X X’ berührt, hat unter denen, die mit dieser Geraden 
reelle Punkte gemein haben, die größte reelle Achse; ihr Be- 
rührungspunkt bestimmt also die Lösung der Aufgabe und 
liegt nach einer bekannten Eigenschaft der Hyperbel so, daß 
X PA=<XX’PB. 

9) Es sind zwei Punkte A, B und eine sie trennende 
Ebene M M’ gegeben (Fig. 26). Man soll den Weg von A nach 
B bestimmen, welchen ein Bewegliches in 
der kürzesten Zeit zurücklegt, wenn es sich 
von A bis zur Ebene mit der Geschwin- 
digkeit u und von da ab bis B mit der 
Geschwindigkeit v bewegt.*) 

Der Weg wird sich notwendig aus zwei 
geradlinigen Strecken zusammensetzen und 
bestimmt sein, sobald man den Punkt P 
der Ebene kennt, über welchen er führt. Von diesem läßt 
sich ferner erweisen, daß er in die Verbindungslinie der ortho- 
gonalen Projektionen A’, B’ von A, B auf MM’ fällt, daß 
der Weg selbst also in der durch A, B zu MN gelegten 
Normalebene verläuft. Denn zu einem Wege wie AQB, der 
über einen Punkt Q außer A'B’ führt, läßt sich immer ein 
Weg finden, der in kürzerer Zeit zurückgelegt wird als AQB; 
man braucht nur QP senkrecht zu A'B’ zu ziehen, und erkennt 
sogleich, daB AP < AQ, BP < BQ, daß also auch APB in 
kürzerer Zeit zurückgelegt wird als AQB. 

It AA =a, BB' =b, AB =c, A'P =z, so ist die für 
den Weg APB erforderliche Zeit 


Fig. 26. 





VEF , VEFEZE 
t= ao Er ae, 


*) Mit dieser Aufgabe befaßte sich P. Fermat (1662), der ein Ver- 
fahren zur Bestimmung der Maxima und Minima gefunden hatte, das im 
Wesen auf die Annullierung des ersten Differentialquotienten hinaus- 
kommt. Leibniz nahm sie in die historisch denkwürdige Abhandlung 
auf, die in der zweiten Fußnote zu 22 zitiert ist und die sich neben 
dem Tangentenproblem auch mit den Extremwerten beschäftigt. 
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und ihr kleinster Wert ergibt sich, wenn P so gewählt wird, daß 


di _ x e — z 


== — -77 I — — — — 0 
dz «yaş ? 
oder in den Linien der Figur ausgedrückt, daß 








bezeichnet man also die Winkel APN und BPN’, welche die 
Wegteile mit dem Lote NN’ zur Ebene einschließen, mit «, ß, 
so ist der verlangte Weg durch die Beziehung 

sine _ u 

sinf v 
gekennzeichnet, wonach das Sinusverhältnis der genannten 
Winkel gleich sein muß dem analog gebildeten Verhältnis der 
Geschwindigkeiten (Refraktionsgesetz). 

10) Man erledige die folgenden Fälle. 


a) y = 22° — 9r? + 122z — 3 
{xz = 1, y = 2 (Max); z = 2, y = 1 (Min.)}. 
b) y =r- r 


8 2y3 8 2V3 ar 
z= ve, y = v® (Max.); z=", y=- Min.) | . 
c) y = z? — 3x? + 6x { weder ein Max. noch ein Min.}. 
d _—x2—1 
)y-ayzfi 


6 
lz=0, y =— 1 (Min); r=—2, y=, (Max.)}. 


11) Ein einseitig offenes zylindrisches Hohlgefäß von ge- 
gebenem Fassungsraum ist so zu formen, daß es eine möglichst 
kleine Oberfläche habe (Basisradius = Höhe), 

12) Em beiderseits geschlossener Hohlzylinder von ge- 
gebenem Volumen ist so zu formen, daß er eine möglichst 
kleine Oberfläche besitze (Basisdurchmesser = Höhe). 

13) Einer gegebenen Kugel ist ein Kegel von minimalem 
Volumen umzuschreiben (Höhe — doppeltem Kugeldurchmesser, 
Kegelrolumen = doppeltem Kugelvolumen). 

14) Der Raum unter einem kegelförmigen Zeltdach ist 
gegeben; wie ist dasselbe zu gestalten, damit es eine möglichst 
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kleine Oberfläche (Mantelfläche) erhalte? (Höhe = Basisradius 
>x< V2; Zentriwinkel des ausgebreiteten Mantels 207°50'). 


119. Extreme Werte bei singulärem Verhalten des 
Differentialquotienten. Die bisher gepflogenen Unter- 
suchungen über die Extreme einer stetigen Funktion f(z) waren 
an die Voraussetzung geknüpft, daß die Funktion an jeder Stelle 
innerhalb des Intervalls (x, ß), für welches sie definiert ist, 
einen vollständigen Differentialquotienten besitzt. Aber auch 
bei anderem Verhalten der Funktion können sich extreme 
Werte einstellen. 

1) Angenommen, an einer Stelle a zwischen œ und ß höre 
die Ableitung f(x) auf definiert zu sein; dagegen gebe es dort 
einen bestimmten linken und ebenso einen bestimmten rechten 
Differentialquotienten (20), und die beiden seien ungleich be- 
zeichnet; dann ist f(a) ein Maximum oder ein Minimum, je 
nachdem bei der angegebenen Ordnung der beiden Differential- 
quotienten ein Übergang vom positiven zum negativen oder 
das Umgekehrte stattfindet. 

Denn im ersten Falle ist 


fla + NZ ra 


das für lim k = — 0 gegen eine positive Grenze konvergiert, 
für negative h, deren Betrag über eine angebbare Grenze nicht 
hinausreicht, positiv, folglich für solche h 


f(a + h) — f(a) < 0; 
derselbe Quotient, da er für lim = + 0 gegen eine negative 


Grenze konvergiert, bleibt für positive k unter einem angeb- 
baren Betrage negativ, so daß für solche h 


fla + h) — fla) < 0; 


dadurch ist aber f(a) als Maximum erwiesen (114, (1)). 

Ähnlich gestaltet sich der Beweis im zweiten Falle. 

Der Übergang vom Wachsen ins Abnehmen oder um- 
gekehrt äußert sich, wenn man f(x) durch die Ordinaten einer 
Kurve darstellt, im vorliegenden Falle in solcher Weise, daß 
die Kurve an der Übergangsstelle zwei verschiedene Tangenten 
aufweist (17, Fig. 4). 
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Als Beispiel diene die Funktion 


f@)=b+Vle — a`, 
wo die Wurzel als positiv aufgefaßt wird; diese Funktion be- 
sitzt an jeder Stelle mit Ausnahme von z == a einen bestimm- 
ten Differentialquotienten: 


N z—G 
f (x) = Ye = a)?’ 
der negativ und = — 1 ist im Intervalle (— oo, a), positiv 
ud =+ i im Intervalle (a, + œo); an der Fig. 21. 


Stelle a selbst ist der linke Differentialquotient 
—1, der rechte + 1, daher ist f(a) =b ein 
Minimum. — Die Funktion f(x) ist geome- 
trisch durch die Ordinaten der Schenkel des 
rechten Winkels LMN (Fig. 27) dargestellt, 
dessen Scheitel die Koordinaten (a, b) hat 
und dessen Schenkel gegen die Achsen gleichgeneigt sind. 

2) Angenommen ferner, die Ableitung f (x) von f(x) sei 
an einer Stelle <= a innerhalb («, ß), an der die Funktion 
selbst einen bestimmten Wert f(a) hat, nicht definiert und 
werde bei Annäherung an dieselbe unendlich groß in der Weise, 
daß lim f (z)= + œœ und lim £ (x) = — œ oder umgekehrt; 





dann ist f(a) ein Extrem und zwar ein Maximum, wenn f'(x) 
sich in der erstgedachten Weise verhält, ein Mi- Fig. 28. 
ıimum, wenn es das umgekehrte Verhalten zeigt. Y 

Die Begründung hierfür ist dieselbe wie 
vorhin. 

Der Übergang vom Wachsen ins Abnehmen 
oder umgekehrt äußert sich bei geometrischer 
Darstellung jetzt so, daß die beiden bei z = a zusammenstoßen- 
den Teile der Kurve eine zur y-Achse parallele Tangente haben 
(Fig. 28). 

Eine solche Erscheinung weist beispielsweise die durch- 
aus stetige Funktion 

f)-b+Yle-a) 
auf, indem ihr Differentialquotient 


f (=) = a ) 


a 





Czuber, Vorlesungen. I. 3. Aufl. 20 
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an der Stelle z =a nicht existiert, links davon — oo, rechts 
+ œ wird bei unbegrenzter Annäherung des x an a; daher 
ist f{a)=b ein Minimum (Fig. 28). 

120. Extreme Werteeiner implizitgegebenen Funk- 
tion. Es bleibt noch zu zeigen, wie man die ertremen Werte 
einer implisit gegebenen Funktion ermittelt. 

Durch die Gleichung 
(5) F(z, y) =0 
sei y als stetige Funktion von x definiert. Ihr Differential- 


quotient z ergibt sich aus der Gleichung 


ð F dy , 
(6) A + ðy de = 0; 


er muß — von den in 119 behandelten Ausnahmefällen ab- 
gesehen, welche jedesmal eine besondere Untersuchung er- 


fordern — für einen extremen Wert verschwinden, und dies 
hat zur Folge, daß auch 

oF 
(7) je 0 


wird. Besitzen nun die Gleichungen (5) und (7) gemeinsame 
Lösungen, deren eine 

z=a, y=b 
sein’ möge, so bezeichnet x = a eine Stelle, an welcher y einen 
größten oder kleinsten Wert haben kann, und dieser extreme 
Wert selbst ist dann y = b. Darüber kann im Sinne von 116 
in vielen Fällen schon durch den zweiten Differentialguotienten 


2 
21 entschieden werden; dieser aber ergibt sich allgemein aus 


der Gleichung: 

3 F F dy F oF d'y 

da T 2 jegy de T gy’ (32) õy qat = O, 
die durch nochmalige Differentiation der Gleichung (6) ent- 
stebt (57); im vorliegenden Falle soll er jedoch an der Stelle 
x =a untersucht werden, an welcher die Funktion y selbst 


den Wert b hat und wo #4 = Q0 ist; für diese Stelle gilt also 
T 


die einfache Beziehung 


ra + (2)... 0 
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woraus ⸗ 
gF 
d’y — ðr? . 
(8) (Gr)... (=) 
a,b 


Ist dieser Wert nicht Null, so zeigt sein Vorzeichen an, ob 
y=b ein Maximum ist oder ein Minimum. 
Die Resultate dieser Untersuchung werden hinfällig, wenn 


für z=a, y =b der Differentialquotient * verschwindet; 
denn dann ist die Gleichung (7) eine Folge von (6) auch dann, 
wenn Y nicht Null ist. Dieser Fall wird später in anderem 
Zusammenhange zur Erledigung kommen. 

Beispiele. 1) Es sind die extremen Werte von y zu be- 
stimmen, wenn 

F(z, y) = +y — s= 0. 
Verbindet man mit dieser Gleichung die weitere 


or 
za T Sry 1-0 


so führt die Auflösung beider zu dem Wertepaar 
1/9 1/4 
T= V so YSF az 
für dieses erlangt 
oF 


5 
-= Ô zy’ den Wert 2 z, 


5** 


T 3z2°y? +1 den Wert y , 
folglich ist an der errechneten Stelle 
d'y 43/8 
da 5 v: 
1/4 
negativ und aus diesem Grunde y = V; das Maximum von y. 


2) Für die in 58, 2) bereits behandelte Funktion y, definiert 
durch die Gleichung 


F(z, y) = 2° — 3asy + y'= 0, 


die extremen Werte zu bestimmen. 
20° 
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Aus der gegebenen und der aus ihr abgeleiteten Gleichung 
E32 — Bay = 0 


ergeben sich durch Auflösung die Wertepaare: 
z, = 0, y, = 0; t, =a V2, y =a V4; 


für das erste nimmt 


den Wert O an und es tritt der erwähnte Ausnahmefall ein; 
für das zweite hat dieser Differentialquotient den Wert 3a? 2, 
der zweite Differentialquotient 
F 
oa? 
den Wert 6a V2; mithin ist an dieser zweiten Stelle 
d'y 
da a? 


= ôx 


infolgedessen y, = a V4 ein Maximum oder ein Minimum der 
Funktion y, je nachdem a>0 oder a < 0 ist 

3) It zy(x — y) = 2a, so ist für x =—a y=—?a 
ein Maximum oder ein Minimum, je nachdem a>0 oder 
a<0Q ist. 

4) Wenn zx'+ y'— 4a°ry =0 und aœO ist, so ent- 
spricht die Lösung: z = a V3, y=aY27 dem Maximum, die 
Lösung: æ = — a V3, y = — a V2T dem Minimum von y. 


& 2. Maxima und Minima der Funktionen mehrerer 
unabhängigen Variablen. 


121. Kriterien für eine Funktion zweier Variablen. 
Wir gehen von einer Funktion zweier Variablen s = f(z, y) 
aus, welche auf dem Gebiete P eindeutig und stetig ist. Die- 
selbe hat an einer innerhalb P gelegenen Stelle z = a, y = b 
ein Maximum, bzw. ein Minimum, wenn sich eine Umgebung 
von a/b feststellen läßt derart, daß der Funktionswert f(a, b 
größer, bzw. kleiner ist als jeder andere aus dieser Umgebung 
entnommene Wert der Funktion. Es muß sich also eine 
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positive Zahl n feststellen lassen derart, daß für den Fall eines 
Marimums 


(1) fla +h, b+ k)— f(a, b) <O, 
und fär den Fall eines Minimums 
(2) f(a + h, b +K) — fla, d) > 0 


für alle Wertverbindungen h/k, für welche gleichzeitig 
IAl<n |kı<n, 
ausgenommen die Wertverbindung 0/0. 

Legt man die geometrische Darstellung des Gebietes P 
zugrunde (Fig. 29, (47)), so ist durch jede Wertverbindung 
h/k eine durch den Punkt a/b laufende Fig. 39. 
Gerade S bestimmt, und verfolgt man die 
Funktion längs dieser, so besagen die Re- 
lationen (1), (2), f(z, y) sei dabei an der 
Stelle a/b ein Maximum, bzw. ein Mini- 
mum; und dies muß der Definition gemäß 
für jede durch a/b gehende Gerade gelten. 

Man kommt hiernach zu dem Schlusse, daß die Funktion 
f(z, y) an der Stelle a/b nur dann einen extremen Wert haben 
kann, wenn f(a, b) bei Verfolgung der Funktionswerte in jeder 
durch a/b gehenden Geraden ein Extrem darstellt. 

Hierzu ist vor allem notwendig, daß der totale Differen- 
tialquotient (47, (MD): 


HT cosg + T eos Y, 





d8 ex 


gebildet für die Stelle a/b, in jeder Richtung, also für jede 
Wertverbindung cos, cos y (die übrigens der Bedingung 
cos®’p + cos? y = 1 zu genügen hat), gleich Null sei, und dies 
wieder findet nur dann statt, wenn an der Stelle a/b 
BR 7 9 
(8 ) zl = 0, a = 
ist. 

Daraus ergibt sich der Satz: Diejenigen Stellen, an welchen 
die Funktion f(x, y) einen extremen Wert besitzt, sind unter den 


Lösungen des Gleichungspaares ai = 0, A = 0 zu suchen. 
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Es sei nun a/b eine aus diesen Gleichungen hervorgegangene 
Lösung. Zur weiteren Entscheidung werde der zweite totale 
Differentialquotient (54, (4)): 


(4) Fi = r cos’ p + 2 i cos p cosy +s p cos? y 

für die Stelle a/b herangezogen; er muß, soll f a b) ein Maxi- 
mum sein, für alle Richtungen negativ, und soll f(a, b) ein 
Minimum sein, für alle Richtungen positiv sein. Dazu ist vor 





allem erforderlich, daB weder 24 f noch ? 4 H z verschwinde; denn 
„.._0°f 37 df 

wäre „zz = Q, so würde -, , = Q für u... und wäre a 

so würde aam 0 für pọ = T Nun ist, wenn xi fao, 

of f N o'f a'f of a'f 

Jei dai T - (2) cos o +2 = Ja day cosp cosy + dar gy —- 08° y, 


und nach Ergänzung der beiden ersten Teile der rechten Seite 
zu einem vollständigen Quadrat: 

o'f a'f 

0x? ds! 
6 of cos o + cos f+ "E — au 08° y: 
FE par v Day \azay) JH 


jetzt läßt sich darüber entscheiden, unter welcher Voraus- 
setzung die rechte Seite, also auch die linke Seite, also auch 


Ei in allen Richtungen ein und dasselbe Vorzeichen hat. Die 


hinreichende und notwendige Bedingung hierfür ist nämlich, 
daß an der Stelle a/b 


| af of pafe 
(6) jas myi (geag) > 9 





sei. 
Daß diese Bedingung hinreichend ist, erkennt man so- 
gleich; denn besteht sie, so ist der Ausdruck auf der rechten 


Seite von (5) für alle Richtungen positiv und es hat somit at 
beständig das nämliche Vorzeichen wie (2), k 

Daß die Bedingung auch notwendig ist, ergibt sich auf 
folgende Art. Wäre 


o'f a'f o'f 
dx? dy! - (5z 5) <0, 
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so ließen sich sowohl Gerade bezeichnen, für welche die rechte 
Seite von (5) positiv, als auch solche, für welche sie negativ 
ist; eine Gerade der ersten Art wäre diejenige, welche durch 
cos y = O (wozu coso = + 1 gehört) gekennzeichnet ist; und 
eine Gerade der anderen Art würde sich beispielsweise aus 


(1) 2r coso + aA cos y = Q 
ergeben. Bestünde endlich 


aa ayr — (das) —® 


so hätte allerdings die rechte Seite von (5) für alle Geraden 
das positive Zeichen, jedoch mit Ausnahme derjenigen, die sich 
aus (7) ergibt, weil für diese der ganze Ausdruck und somit 
st verschwände, so daß für diese Gerade eine Entscheidung 


nicht getroffen werden könnte.*) 
Auf Grund dieser Erörterung ergibt sich also der folgende 
Satz: An cine Stelle a/b, an welcher die beiden ersten Differen- 


Halquotienten 0", SE verschwinden, hat die Funktion f(z, y) einen 


o'f o'f a'f 
extremen We wenn dort at jy EE) > 0 ist, und zwar 


*, Die vorstehende Untersuchung kann auch in die folgende all- 
gemeinere Form gebracht werden, in der sie wiederholt auftritt: „Unter 
welchen Bedingungen besitzt die Funktion 


F,=a,5’+2a,8n + ayn? 


mit den reellen Variablen $, n und den reellen Koeffizienten a,, , Gig, gg: 
die Eigenschaft, daß sie nur für die Wertverbindung &=0, n=0 Null 
wird, für jede andere entweder einen positiven oder für jede einen nega- 
tiven Wert besitzt?“ 

Man braucht nur F, durch die positive Zahl £? + n? ki dividieren, 


wodurch an dem Vorzeichen nichts geändert wird, und EE — —- = COB Ọ, 
—--- -- = CO8% zu setzen, um auf die Form (4) parückzukommen, die 
Vë +n’ 
wegen cos? g + cos? g = 1 ein gleichzeitiges Nullwerden von cosg, cos% 
ausschließt. 

Eine Funktion der hier betrachteten Art, mit zwei Variablen und 
homogen vom zweiten Grade, nennt man eine binäre quadratische Form 
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ist f(a, b) ein Maximum, wenn >, an der genannten Stelle negativ, 


ein Minimum, wenn = positiv ist. Ist hingegen an der Stelle 


a'f 0° 9? 
ajb der Ausdruck A A Ea ry <0, so findet ein extremer 


Wert nicht statt, und ist er = O, so läßt sich ohne weitergehende 
Untersuchung eine Entscheidung nicht treffen. 


Im Falle eines Extrems kann übrigens die letzte Unter- 


scheidung ebensowohl mit Hilfe von A f wie mit Jy a'f erfolgen, 


weil die Bedingung (6) nicht erfüllt sein kann, ohne daß 7 


ĝar? 
4 f beide von Null verschieden und desselben Vorzeichens sind. 
Die durchgeführte Betrachtung verliert ihre Grundlage, wenn 


i für jede Richtung verschwindet, und dies tritt vermöge (4) 


dann ein, wenn für z =a, y =b 
> 


af _ af o Pf 
at gaT paT O. 


Es muß dann, soll f(a, b) ein extremer Wert sein, auch i 


für alle Richtungen verschwinden (116), und dies setzt (54, (6)) 
voraus, daß an der Stelle a/b auch alle partiellen Differential- 


und bezeichnet sie, wenn sie die beiden angeführten Eigenschaften be- 
sitzt, als definit; wenn sie sie nicht besitzt, als indefinst; wenn sie sie 
nur teilweise zeigt, als semidefinit. 

Die hinreichende und notwendige Bedingung, damit F, definit sei, 
ist also a,,0,, — a,,°_>0, und das Vorzeichen richtet sich dann nach 
@,, (oder a,,). 

Die Form F, ist indefinit, wenn a., a, — 0,,°<0 ist. 

Sie ist endlich semidefinit, wenn a,,@,, —a,,’=0; sie hat dann 
zwar die Eigenschaft der Zeichenbeständigkeit, wird aber Null nicht 
bloß für &=0,n=U, sondern für alle Wertverbindungen, die der Pro- 
portion £:n = — a,:4, genügen. 

In Anwendung auf das vorstehende Problem kann man also sagen, 
Pen nur dann sicher ein extremer Wert vorhanden ist, wenn die Form 


+2 un yent H definit ist. 


Über den Fall der semidefniten Form sind mehrfache Untersuchungen 
angestellt worden (s. den Artikel „Differential-Integralrechnung‘‘ von 
A. Voss im Teil I, Bd. II der Enzykl. d. mathem. Wissensch., p. 88—85). 
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quotienten dritter Ordnung von f(x, 9) Null werden; ist dies 
der Fall, so kommt es weiter auf 7 Al an. Das Vorzeichen 


dieses Differentialquotienten, wenn e8 fa alle Richtungen das- 
selbe bleibt, entscheidet über Maximum oder Minimum in dem- 


selben Sinne wie das Vorzeichen von xi , sobald 7, a’ { a+ O ist. 


Inbetreff der Fortsetzung dieser Schlüsse braucht nur auf 117 
verwiesen zu werden. 


122. Kriterien für eine Funktion beliebig vieler 
Variablen. Die Definitionen für das Maximum und Minimum 
einer Funktion v=f(z,,2,,...2,) von n (>2) unabhängigen 
Variablen sind jenen für eine Funktion zweier Variablen analog; 
es hat die Funktion an der Stelle z,/2,/.../z, ein Maximum 
bzw. ein Minimum, wenn sich eine positive Zahl 7 angeben 
läßt derart, daß 


fa + h, th... th) fa Zas- -o a) LO, 
bzw. 


N) A(z, +, Ta + hs... th) fl a. 2) > 0 
für alle Wertverbindungen A, /h,/.../h,, für welche gleichzeitig 
hi |< n, |h | <n. -| hal <1, 


ausgenommen die Wertverbindung 0/0/.../O. 

Wenn man sich der Terminologie, welche für zwei und 
drei unabhängige Variable wirklich anschauliche Bedeutung hat, 
allgemein bedient (49), so darf man sagen, die Bedingungen (8) 
und (9) stellen die Forderung, es sei f(z,, z,,...x,) ein Maxi- 
mum bzw. ein Minimum, in welcher durch den Punkt z,/a3/.- - /x, 
gehenden Richtung man auch die Funktion verfolgen mag. 
Dieser Forderung wird aber nur dadurch entsprochen, daß der 
totale Differentialquotient (49, (11)) 


df _ 27 


ds du, C Pı + ni cos Qa +--+ 2f 


on, C8 Pn 


für alle Richtungen, also für alle Wertverbindungen von cos Q,, 
08 P,,...C08p, (sofern sie nur der notwendigen Bedingung 


cos? + cos? p, + - - - + cos? p, = 1 entsprechen) den Wert 
Null annimmt. Daraus folgt als notwendige Bedingung für einen 
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extremen Wert das Gleichungssystem: 
of o ð 
An einer Stelle, welche aus diesem Gleichungssystem sich 
ergibt, findet aber nur dann in jeder durch sie gehenden Rich- 
tung ein Maximum oder Minimum statt und läßt sich daher 
auch die Bedingung (8) oder jene (9) erfüllen, wenn der zweite 
totale Differentialquotient (54) 


a’ 0° 0° 
= =y cos? @, Jz, T cosꝰ p, - + a ; cos? p, 
+2 jz, i cos p; CO8 Q; + 2 22, er Cos p; COS Q; + - 


für alle Richtungen negativ, bzw. für alle Richtungen positiv ist. 

Man kann diesen Kriterien auch den folgenden Ausdruck 
geben. Weil das totalo Differential df zugleich verschwindet 
mit dem totalen Differentialquotienten A , und weil das zweite 
totale Differential d*f gleiches Vorzeichen hat mit dem zweiten 
totalen Differentialquotienten, so gilt der Satz: Die Funktion 
flt, £a, - - . %,) kann einen extremen Wert nur an einer solchen 
Stelle erlangen, an welcher das totale Differential 


0 0 
af = jÉ dz, PL dat: + ga da, 


identisch, d. i. unabhängig von den Werten dæ,, dz,,... dæ,, ver- 
schwindet; und es hat die Funktion an einer solchen Stelle wirk- 
lich ein Maximum oder ein Minimum, wenn das zweite totale 
Differential 


2 2 2 
d'f = 2A da’ + T, da?’ + + an dz, 
9? a? 
+232 -ddr +2 * iR dz, dz, + 


beständig, d.i. für alle Wertverbindungen da, /dz,/... /Az,”), 
negativ bzw. positiv ist. 


*) ) Hierbei dürfen unter dz,, da,,... dx, beliebig große Werte 
gedacht werden, weil das Vorzeichen des Ausdruckes für d'f, auf das 
allein es ankommt, nicht geändert wird, wenn man ihn mit dem Quadrat 
einer beliebig großen Zahl e multipliziert; dann aber treten an die 
Stelle von 


dx, dx... . ALn 
die Produkte 


OAL, CLr, -~ dæ,, 
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Die Anwendung des zweiten Teiles dieses Satzes kann in 
speziellen Fällen häufig entfallen, wenn nämlich aus der Natur 
der Aufgabe selbst zu erkennen ist, ob es sich um ein Maxi- 
mum oder ein Minimum handeln kann. 

123. Beispiele 1) Es sind die extremen Werte der 
Funktion 

fix, y) = az? 4+ 2bry + cy? +292 +2hy+k 
zu bestimmen. 
Die beiden für einen extremen Wert notwendigen Be- 


dingungsgleichungen: 
1 2 
Z L art+by+g=0 
IS ôf _ pr +cy+h=0 


liefern nur dann ein bestimmtes Wertseystem für z, y, wenn 
die Determinante 
ac— b +0 


ist, und zwar ist dieses Wertsystem 


bh— cg bg— ah, 


To= ge dr Vo= aei) 


ihm entspricht aber nur dann ein extremer Wert, wenn der 
Ausdruck 
0° f 0° f ( 0° f ) 


Oz ðy? \dzoy)’ 
der hier den von x, y unabhängigen Wert 
4(ac — b’) 
hat, positiv ist, wenn also 
ac — b? > 0; 


und zwar ist f(z,, Y%) ein Maximum, wenn a, c negativ, und 


die beliebig groß sein können. Mit der in der Fußnote zu 121 ein- 
geführten Terminologie drückt sich die zweite Bedingung dahin aus, daß 
die mit den n Variablen &,, $, ... &, gebildete quadratische Form 


BAT —* +. tr da È, É: 


definit sein müsse. 
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ein Minimum, wenn a, c positiv sind; beachtet man, daß sich 
f(z, y) in die Form 
f(z, y) = (az + by + g)z 
+ (bz + cy + h)y 
+ gz+hy+k 
bringen läßt, so ergibt sich 
flos Yo) = IZo + hyo + K. 
In dem Falle ac — b? < O hat f (e, 2 keinen extremen Wer 
Ist endlich ac — b? = O, also s — Č und überdies — 7 , 
dann fallen die beiden Bedingungsgleichungen i in eine Zusammen, 


und für Wertverbindungen x/y, welche dieser einen Gleichung 
genügen, wird 


f(z, y) =gx + hy + k = —V 2494* 


-h(g2+ y)+k= (az +by)+k 


bk— h 
— — IH, 
also konstant, so daß an solchen Stellen z/y die Funktion keinen 
extremen Wert hat. 

Setzt man g = f(x, y) und stellt z geometrisch dar (45), 
so entspricht dieser Gleichung für ac— b? > OQ ein elliptisches 
Paraboloid, für ac — b? < O ein hyperbolisches Paraboloid, für 

ac — b? = 0 und u = >. eine der zy-Ebene parallele Zylinder- 
fläche. 

2) Die extremen Werte der Funktion 

2=e"-Ylar? + by’) 
unter der Voraussetzung: a > 0, b>0 zu bestimmen. 
Den Gleichungen 
2 = 2r(a — axr? — by’ je t-r = O0 


0z 2y? 
2y 7 2y(b — ar — by jea- = 0 


kann in dreifacher Weise entsprochen werden: 
œ) Durch x = 0, y = 0. Ohne eine vollständige Entwick- 
lung der zweiten Differentialquotienten nötig zu haben, wird man 
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leicht erkennen, daß für diese Wertverbindung 


also 
0’ 0°z 
apy [day] 400 > 0, 
folglich tritt hier ein Minimum ein, dessen Wert s = O ist. 
ß) Durch x = 0, y = + 1; für diese Wertverbindung ist 
ôro gab s _4b 0% 





PE e ? 3y — e? ry =0, 
also 
0°5 [55 2 _8b(b —a) 
ox? Iy’? xy e’ 


folglich findet ein Maximum statt, wenn a < b, und sein Wert 
ist s = > ; wenn dagegen a>b, erlangt die Funktion an 
dieser Stelle weder ein Maximum, noch ein Minimum. 
y) Durch z = + 1, y = 0, an dieser Stelle ist 
0°8 4a 0° b—a 0°2 


223 e? y Tk? 2z3y 7 O 
also 


oz dy Ldxzöy 
es tritt also, wenn a>b, ein Maximum ein, dessen Wert 
Z= 1 ist, während bei a < b kein Extrem stattfindet. 


Bei a = b stellt sich unter 8) und y) der unentschiedene 
3’ z 0°z 7? . 
Fall ein, wo 5 a Bay = 0 ist. Setzt man z? + y’ = u, 


so hat man es mit der Funktion 


0°z 0°z 0°3 J= 8a (a — b) | 
— 75 


z = awe" 
zu tun, für die 


d a 2 a u 
T. = 2aue"(1— u’), is = 2ae-"(1 — 5u? + 2ut); 


d . . 
Fr verschwindet für v=0 und u? = 1; für diese Lösungen 


wird Ss = 2a, bzw. = — 4a. Der Fall u = Q führt wieder 


auf das unter œ) gefundene Minimum an der Stelle z = 0, y = Q. 
Es wäre aber unzutreffend, zu sagen, daß z an allen Stellen 


des Kreises z? -+ y? = 1 ein Maximum gleich — besitze; denn 
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zu jeder solchen Stelle gibt es in jeder noch so engen Um- 
gebung andere — auf eben dem Kreise —, „wo den gleichen 


Wert — hat.*) 


3) Gegeben sind zwei Gerade im Raume; man soll ihren 
kürzesten Abstand bestimmen. 
Sind 
2—a _y—b _2—c 
aa A m 
2, _y-b 2 
ua A N 
die Gleichungen der beiden Geraden, und bezeichnet man den 
mit z/y/z gleichzeitig veränderlichen gemeinsamen Wert der 
ersten drei Brüche mit u, den der letzten drei mit v, so sind die 
Koordinaten eines Punktes der ersten Geraden als Funktionen 
von u, die Koordinaten eines Punktes der zweiten Geraden als 
Funktionen von v wie folgt dargestellt: 


x =u +a L = U + A 
y = ĝu +b, y=ßv+b 
z=yute 2= YY + G; 


heißt ð der Abstand der zwei durch u, v charakterisierten Punkte, 
so ist 
= (a,u — aav + a, — a3)? + (Biu — Bav + b, — by)” 
+4 — yrr ta- a, 
und dies soll zu einem Minimum werden. Bezeichnet man die 
in den Klammern eingeschlossenen Polynome der Reihe nach 


mit A, B, C, so schreiben sich die Bedingungen für das Mini- 
mum wie folgt: 


1 0(8 
120) ,A+BB+nC-0 
100 


9 O. Stolz (Grundzüge der Differential- und Integralrechnung 1, 
1898, p. 211) bezeichnet Werte solcher Art als „uneigentliche“ Maxima 
bzw. Minima (114). 
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ferner ist 
at 
rt, 
N (ma + Piha + Nm) 


daher unabhängig von u, v 
mon ar (ren 
ou? Or Jur 
= Alla’ + B? + rl + Bi +y) (u + Bibs + 9192)" 
= A [Bys — Ba) + (71% Hr) + (@ Ps hr)”, 
also positiv; es findet hiernach wirklich ein Extrem statt und 
zwar ein Minimum, weil De, Z 0) als Quadratsummen posi- 
tiv sind. 
Um das Minimum selbst zu ermitteln, empfiehlt sich der 

folgende Vorgang. Aus den beiden Bedingungsgleichungen folgt 

oA B _ 0, 

Anh Man afs — ab, ’ 
bezeichnet man den gemeinsamen Wert dieser Brüche mit w, 
s0 ist einerseits 

min 8? = (By — Ba 71)? + (71 &s ra)’ + (hr ah)’, 
andererseits hat man zur Bestimmung von w die Gleichungen 
A— (BY: — bay )w = 0, B-— (p,a, — y:&,)w = 0, 
C — (& bs — «aß, )w = 0, 

oder mit Rücksicht auf die Bedeutung von A, B, C: 

a,u — aav — (B1 Ys — B371) W = % — a 

Bu — Br (V183 — y:0,)w = b, — b, 

Yu — yav — (æ hs — ef) W = Q — G; 
hieraus folgt aber: 


|a % a — a 





G % BY — bzy 
Ê, Êr bb E Pa Pe ee 
Vi Va ana! Yı Ya GB &ßı 


= (a — a) (B, Ya — fa 71) + (b, <a — 72 %1) + (6, — Cs) (æ, fa — a Êi) . 
(Bi Ya — Ar’ tn — 73%)" + (œ, Pa — %3 f1)? 


w = 
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Daher ist schließlich 
(a, — a) (B, 72 — Ps n) + (b, -- b)(7, — 7.0) 
min ô = + — —— trag) Ya, Ba — PB) _ 
V (Bı Ya — ba 71)? ta 7%)’ + (e, be — b:— aĝ, 
wobei jenes Zeichen zu wählen ìst, das den Ausdruck positiv macht. 
4) In der Ebene eines gegebenen Dreiecks den Punkt zu 
finden, dessen Entfernungen von den Eckpunkten des Dreiecks 
die kleinste Summe geben. 
Ist ABC (Fig. 30) das Dreieck, und bezieht man den 
Punkt M auf ein Polarkoordinatensystem mit A als Pol und 
Fig. 30. AB als Polarachse, so daB AM =r, 
C X BAM =ọ seine Koordinaten sind, 
so ist die Größe, um deren Minimum 
es sich handelt, 


b 2 S=AM+BM+CM=r 
© +VË +r — 2er cos p 
A z B +yV- + r? — 2br cos (A—p): 


dabei sind a, b, c die den Ecken A, B, C gegenüberliegenden 
Seiten und A der Winkel an der gleichnamigen Ecke; die 
Wurzeln gelten als positiv. 
Die Bedingungen des Minimums lauten: 
38 r—ecng 
a” 14 Ve Eri_%er cos ꝙ 
r— b cos (A — 9) 


yeri br cos (A — =D). — 


08 rein 
op Vë Fr — eri cos ꝙ 
br sin (4 — ọ) 0: 
Fer —— I 


Vo? Fr 2br cos (A — g) 
die zweite dieser Gleichungen wird durch r= 0 befriedigt. 
Schaltet man diese Lösung zunächst aus und drückt dann die 
beiden Gleichungen in den Linien der Figur aus, wobei zu be- 
achten ist, daß, sofern BD L AM und CE 1 AM, 
r—cceg=AM—-AD=-— MD, 
csin ọ = BD, 
r—bcos(A— ọ)= AM — AE = — ME 
b sin (A — ọ) = CE, 
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so lauten sie folgendermaßen: 
BD CE 


I gu caT Im 


oder bei trigonometrischer Deutung der Verhältnisse: 
cos BMD + cos CME =1, sn BMD — sin CME =Q; 
aus der zweiten Gleichung folgt 
BMD =CME 
und hiermit aus der ersten 
BMD = CME = 60°, 

BMC = 120°. 

Da man ebenso hätte von dem Eckpunkte B oder C aus- 
gehen können, so ergibt sich, daß die Lage des Punktes M, 
bei welcher S ein Minimum ist, gekennzeichnet wird durch 

BMC=CMA= AMB = 120°. 
Einen Punkt von solcher Beschaffenheit gibt es aber nur dann, 
wenn jeder Winkel des Dreiecks kleiner ist als 120°; er liegt 
dann im Innern des Dreiecks und wird erhalten als Schnitt- 
punkt dreier Kreisbogen, welche die Seiten des Dreiecks zu 
Sehnen haben und über diesen Sehnen den Peripheriewinkel 
von 120° fassen. 

Nun nehmen wir die oben bemerkte Lösung r = 0 auf 
und fragen, wann dieser ein Minimum von S entspricht. Um 
dies zu entscheiden, entwickeln wir S unter der Voraussetzung, 


daß r im Vergleich zu b, c sehr klein, nach Potenzen von r 
und erhalten: 


S=r +c 1+(2)'-2200sp+5V1+ (7) — 27 00s(A—9) p) 
=rte{1 +3 (e MAMON cosg)? +) 
HH) Gera) 
=b+e+(l— cosg — cos (A — g))r 

+ [9 4 em) r 
=b + c + (1 — 2 cos rm 


daher 


Czuber, Vorlesungen. L 3. Aufl. 2i 
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b+c ist aber derjenige Wert von S, welcher r = O entspricht, 
und er stellt ein Minimum dar, wenn 


S-(b+0=- [1- 20085 cos (4 — p)}r 
a Fr... 


für ein genügend kleines r beständig positiv bleibt, während 
o das Intervall (0, 2x) durchläuft; r sei insbesondere so klein 
festgesetzt, daB das Glied mit der ersten Potenz die Summe 
aller übrigen dem Betrage nach übertrifft. 


Ist A < 120%, < 60°, also 2 cos < > 1, so kann durch 
Wahl von ọ der Koeffizient von r nach Belieben positiv wie 
negativ gemacht werden, dann stellt somit b + c keinen erx- 
tremen Wert dar. 


Ist A = 120°, also 2 cos £ = 1, so ist der Koeffizient von 


r im allgemeinen positiv, verschwindet jedoch für p = f; 
trotzdem bleibt die Differenz S — (b + c) auch an dieser Stelle 
positiv vermöge des nun maßgebenden Gliedes mit r?, das 
positiv ist. 

Ist A > 120°, also 2 cos £ < 1, so bebält der Koeffizient 


von r für alle Werte von ọ das positive Vorzeichen, also auch 
S— (b +e). 

In den beiden letzten Fällen, und es sind das gerade die- 
jenigen, welche die erste Lösung ausschließt, ist also A die 
gesuchte Lage des Punktes M, für welche S ein Minimum ist. 

Daß bei diesem Problem überhaupt nur ein Minimum ent- 
stehen kann, geht daraus hervor, daß man S zwar beliebig 
groß, aber nicht beliebig klein machen kann. 

5) Es sind n Punkte M, (i = 1, 2,... n) im Raume ge- 
geben und jedem derselben ist eine positive Zahl m, zugeordnet. 
Man soll jenen Punkt S bestimmen, für welchen die Summe 
der mit den Zahlen m, multiplizierten Quadrate der Entfer- 
nungen SM, ein Minimum ist. 

Sind x,/y,/z, die auf ein rechtwinkliges System bezogenen 
Koordinaten von M,, z/y/s die Koordinaten eines beliebigen 
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Punktes S, so ist S so zu bestimmen, daß 


T = © m,[(z — x)? + (y — y)? + (e — s)" 


ein Minimum werde; die Bedingungen hierfür lauten: 
= = 22Zm,(r — 7) = 2|z m, — Emx) = 0 

oT , 0 

ðy ~ 2 Em, (y — y) = 2 {y Em, — Em,y,}) = 


eT 
dz = 2 Zm,(e — 2,) = 2{s Em, — Zm,s,) = 0; 
demnach hat der verlangte Punkt die Koordinaten: 


Emz; Emy p Emt, 

Zm; ? .— Am? Zzm, 

Bei Interpretation der Resultate vom Standpunkte der Mecha- 
nik ist hiermit gezeigt, daß der Schwerpunkt eines Systems 
materieller Punkte derjenige Punkt ist, in bezug auf welchen 
das polare 'Trägheitsmoment des Punktsystems den kleinsten 
Wert hat. 

Obwohl hier von vornherein nur die Möglichkeit eines 
Minimums einzusehen ist, so mag doch die analytische Begrün- 
dung dafür angegeben werden; es ist 

FT oT T 
dar pyi T In” 2 Zm, 
T eT oT 
yz  ðzðæ ðxəðy 


ZT = 


0, 
daher 
ËT = 2 Em (d + dy? + de), 
und da dies eine wesentlich positive Größe ist, so hat T an 
der gefundenen Stelle tatsächlich ein Minimum (122). 
6) Zu zeigen, daß die Funktion 


aè aè 
z= +y ty +t 


für zt = y = y den minimalen Wert 33a? erlangt. 
7) Die Funktion z = z? + y’— 3azy(a>0) hat für 
t=y=a das Minimum — aè. 
8) Die Funktion v = (20x — x?)(2by — y?) erreicht an der 
Stelle z = a, y =b ihr Maximum a?2R. 
21° 
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124. Extreme Werte bei singulärem Verhalten der 
Differentialguotienten. Die in 121 und 122 entwickelte 
Theorie hat zur wesentlichen Voraussetzung die Existenz 
eigentlicher partieller Differentialquotienten in bezug auf die 
einzelnen Variablen, wenigstens in der Umgebung der in Be- 
tracht gezogenen Stelle. Eine Funktion mehrerer Variablen 
kann aber auch einen extremen Wert aufweisen an einer Stelle, 
an welcher solche Differentialquotienten nicht bestehen; die 
Entscheidung über einen derartigen Fall bedarf immer einer 
besonderen Untersuchung. 

Es sei beispielsweise 


z=¢ +V(z—a)} + (y — b}, 
und die Quadratwurzel gelte als positive Größe. Die partiellen 
Differentialquotienten von g, nämlich 
“__ au _ 0 —— 
ðe Yea ty y Ve- +g" 
verlieren an der Stelle z =a, y =b ihre Bedeutung. Setzt 
man aber z=a+th, y=b+k und bezeichnet die durch 
diesen Punkt und a/b bestimmte Richtung mit S, mit p, + 
ihre Richtungswinkel, so ist der totale Differentialquotient von 
g an der Stelle a + h/b + k 
dz _ kcoso + kcos a, 
ds yh? + kê ? 
er ändert sein Vorzeichen, wenn A, k zugleich es ändern, d. h. 
wenn man auf S von einer Seite des Punktes a/b auf die 
andere übergeht. Deshalb gehört zu a/b ein extremer Wert 
und derselbe ist 











sec; 
als der kleinste unter allen Werten von z ist er ein Minimum. 


§ 3. Maxima und Minima von Funktionen mehrerer 
abhängiger Variablen. 


125. Begriff der relativen Extreme und ihre Be- 
stimmung. Wenn von den extremen Werten einer Funktion 
f(x, y, z) dreier Variablen in dem bisher besprochenen Sinne 
die Rede ist, so kommen dabei alle Werte der Funktion in 
Betracht, welche sie in ihrem Definitionsbereich R annimmt. 
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Faßt man jedoch nur solche Werte der Funktion f(z, y, 2) 
ins Auge, welche zu Verbindungen x/y/z gehören, die der 
Bedingungsgleichung 

g(x , Y, 2) =0 
Genüge leisten, und stellt die Frage nach den extremen unter 
diesen Werten, so handelt es sich um ein von dem vorher- 
gehenden verschiedenes Problem. 

Im ersten Falle galten die Variablen x, y, z als unab- 
hängig, und ihr Gebiet war der ganze Raum R. In dem neuen 
Falle sind die Variablen abhängig voneinander, indem durch 
die Bedingungsgleichung (x, y,z)—=0 etwa z als Funktion 
von x, y darstellbar ist; ihr Gebiet ist eine den Raum R durch- 
setzende Fläche (45). Man bezeichnet extreme Werte der ersten 
Art als absolute Extreme, extreme Werte der zweiten Art als 
relative oder bedingte Extreme.*) 

Würde neben der oben aufgestellten Bedingung den Wert- 
verbindungen x/y/s, für welche f(x, y, z) in Betracht gezogen 
wird, auch noch die weitere 


p(z, Y, 2) =0 


auferlegt, so wäre die Beschränkung weitergehend als vorhin; 
jetzt könnten mittels p(z, y,s)=0 und (z, y, z) =0 etwa 
y, z als Funktionen von x dargestellt werden, und das Gebiet 
der Variablen wäre eine den Raum R durchsetzende Kurve (45). 

Weiteren Bedingungen aber dürfen die Variablen z, y, # 
nicht unterworfen werden. 

Die Bestimmung relativer Extreme werde nun an einer 
steligen Funktion f(x, y, 8, u) von vier Variablen erklärt, die 
swei Bedingungsgleichungen: 


| p(z, Yy, z, u)=0 
U) 
, ve, Y, 2, u) =0 
unterworfen sind. 

Der eine Weg bestünde darin, daß man mit Hilfe der 
Gleichungen (1) zwei der Variablen, z. B. z, u, durch die beiden 
andern, x, y, ausdrückt und diese Ausdrücke in f(z, y, 2, u) 


einträgt; dadurch geht f in eine Funktion der unabhängigen 





*) Vgl. betreffs dieser Bezeichnungen auch 114. 
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Variablen z, y über, die nunmehr nach früheren Methoden auf 
ihre absoluten Extreme zu untersuchen ist. 

Handelt es sich allgemein um eine Funktion von n Va- 
riablen, die r (< n) Bedingungsgleichungen unterworfen sind, 
so würde durch den angedeuteten Eliminationsprozeß die Auf- 
gabe auf die Bestimmung der absoluten Extreme einer Funktion 
von n —r unabhängigen Variablen zurückgeführt. 

Die Elimination ist indessen nicht immer ausführbar und 
ergibt in anderen Fällen eine unbequeme Rechnung. 

Es empfiehlt sich daher das folgende, von Lagrange*) 
zuerst angegebene Verfahren. Man denke sich die Elimination 
von 3, u in f(x, Yy, z, u) vollzogen; dann wird auch das totale 
Differential 
(2) df = az + pi dy —— — 


bloß Funktion von dx, dy sein; um ihm diese Darstellung zu 
geben, benutze man die aus den Bedingungsgleichungen (1) 
gezogene sro (49): 


027 © da +52 dy + $S + ze du, 


(3) 
0=? St da + S$ dy + °$ de + or du. 


Mit Hilfe der Gleichungen (3) lassen sich in der Tat ds, du 
aus (2) eliminieren; die Elimination kann in der Weise voll- 
zogen werden, daß man die Gleichungen (3) mit unbestimmten 
Multiplikatoren å, u multipliziert, zu (2) addiert, wodurch 


df = (35 + rge tega) det (a, tr tegy) ds 
+ (as tage tege) de + (3s tie tag) du 


erhalten wird, und daß man nun nachträglich å, u aus den 


Gleichungen 


HETE ET J 


(4) 


* Theorie des fonctions analytiques, 1797, 1813. 


If yate AEN =0 
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bestimmt; mit diesen Werten von A, u ist dann tatsächlich 
5 of 09 0% of 99 0% 

©) df= (3 +i am tE ge) 22+ (gy + iay +E ay) as 
nur mehr Funktion von dz, dy. 

An einer Stelle aber, an welcher f, als Funktion der un- 
abhängigen Variablen x, y aufgefaßt, einen extremen Wert hat, 
verschwindet das totale Differential unabhängig von den Werten 
von dz, dy (122); an einer solchen Stelle ist also 

of 09 0% 
tra t ejs mt 


(6 
tn — 0. 

Damit hiernach die Funktion f(z, Yy, #, u) unter Einhaltung 
der Bedingungen (1) einen extremen Wert erlange, müssen die 
Werte von zx, y, g, u und die Werte der Multiplikatoren A, u 
so gewählt werden, daß 

p(T, Y, 2, u) = 0 
Y(T, Y, 2, u) = 0 


of 0Y nE 
DE; 155 | dx 
1 of ep IY 
(1) jy tiay t 5 0 


df +2 +99 0 


sei; in der Tat sind diese 6 (allgemein r+ n) Gleichungen 
zur Bestimmung der genannten 6 (bzw. n + r) Größen gerade 
ausreichend. 

Die vier letzten Gleichungen des Systems (7) wären aber 
die notwendigen Bedingungen für die absoluten Extreme der 
Funktion 

f(T, Y, 8, u) + Ap(z, y, 2, u) + uv(z, Y, 2, u), 
wenn man u, A als konstante Zahlen voraussetzt. Man kann 
mithin den Satz aussprechen: Die Bedingungen dafür, daß die 
Funktion f unter Einhaltung der Gleichungen pọ =0, v=0 
suischen ihren Argumenten einen extremen Wert erlange, sind 
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die nämlichen wie die Bedingungen für absolut extreme Werte 
der mit den Konstanten A, u gebildeten Funktion f + àp + uy. 

Die hierin enthaltene Regel für die Behandlung von Pro- 
blemen über bedingte Extreme wird als Methode der Multipli- 
katoren bezeichnet. 

Wenn auch die Kenntnis der Multiplikatoren nicht not- 
wendig ist und kein unmittelbares Interesse bietet, so empfiehlt 
sich ihre Mitbestimmung doch in vielen Fällen um der Sym- 
metrie der Rechnung willen. 

Ob an einer aus den Gleichungen (7) hervorgehenden 
Stelle x/y/e/w die Funktion f wirklich einen größten oder 
kleinsten Wert erreicht, ist in angewandten Fällen zumeist 
aus der Natur der Aufgabe zu erkennen; sollte ein Zweifel 
hierüber bestehen, so müßte das zweite Differential d?f zur 
Entscheidung herangezogen werden, aber wieder in der Art, 
daß auch den Bedingungsgleichungen Rechnung getragen wird. 
Zu diesem Zwecke hätte man die betreffende Wertverbindung 
xz/y/z/w in die Gleichungen (3) einzuführen, sodann dz, du 
durch dx und dy auszudrücken und diese Werte nebst z/y/z/u 
in d?f einzutragen; fällt d'f verschieden von Null aus und ist 
sein Vorzeichen unabhängig von dz, dy, so ist durch dieses 
Vorzeichen die Frage in der bekannten Weise gelöst. 


126. Beispiele. 1) Die kürzeste Entfernung eines ge- 
gebenen Punktes von einer gegebenen Ebene zu bestimmen. 

Der Punkt sei durch die Koordinaten x,/y,/2, und die 
Ebene durch die Gleichung 


Az+By+Cz+D=V0 


gegeben. Als diejenige Funktion, deren Minimum zu bestimmen 
ist, kann 
9 -(@- m + (y — w) ten) 


gewählt werden; die durch x, y, z zu erfüllende Bedingung 


lautet . 
Ax + By + Cz 4+ D= 0; 


demnach kommt es auf das absolute Minimum der Funktion 


(£ — 2o)? + (Y — Y)? + (2 — %)? — 21(Ax + By + Cz + D) 
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an; die Bedingungen hierfür lauten: 
—-—-IA=0 
y—-%—-AB=0 
Z — Z% — 4C =0. 
Verbindet man sie mit der Bedingungsgleichung, so ergibt 
sich zur Bestimmung von A die Gleichung: 
A(AL + BE + 0) + Ar + Bn + Cr+ D=O, 
woraus 


—— 


_ 4t +By +C + D 


A?4+ B? +0’ 
Setzt man diesen Wert in die obigen drei Gleichungen ein, 
so ergibt sich die Stelle z/y/z, welcher das Minimum ent- 
spricht, also der Fußpunkt des von z,/Y,/2, auf die Ebene ge- 
fällten Lotes. 

Hier war aber die Frage nach der kürzesten Entfernung 
selbst gestellt; um diese zu finden, setze man in dem Ausdruck 
für ð? anstelle von 2 — Z, Y — Yo, Z — 2, die aus den obigen 
Gleichungen fließenden Werte; dadurch ergibt sich: 


min ð? = 412(4?+ B? + C°?) 
und nach Eintragung des Wertes für 4: 


min ð = Ar t Byw +n +D 
VA +B +C 
wobei der Wurzel jenes Zeichen beizulegen ist, welches der 
ganzen Ausdruck positiv macht. 
Die analytische Begründung dafür, daß der gefundene Wert 
ein Minimum ist, ergibt sich aus der Betrachtung des zweiten 
Differentials von d?, welches 


2(dx? + dy? + d2?) 
und nach Berücksichtigung der Bedingungsgleichung 


2 (a2? + dy" + (AH 2a?) 


lautet und wesentlich positiv ist. 

2) Aus einer rechteckigen Tafel von gegebenem Inhalt a°, 
aber von zu wählender Form, sind an den vier Ecken gleiche 
quadratförmige Ausschnitte zu machen derart, daB nach Auf- 
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biegen des Restes längs der punktierten Linien (Fig. 31) ein 
parallelepipedischer Hohlraum von größtmöglichem Volumen 
entsteht. 
Bezeichnet man die Seitenlängen der Tafel mit y, z, die 
Seite eines Ausschnitte mit x, so ist das Volumen des Parallel- 
Fig. 31. epipeds | 
v = z(y — 2x) (z — 22); 
dasselbe soll unter Einhaltung der Forderung 
ys=a 





ein Maximum werden; nach Entwicklung des 
Ausdrucks für v unter Rücksichtnahme auf diese Forderung 
kommt die Aufgabe zurück auf die Bestimmung des Maxi- 
mums von 


v = 4r? — 2r (y + 2) +4 aè, 
wenn die Bedingungsgleichung 
yg — aê = 0 
hinzutritt. 
Soll nun die Funktion 


42° — 2x?°(y + 2) 4 ax + Alyz — a?) 
ein absolutes Extrem erlangen, so ist dazu notwendig, daß 
122 — 4z(y+2)+a’=0 
— 2z? +iz=0 
— 2r? +iy=0 
sei; aus den beiden letzten Gleichungen und der Bedingungs- 


gleichung ergibt sich 
y =z =4ą, 


die Tafel ist also quadratförmig zu wählen; die erste Gleichung 
verwandelt sich hiermit in 


127z? — 8axz + aè = 0, 


woraus sich für x die beiden Werte 


a _ a 
T= el? RFeg 


ergeben. 
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Was den zweiten Wert, 5 , anlangt, so bildet er die obere 
Grenze der mit der Natur der Aufgabe überhaupt verträglichen 
Werte von z, — denn das zulässige Intervall von x ist (0 ; 2) 
— und schon aus diesem Grunde entfällt die Frage, ob der 
ihm entsprechende Wert von v ein extremer ist; r, = <- be- 


2 
deutet ein Zerschneiden der Tafel in vier gleiche Quadrate. 


Der erste Wert, z , gibt den größten Wert von v, 


max v 2 aè 
=m — 
27 ` 


Es geht dies wohl aus der Aufgabe selbst hervor, weil v nicht 
beliebig groß gemacht werden kann, läßt sich aber auch ana- 
lytisch begründen; die zweiten Differentialquotienten von v sind 
nämlich: 


er 0°v 0°v 

a = 242 —Ay+o), jys TO 3z 7 0, 

0’v 0°’v 0°’v 

ĉyos 0, PET Fa iz, səy tz, 


daher das zweite totale Differential an der Stelle 
yaz-a 
gleich 
— 4adz? — ia adsdı — + adzdy: 
dasselbe nimmt jedoch, wenn man die aus der Bedingungs- 
gleichung yg — a? = 0 hervorgehende Beziehung 
zdy + ydz = 0 
berücksichtigt, die sich an der Stelle y = g =a auf dy + ds=0 
reduziert, den Ausdruck an 
— 4adı? 


und ist somit eine wesentlich negative Größe. 

3) Es sind die extremen Werte der Durchmesser der auf 
ihren Mittelpunkt als Ursprung eines rechtwinkligen Koordi- 
natensystems bezogenen Zentralfläche zweiter Ordnung 

Az + Ay + A’ +2Byz+2Bzce+2B’ay+ F=0 


zu bestimmen. 
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Bezeichnet man den zu dem Punkte z/y/z der Fläche 
gehörigen Halbmesser mit r, mit a,b, c die Kosinus seiner 
Richtungswinkel, so ist 

z=ar, y=br, z=cr; 
durch diese Transformation ergibt sich aus der Gleichung der 
Fläche die folgende: 


5 = Aat+ AV + A”? + 2Bbe + 2B'ca + 2B’ab; 


mit r zugleich wird auch — $ ein extremer Wert; infolge- 
dessen kommt es auf die extremen Werte von 
f(a, b, c)= Aa? + A'b + A” e + 2Bbe + 2B'ca +2B’ab 
an unter Einhaltung der Bedingungsgleichung 
+ rl. 
Bildet man mittels des Multiplikators — A die Funktion 
fla, b, )-Ma+b+cd—1), 
so gelten für deren alsolute Extreme die Bedingungen: 
(A—2ja+ Bb + Bc =0 
(a) B'a+ (£4 — b+ Be =0 
Ba+ Bb +(A’”—Ac=0; 
die Koexistenz dieser Gleichungen erfordert, da die triviale 


Lösung a = b = c = 0 vermöge der Bedingungsgleichung aus- 
geschlossen ist, daß 


A-—-ı B’ B | 
(B) B" 4-ı B =0 
ı B B A--1| 


sei. Durch diese kubische Gleichung ist der Multiplikator į 
bestimmt; jedem seiner drei Werte entspricht vermöge der 
Gleichungen («) und der Bedingungsgleichung a? + bẹ +e =1 
ein Wertsystem a, b, c, und diese Wertsysteme führen zu den 
extremen Werten von r?. 

Diese selbst lassen sich in folgender Weise bestimmen. 
Multipliziert man die Gleichungen («) der Reihe nach mit 
a,b, c, so gibt ihre Summe 

f(a, b, J)-A ++ N=(, 
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woraus mit Rücksicht auf die Bedingungsgleichung 
F 
i=fl(a, b, c) =— s 
folgt; dies in (f) eingetragen führt zu der Gleichung: 
B” B 
opLE | 
(y ) © B £ + r? B = 0, 
B B 4"+ 5 | 
welche die extremen Werte von r? gibt. (Achsenbestimmung 


einer Fläche zweiter Ordnung.) 
Für die spezielle Fläche 


2 +y +2 +2yz +22y—1l=0 
lautet die Gleichung (£) 
(1-4) —2(1—-A)=0 
und gibt die Wurzeln 
h =l, l, = 1 +V2, l, = 1 — V2; 


setzt man + an die Stelle von A, so ergeben sich die extremen 
Werte: 


n=l, Ta =V—1 +yž, T = Y-ı-Y, 
wovon der dritte imaginär ist. Die den Werten von å ent- 
sprechenden Gleichungssysteme («) sind 


b=0  -aVd+b=-0 42 +b=0 
a+c=0 a—by2+c=0 a+bY2+c—=0 
b— y3 =0 b+ey2=0 


und geben in Verbindung mit a? + b? + cè = 1 die (zueinander 
senkrechten) Achsenrichtungen 


1 1 1 
"hp ^57 477 
2 y2 
b = 0 = b, = — 1? 
1 1 1 


die vorgelegte Fläche ist hiernach ein einschaliges Hyperboloid 
mit den reellen Halbachsen r, = 1, , = V—1+ V2; die imagi- 
näre Achse hat die Richtungskosinus a,, b,, C3. 
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4) Es sind n Punkte M, (i = 1, 2,...n) im Raume ge- 
geben, und jedem derselben ist eine positive Zahl m, zugeordnet. 
Man soll diejenigen Ebenen bestimmen, bezüglich deren die 
Summe der mit den Zahlen m, multiplizierten Quadrate der 
Abstände der Punkte M, extreme Werte annimmt. 

Legt man ein rechtwinkliges Koordinatensystem zugrunde, 
bezeichnet mit x,/y,/s, die Koordinaten von M, und schreibt 
die Gleichung der Ebene in der Hesseschem Normalform 
(«) ak + bn + cé — p =0, 
in welcher a, b, c die Richtungskosinus des Lotes zur Ebene 
bedeuten, so daß 
(B) ++ d-l 
ist, so verlangt die Aufgabe, die Parameter a, b, c, p der Ebene 
so zu bestimmen, daß 


T =D m,(z,a + yb + ze p) 
einen extremen Wert annimmt, unter Berücksichtigung der Be- 


dingungsgleichung (£). 
Für die absoluten Extreme der Funktion 


T— a+b +c0—]) 
bestehen die folgenden Bedingungen *): 
Zmz(za+yb+sc—p)—ia=(0 
Zmy(xa + yb + zc— p)— 1b =0 
Zmz(za + yb + zc — p)— łc =0 
Em(za + yb + ze — p) = 0, 
welche mit Zuhilfenahme der Abkürzungen 
Emz? = A Emy = A Em? = A" 
Zmyz = B Zmzi=PB Zmay= B” 
auch in folgender Anordnung geschrieben werden können: 
(A—)a+ Bb + Be —pEmr=0 
B’a+(A— 2)b + Be —pZmy=0 
Ba+ Bb +(A’— I) —päm=0 
aZmzs+ bEmy + cäm — pE£m =Q; 


*) Der Summationsbuchstabe i bei m, x, y, z soll von hier ab unter- 
drückt werden. 
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bringt man die letzte dieser Gleichungen mit («) in Verbindung, 
so entsteht 


Emr Zmy Emz 
al Zu) tofa- iw) telt- Em) = 
woraus hervorgeht, daß die gesuchten Ebenen durch den Punkt 


mit den Koordinaten 


Emr Zmy Zmz 
Zm Zm Zm 





d. h. durch den Schwerpunkt des Systems der materiellen 
Punkte M, mit den Massen m, hindurchgehen (123, (5)). Trans- 
formiert man das Koordinatensystem nach diesem Punkte 
als neuen Ursprung, so wird p =O und es verschwinden die 
Summen Emz, Zmy, Zmz; heißen 4, 4, 4, , B, Bi, B” 
die neuen Werte von A, A',..., so gehen die Gleichungen (y) 
über in: 
(A —AM)a+ Bb + B'e =0 
(y) B’a+(A/—Ab+ Be = (0 
B'a+ Bb +(4"”-Ne=0. 
Von da an stimmt die Aufgabe mit der vorigen überein, d. i. 


mit der Achsenbestimmung einer Fläche zweiter Ordnung, deren 
Gleichung 


AE + An + 4AE H+ 2B nE + 2B'ti + 2B" in + F= 
lautet; sie hat also wie diese drei Lösungen. (Zentralellipsoid, 
Schwerpunktshauptachsen.) 

5) Ein gleichschenkliges Trapez von gegebenem Flächen- 
inhalt g (Fig. 32) soll so gestaltet wer- 
den, daß die Summe aus der Grund- 
linie und den Schenkeln möglichst klein 
sei (trapezförmiges Durchflußprofil mit 
kleinstem benetzten Umfang). 


| Bezeichnet man die Grundlinie mit z, die Schenkel mit y, 
ihren Böschungswinkel mit 6, so handelt es sich um das Mini- 
mum von 


(a) z+ 2y, 





(P) (x + y cos 0) y sin 0 = q. 
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Bildet man daraus die Funktion 
z+2y— A[(x + y cos 60)u sin 0 — q], 
so lauten die Bedingungen für deren absolutes Minimum: 
1 — ysin 0 = 0 
2 — (z sin 0 + ysin 20) = 0 
— y(x cos 0 + ycos20) = 0; 
die Lösungen 4 = 0, y = 0 der letzten sind durch die beiden 
ersten ausgeschlossen, folglich verbleibt von der dritten 
x cos 0 + y cos 20 = 0, 
während die zweite geschrieben werden kann 
xsin® + ysin 20 = >; 
daraus berechnet sich 
| cos 0 : 
l sin 1 | 2c080 
Y = e080, cos20' T Taing ? 
8in0, sin2ð ; 
womit aus der ersten erhalten wird 


1 


2 cosô = 1, cosĝ =>, 0 = 60. 


Hieraus berechnet sich weiter unter Zuziehung von (ß) 
2 2 
z=-y--VgV3 
und das Minimum von a | 
2VayY3. 
6) Die Funktion u = z?y’rt erreicht für Werte der Va- 
riablen, die der Bedingung 22+3y+4s=a (a>0) genügen, 
. a . a \? 
bei z = y = 2 = ș das Maximum ($). 
7) Die extremen Werte der Funktion u = a?2? + b’y? + .c’z’ 
bei Vorhandensein der Bedingungen: 
+ yP’ +2—-1=0, le+my+ns=0 
ergeben sich aus der in bezug auf u quadratischen Gleichung: 
I? m? 


n? 
au tpu tau 
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der eine davon ist ein Minimum, der andere ein Maximum; 

das Verhältnis der zugehörigen Werte der Variablen ist: 

l m n 

ar A ary’ bu ciu 

8) Das Minimum der Funktion u = z? + y? + 2° für Werte 

der Variablen zu ermitteln, die die Bedingungen 
az+by+cz—1=0 
dzs+by+ce—1l=0 


erfüllen. (Geometrisch heißt dies die kürzeste Entfernung des 
Ursprungs von der Schnittlinie zweier Ebenen bestimmen). 


. a — 4)) +(b— db)’ + (e — e)’ 
mn e == eh * rer era — 

9) Ein Dreieck von gegebenem Umfang so zu gestalten, 
daß es bei der Rotation um eine seiner Seiten einen Doppel- 
kegel von möglichst großem Volumen beschreibt. (Die in der 
Rotationsachse liegende Seite muß % jeder der beiden anderen 
betragen.) 
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Sechster Abschnitt. 


Anwendung der Differential-Rechnung auf die Untersuchung 
von Kurven und Flächen, 


A. Ebene Kurven. 


$ 1. Die Tangente und die Normale. 


127. Analytische Darstellung der ebenen Kurven 
und ihre Einteilung. Die Lage eines Punktes M in der 
Ebene ist durch zwei Zahlen bestimmt, im rechtwinkligen 
Koordinatensystem, das wir zunächst zugrunde legen, durch die 
Abssisse x und die Ordinate y. Sind x,y variabel und als 
eindeutige stetige Funktionen*) einer Hilfsvariablen oder eines 
Parameters u gegeben: 

(1) z= (u), y= Ņlu), 

so beschreibt, während u das Intervall, für welches diese Funk- 
tionen definiert sind, durchläuft, der Punkt M eine Kurve in 
der Ebene des Koordinatensystems, eine ebene Kurve oder eine 
Plankurvee Die Gleichungen (1) heißen die parametrischen 
Gleichungen der Kurve. Einem besonderen Werte von u ent 
spricht ein bestimmter Punkt der Kurve, der mit M(u) oder 
M(z/y) bezeichnet werden soll. 

Es kann indessen auch unmittelbar y als eindeutige stetige 
Funktion von x gegeben sein: 


(2) y-f@); 
und dann beschreibt M eine Kurve, indem z stetig das Inter- 
vall durchläuft, auf welchem f gegeben ist. 

Der Zusammenhang zwischen den variablen Koordinaten 
kann aber auch durch eine Gleichung von der Gestalt 
(8) F (z ’ y) =0 


9 Über die Natur dieser Funktionen werden weiterhin noch andere 
einschränkende Voraussetzungen hinsichtlich ihrer Differentiierbarkeit ge- 
macht werden, obne daß dies immer ausdrücklich hervorgehoben würde. 
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bestimmt sein, vermöge deren sowohl y als Funktion von z 
wie auch umgekehrt x als Funktion von y aufgefaßt werden 
kann; hält man an dem ersteren fest, so kann noch y eine ein- 
deutige oder eine mehrdeutige Funktion vorstellen; in letzterem 
Falle entspricht jedem Zweige der Funktion (57) auch ein 
Zweig der Kurve. 

Die Untersuchung des Verlaufs einer ebenen Kurve kommt 
also vom Standpunkte der Analysis zurück auf die Betrachtung 
des Verlaufs einer Funktion einer stetigen Variablen, die ex- 
plizite oder implizite gegeben ist, oder auf die Betrachtung der 
gleichzeitigen Änderungen zweier solcher Funktionen. 

Die parametrische Darstellung (1) ist für allgemeine Unter- 
suchungen die geeignetste. Sie kann aus den beiden anderen 
Darstellungsformen gewonnen werden, indem man x einer 
passend gewählten Funktion einer Hilfsvariablen u gleichsetzt, 
diese in (2), respektive (3) an Stelle von x einführt, wodurch 
auch y, explizite und implizite, als Funktion von u gegeben ist. 

Umgekehrt ergibt sich aus der parametrischen Darstellung 
(1) eine der beiden anderen Darstellungsformen, indem man 
zwischen den beiden Gleichungen (1) u eliminiert. 

Für die Einteilung der Kurven ist die Gleichungsform 
F(z,y) = 0 maßgebend. 

Ist F(x, y) eine algebraische Funktion, so heißt die Kurve 
algebraisch; insbesondere läßt sich dann immer bewirken, daß 
F(z, y) eine ganze Funktion von bestimmtem Grade » sei (13); 
alsdann wird die durch die Gleichung dargestellte Kurve eine 
algebraische Kurve n-ter Ordnung genannt. Die Ordnung bildet 
den wesentlichsten Einteilungsgrund der algebraischen Linien. 
Die Gerade als algebraische Linie erster und die Kegelschnitte 
als algebraische Linien zweiter Ordnung sind aus den Elementen 
der analytischen Geometrie bekannt. Darüber hinaus pflegt 
man von höheren algebraischen Linien zu sprechen. 

Eine Kurve, deren Gleichung in z, y nicht algebraisch ist, 
wird als transzendente Kurve bezeichnet.*) Bei der unüber- 


*) Die Einteilung in algebraische und transzendente Kurven stammt 
von Descartes, einem der Begründer der analytischen Untersuchungs- 
methode in der Geometrie; die Namen gab Leibniz. Bis dahin sprach 
man, um den Unterschied hervorzuheben, von geometrischen und mecha- 

22? 
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sehbaren Mannigfaltigkeit der möglichen Gleichungsformen ist 
an eine Einteilung der transzendenten Linien nicht zu denken; 
spezielle Erzeugungsweisen haben zu Gruppen solcher Linien 
geführt. 

Die parametrische Darstellung gestattet nicht unmittelbar 
zu entscheiden, ob die Linie algebraisch oder transzendent sei. 


128. Die Tangente in rechtwinkligen Koordinaten. 
Hat man aus der Gleichung oder den Gleichungen der Kurve 
eine Anzahl zusammengehöriger Werte x/y bestimmt, so ist 
damit eine Anzahl von Punkten der Kurve gegeben, die jedoch, 
wenn sie nicht nahe genug aneinander liegen, eine sichere Vor- 
stellung von dem Verlaufe derselben nicht zu bieten vermögen. 

Genaueren Aufschluß darüber vermittelt der Differential- 
quotient von y in bezug auf x, welcher die Richtung der 
Tangente an die Kurve in jedem ihrer Punkte anzugeben ge- 
stattet. Sein Vorzeichen läßt erkennen, ob die Kurve bei wach- 
sendem x steigt oder fällt, und seine absolute Größe zeigt an, 
wie rasch dieses Steigen oder Fallen an der betreffenden Stelle 
vor sich geht (22, 36). 

Zudem ist die Tangente diejenige unter den Geraden, 
welche durch den betreffenden Punkt der Kurve gehen, der 
sich die Kurve in der Umgebung des Punktes am engsten an- 
schließt. Um dies zu zeigen, nehmen wir auf der Kurve einen 
Punkt M(z/y) an und legen durch ihn eine Gerade; ihre Glei- 
chung sei 
(4) Alb 2) + B(n — y) = 0; 
von dieser Geraden hat ein anderer an M sehr nahe liegender 
Punkt M,(z + Az/y+ 4y) der Kurve den Abstand 

_44J4x+Bday 

— 
die Wurzel im Nenner mit dem entsprechenden Zeichen ge- 
nommen. Sind nun zv, y solche Funktionen eines Parameters u, 


nischen Linien. Die Einteilung der algebraischen Linien nach der Ord- 
nung rührt von Newton her. — Eine sehr reichhaltige Übersicht über 
die bisher untersuchten algebraischen und transzendenten Linien gab 
G. Loria in dem Werke: Spezielle algebraische und transzendente Kurven 
der Ebene, Theorie und Geschichte. Deutsch von F. Schütte, Leipug 
1902, 1911. 
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daß sie sich von der Stelle z/y aus nach der Taylorschen 
Formel entwickeln lassen, so ist (92, (11)) 


Jz=dr ++... 


d? 
Ay =dy +34 +>, 
und hiermit wird 


ô = 





Im allgemeinen ist also ô von der Ordnung der Größe du 
welche die Änderungen Az, Ay von x, y herbeigeführt hat, 
und die wir als die erste Ordnung festsetzen wollen. Nur 
dann ist ô von höherer Ordnung, wenn 


Adz + Bdy = 0 
oder 
A: B = dy: — drīz; 

die diesem Verhältnisse entsprechende Gerade (4), d. i. 

6 (Œ — a)dy — (1 — s)dz = 0, 

ist also unter allen diejenige, welcher die Kurve in der Um- 
gebung von M am nächsten kommt; es ist dies aber die Tan- 
gente, weil ihr Richtungskoeffizient aY der Differentialquotient 
von y in bezug auf v ist. 

Ist die Kurve durch das Gleichungspaar (1) bestimmt, so ist 


dz=y(u)du, dy = y'(u)du 
und es lautet die Gleichung der Tangente im Punkte z/y 


(6) n— y= 39 (E — x); 

war die Kurve durch (2) dargestellt, so hat man 
dy = f' (x)dx 

und als Gleichung der Tangente 

(N) n —y =f (z) (E — 2); 


für eine durch (3) gegebene Kurve endlich ist vermöge 


cF ð F 
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das Verhältnis 








oF,oF 
dz: dy = — Fy ` 5 
und somit 
3 F ð F 
(8) t-a) Eta- 0 
die Gleichung der Tangente, — T ihr Richtungskoeffizient. 
y 


Nimmt der Richtungskoeffizient 2, der Tangente für einen 


Punkt der Kurve den Wert Null an, so ist die Tangente dort- 
selbst der Abszissenachse parallel. Unter diesen Punkten be- 
finden sich auch diejenigen, für welche y einen extremen Wert 
erreicht (117). 

Hört der Richtungskaeffizient in einem Punkte der Kurve 
auf definiert zu sein, konvergiert er aber bei Annäherung an 
diesen Punkt (von einer oder von beiden Seiten) gegen oo, so 
ist die Tangente in diesem Punkte parallel der Ordinatenachse. 
Unter diesen Punkten befinden sich auch solche, in welchen x 
einen extremen Wert annimmt. 


Während =, in den Fällen, welchen die Gleichungen (6) 


und (7) entsprechen, nur von einer Variablen abhängt, sind in 
dem zu (8) gehörigen Falle zu seiner Bestimmung beide Ko- 
ordinaten des Punktes der Kurve erforderlich; er wird unbe- 

Fig. 83. stimmt, für solche Punkte, für welche 
F, und F, zugleich verschwinden. 


129. Beispiele. 1) In einem Büschel 
von Kreisen, welche die Gerade X X” (Fig. 
33) in einem Punkte O berühren, werden 
die durch einen festen Punkt A dieser 
Geraden gehenden Durchmesser gezogen; 
der Ort der Endpunkte dieser Durch- 
messer ist analytisch darzustellen. — Die 
so erzeugte Kurve heißt Strophoide.*) 

Wählt man X X’ zur Abszissenachse und O zum Ursprung, 
so hat jener Kreis des Büschels, dessen Mittelpunkt C die 


— —— — — — 


* Die Erfindung der Kurve reicht in das 17. Jahrhundert zurück, 
der Name kommt 1846 zum erstenmal in einer Abhandlung Montuceis 
in den Nouv. Ann. vor. 
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Ordinate OC = c besitzt, die Gleichung 

z* + y'= 20y; 
ist a die Abszisse von A, so kommt dem durch A laufenden 
Durchmesser dieses Kreises die Gleichung 


y---ı+e 


zu; läßt man beide Gleichungen gelten, so bedeuten x, y die 
Koordinaten der gemeinsamen Punkte M, N, und es ergibt 
sich die Ortskurve dieser Punkte durch Elimination des von 
Kreis zu Kreis veränderlichen c zwischen diesen Gleichungen. 
Ihre Gleichung ist demnach 


9) + Mz-a@-)=-0. 
Es ist dies eine algebraische Gleichuug dritten Grades (13, I), 


die Strophoide somit eine algebraische Kurve dritter Ordnung. 
Die Auflösung nach y gibt 


— a — x 

y=+z v: +z 
und bestimmt zwei durch das Vorzeichen unterschiedene Zweige 
AMOE und ADOB, von denen jeder das Spiegelbild des 
andern bezüglich der x-Achse ist. Da y nur so lange reell ist, 
als z in dem Intervall (— a, a) verbleibt, so liegt die Kurve 
vollständig zwischen den beiden Geraden z = — a und z=a; 
bei r = — a hört der Ausdruck für y auf, bestimmt zu sein, für 
Imz=—a+0 aber wird imy=+ œ. An der anderen 
Grenze des Intervalls, x = a, treffen die beiden Zweige zusammen, 
da hier y = O ist; sie treffen aber auch in der Mitte des Inter- 
valls, an der Stelle x = 0, zusammen, da auch hier y = Q ist. 


Aus 





dy „p Fee 
dz (a + 2) V(a + x) (a — a) 
folgt, daB an der Stelle 


z= + 5 (5-1) 


die Tangente an jeden der beiden Zweige parallel ist zur Ab- 


szissenachse — die andere Stelle — 5 (YV5 +1), an welcher 


= verschwindet, fällt außerhalb des Intervalles (— a, a) —; 
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bei dem positiven Zweige wird an dieser Stelle y zu einem 
Maximum, bei dem negativen zu einem Minimum, weil bei dem 


ersteren die Werte von ay in dem Intervalle (— a, a) das Wert- 


gebiet (+ œ, 0, — co), bei dem zweiten das Wertgebiet 
(— co, 0, + co) durchlaufen; daraus geht zugleich hervor, daß 
an der Stelle a/O, wo die beiden Zweige zusammentreffen, sie 


eine zur Ördinatenachse parallele Tangente haben. 

An der Stelle z =Q hat zy für den positiven Ast den 
Wert + 1, für den negativen Ast den Wert — 1, so daß die beiden 
Äste der Kurve sich hier unter einem rechten Winkel durch- 
schneiden; man nennt einen solchen Punkt der Kurve einen 
Knotenpunkt. 

Um die Kurve parametrisch darzustellen, setze man 

y = ur; 
mit dieser Substitution geht (9) über in 
(1 + u’) — az? (1 — u’) = O; 


neben der zweifach zählenden Lösung x = 0 folgt hieraus: 





7 a!" 

(10) +x 
— ul — u 
y-4a 1+ u’ À 


Es erscheinen somit x, y als rationale Funktionen des Para- 
meters u; eine algebraische Kurve, welche eine solche Dar- 
stellung gestattet, nennt man eine Unikursalkurve; sie wird in 
einem Zuge beschrieben, wenn man den Parameter das Gebiet 
der reellen Zahlen durchlaufen läßt. Im vorliegenden Falle ist 
der Verlauf folgender, wenn a >O ist. 

Geht u durch (— oo, — 1), so beginnt x/y mit — a/+ œ 
und endet mit 0/0, es wird BO beschrieben; geht u weiter 
durch (— 1, 0), so beginnt x/y mit 0/0 und endet mit a 0, 
und weil dabei y negativ bleibt, so wird OD A beschrieben; geht 
u weiter durch (0, + 1), so beginnt x/y mit a/O und schließt 
mit 0/0, und weil dabei y positiv bleibt, so wird AMO be- 
schrieben; geht endlich u durch (+ 1, + oo), so beginnt z/y 
mit 0/0 und schließt mit — a/— oo, es wird OE beschrieben. 
Jedem Punkte der Kurve entspricht nur ein und jedem ein 
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anderer Wert des Parameters, nur dem Punkte O entsprechen 
deren zwei, nämlich — 1, + 1; demgemäß ergibt sich in jedem 
Punkte der Kurve nur eine Tangente, im Punkte O aber sind 
deren zwei, und zwar folgt aus 
x 4u dy 1 — 4u?— u‘ 
du Par du Taten 
der Richtungskoeffizient der Tangente 
dy _ 1— 4u - u‘ 
dz 4u7 
der für u= — 1 den Wert — 1, für u=1 den Wert +1 an- 
nimmt in Übereinstimmung mit dem früheren Resultate. 

Man erkennt aus der angewandten Sub- Fig. 34. 
stitution, daß der % entsprechende Punkt der 
Kurve ihr Schnittpunkt mit der Geraden 
y-uzr ist. 

2) Aus dem Endpunkte O des Durch- 
messers OA eines gegebenen Kreises (Fig. 34) 
wird nach der Tangente BC im anderen End- 
punkte A der Strahl OE gezogen, welcher 
den Kreis in D schneidet; man mache OM =DE 
und bestimme den Ort des Punktes M ana- 
Istisch. — Die betreffende Kurve heißt Zissoide des Diokles.*), 

Wird O zum Ursprung, OA zur Abszissenachse des Koor- 
dinatensystems gewählt, der Halbmesser des Kreises mit a 


bezeichnet, so folgt aus, der Ähnlichkeit der Dreiecke OPM, 
OAE: 








AE = Ë 2a; 

T 
aus der Ähnlichkeit der Dreiecke OPM, ADE: 

y . 

AD = ya} - Ji 2a; 

wendet man also auf das rechtwinklige Dreieck ADE, in wel- 
chem die dritte Seite DE = OM =V + y? ist, den Pytha- 
goreischen Satz an, so entsteht nach entsprechender Umfor- 
mung die Gleichung der Kurve: 


(11) (2 + y?) x = 2ay’. 








* Im 2. oder 3. vorchristlichen Jahrhundert. 








346 Erster Teil. Differential-Rechnung. 


Man hat es also wieder mit einer algebraischen Kurve dritter 
Ordnung zu tun. Die Auflösung 


zeigt, daB x auf das Intervall (0, 2a) beschränkt ist und daß 
für lim z = 2a — O sich lim y = + oo ergibt. Die beiden Äste, 
welche im Punkte 0/0 zusammentreffen, haben hier OX zur 
gemeinsamen Tangente, weil 


dy _ — 2N9 x 
de tzaa 2a — z 
für z = Q0 nur den einen Wert O annimmt; einen Kurvenpunkt 


von dieser Art bezeichnet man als Spitze. 
Mittels der Substitution 


y= ux 


ergibt sich wie im vorigen Beispiele die parametrische Dar- 
stellung 


x Sau? 

Ipu 

(12) 2au? 
y = 1+ u 


so daß auch die Zissoide eine Unikursalkurve ist. Sie wird in 
dem Sinne QOR beschrieben, während u das Intervall (— æo 
+ 00) durchläuft. 

3) Die durch die Gleichung 
(13) x? — 3aay+y=0 (a>0) 
gekennzeichnete Kurve ist auf ihren Verlauf zu untersuchen. 
— Die Kurve führt den Namen Cartesisches Blati.*) 

Die durch Gleichung (13) definierte Funktion y ist schon 
zweimal Gegenstand der Untersuchung gewesen. In 58, 2) ist 
gezeigt worden, daß sie, sofern nur die reellen Werte ins Auge 
gefaßt werden, eindeutig ist in den Intervallen (— oo, 0) und 
(aY4, + œœ), während sie dreiwertig ist im Intervall (0, «Y4) 
von x. In 120, 2) wiederum hat sich ergeben, daß sie für 
z=aV2 ein Maximum hat im Betrage y=aY4. Beachtet 
man ferner, daß die Gleichung (13) keine Änderung erfährt 


— — — — — 


*) Zuerst erwähnt von Descartes 1638. 
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bei Vertauschung von x mit y, so folgt, daß x die nämliche 
Funktion von y ist wie y Funktion von z; demnach ist auch 
z einwertig in den Intervallen (— oo, 0) und (a4, + oo), und 
dreiwertig in dem Intervalle (0, a4) von y, und erlangt an 
der Stelle y = a Y2 den Maximalwert z = aY4. Überhaupt 
folgt aus dem letzten Umstande Symmetrie der Kurve in bezug 
auf die Halbierungslinie des Winkels XOY, (Fig. 35). 
Mit Hilfe der Substitution Fig. 35. 
y=wur gibt die Gleichung (13): 


x= Sau 
— 1f 

(14) F 3au? 
IT fu 


Jedem Werte von u entspricht ein 
anderes Wertepaar z/y; eine Aus- 
nahme jedoch machen die beiden 
Werte v=0 und u = œ, indem 
ihnen ein und dasselbe Wertepaar 0/0 
zugeordnet ist; infolgedessen geht die Kurve zweimal durch den 
Ursprung; um die Richtungen, in welchen der Durchgang er- 
folgt, festzustellen, bilde man 





dz 1 — 2u? dy u (2 — u’) 
du au du lU Fu 
und daraus 
dy _ “(2 — u), 


dz 1— 2u? ? 
fir u =0 nimmt dies den Wert O und für lim u = oo den 
Grenzwert co an, so daß das eine Mal die Abszissenachse, das 
zweite Mal die Ordinatenachse berührt wird. 
Die Kurve wird in dem Sinne DOCBOA beschrieben, 
wenn der Parameter u nacheinander die Intervalle 


(— 1, — co), (+ ©, 0), (0, — 1) 
durchläuft, und zwar entspricht dem ersten Intervalle DO, dem 
zweiten OCBO, dem dritten 0A. 


130. Fortsetzung. 4) Rollkurven. Eine sehr umfassende, 
durch ein gemeinsames Erzeugungsprinzip zusammengehaltene 
Kategorie von Linien sind die Rollkurven oder Rouletten; es 
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sind dies im allgemeinen transzendente, in manchen besonderen 
Fällen auch algebraische Linien. Für die Technik, insbesondere 
für die Theorie und Konstruktion von Bewegungsmechanismen, 
sind die Rollkurven von hervorragender Bedeutung. 

Das Erzeugungsprinzip in seiner allgemeinsten Fassung 
besteht in Folgendem: In einer festen Ebene S, die Trägerin 
einer beliebigen Kurve s, der Polbahn, ist, bewegt sich eine 
zweite in sich starre Ebene 2 derart, daß eine in ihr liegende 
beliebige Kurve o, die Polkurve, auf der Polbahn abrolit; jeder 
Punkt M von £ beschreibt dabei in S eine Kurve, die man 
eine Rollkurve nennt. Einer momentanen Lage von £ entspricht 
ein Punkt A als Berührungspunkt von Polbahn und Polkurve, 
der momentane Drehpol, und ein Punkt M der Rollkurre. 

Ist die Polbahn eine Gerade, die Polkurve ein Kreis, so 
nennt man die Rollkurve eine Zykloide, und zwar, je nachdem 
der beschreibende Punkt auf dem Kreise selbst, innerhalb oder 
außerhalb desselben liegt, eine gemeine, verlängerte oder ver- 
kürgte Zykloide.*) 

Sind Polbahn und Polkurve Kreise, so bezeichnet ınan die 
entstandenen Kurven wohl auch als Trochoiden, häufiger jedoch 
auch als Zykloiden, aber mit einem Zusatze, der sich zunächst 
nur auf die gegenseitige Lage der beiden Kreise bezieht: liegt 
der rollende Kreis (als Linie) außerhalb des ruhenden, so spricht 
man von Epizykloiden, dagegen von Hypozykloiden, wenn der 
rollende Kreis innerhalb des ruhenden sich befindet. Zu dieser 
Haupteinteilung kommt noch eine Untereinteilung, die mit der 
Lage des beschreibenden Punktes zum rollenden Kreise zusammen- 
hängt und zu denselben drei Benennungen führt, die bei den 
Zykloiden schlechtweg unterschieden worden sind. 

Über diese zwei Hauptgattungen von Rollkurven soll zu- 
nächst nicht hinausgegangen werden. Nun zu ihrer analytischen 
Darstellung und deren Diskussion. 


*) Neben den beiden letzteren Benennungen sind auch die andern: 
geschweifte und geschlungene Zykloide in Verwendung (s. G. Scheffers, 
Besondere transzendente Kurven, Enzykl. d. mathem. Wissensch., Bd. II 8, 
p. 194). Der Name Zykloide wird auf Galilei (1640) zurückgeführt, einen 
der ersten, der sich mit der Untersuchung der gemeinen Zykloide be- 
schäftigte. 
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a) Zykloiden. Polbahn sei die Gerade X’X (Fig. 36), Pol- 
kurve der Kreis K, der durch Rollen um den Wälzungs- 
winkel u in die Lage K gelangt. Der beschreibende Punkt, 
der ursprünglich die Lage M, bzw. M,, M,® hatte, befindet 
sich jetzt in M bzw. Mi), M®. Bezeichnet man seine Ent- 
fernung vom jeweiligen Mittelpunkt C, bzw. C mit b, den Ra- 
dius des Kreises mit a, so ist das Erzeugungsgesetz durch den 
Ansatz Fig. 36. 

OB = arc M B = au | 


gekennzeichnet. Wählt 
man also X’X als Ab- 
szissenachse und legt die 
Ordinatenachse durch 
Ca so findet man aus 
der Figur, diedienötigen 
Konstruktionslinien für 
den Punkt M® enthält: 

_Y=a —bcosu 


(15) 


als parametrische Gleichungen der Zykloiden; bei b <a ist es 
die verlängerte, M) N, bei bœa die verkürzte, M,®N®, 
bei b = a die gemeine, M,N: 
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x = au — b sin u 


x = a (u — sin u) 


(159 y = a(l — cos u). 


Wegen der Periodizität der trigonometrischen Funktionen 
bestehen die Zykloiden aus unendlich vielen gleichen Ästen, 
deren einer erhalten wird, wenn man « das Intervall (0, 2x) 
durchlaufen läßt. 


Daß es transzendente Kurven sind, erkennt man durch 
Elimination von u; sie führt bei den Gleichungen (15) auf 


x = a Arc cos - — b1 -EFN 


Bei der gemeinen Zykloide variiert y zwischen O und 2a, 
bei der verlängerten zwischen a — b und a +b, bei der ver- 
kürzten zwischen — (b — a) und b + a. 
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Aus (15) ergibt sich = = y; daraus folgt, daß bei der 
verkürzten Zykloide dort, wo sie die Abszissenachse schneidet, 
x einen extremen Wert annimmt, die Tangente also parallel 
ist der Ordinatenachse. 


Nimmt man sy = b sin u hinzu, so findet sich 








als Richtungskoeffizient der Tangente und 

(16) | n— y= -2 Ea) 

als deren Gleichung; insbesondere lautet diese für die gemeine 
Zykloide 

(16*) n — y = cotg —(£ — zT). 

b) Epi- und Hyposykloiden. Polbahn sei der Kreis K mit 
dem Mittelpunkt O und dem Radius R (Fig. 37), Polkurve der 
Kreis kọ mit dem Mittelpunkt C, und dem Radius r, M, der 
beschreibende Punkt im Ab 
stande a vom Mittelpunkte. 
Aus der Anfangslage komme 
der letztere Kreis durch Ab- 
rollen um den Winkel v in die 
Lage k, der Berührungsradius 
habe dabei eine Drehung um 
den Winkel u erfahren; dieser 
letztere soll als Parameter ver- 
wendet werden. Das Erzeu- 
gungsprinzip ist durch 


Fig. 37. 





Ru=rv 
bestimmt, wodurch die Gleichheit der Bögen BA, und BA 
ausgedrückt ist. Mit Benutzung der in der Figur angebrachten 
Hilfskonstruktion, aus der sich für den Dreieckswinkel QCM 
der Ausdruck “+” u— 7 ergibt, finden sich die Gleichungen 
der Epieykloide: 

£= (R + r) cos u — a cos =T 


ar) r 


y=(R+r) sin u — a sin * 





u 


r o 
u; 











Sechster Abschnitt. Anwendung der Differential-Rechnung usw. 351- 


bei a<r ist es die verlängerte, bei a œr die verkürzte, bei 
a =r die gewöhnliche Epizykloide. 

Es bedarf nur der Zeichenänderung bei r und a, um zu 
den Gleichungen der Hyposykloiden zu kommen: 


z=(R-r)eoosutaca" u 


(18) 


y = (R — r) sin u — a sin "F u; 


auch hier sind die obigen drei Fälle zu unterscheiden. 

Ist das Verhältnis der Radien R:r rational, so kehrt der 
rollende Kreis nach einer bestimmten Anzahl von Abwälzungen 
wieder in seine ursprüngliche Lage zurück, die Zykloide be- 
steht aus einer endlichen Anzahl gleicher Äste und ist alge- 
braisch. Ist das Verhältnis aber irrational, so kehrt der rollende 
Kreis niemals in seine Anfangslage zurück, die Anzahl der 
Äste ist unbegrenzt, die Zykloide transzendent. 

Zur Illustration die folgenden drei Beispiele. 

Die gewöhnliche Epizykloide, bei der r = R ist, hat die 
parametrischen Gleichungen 

z = 2r cos u — r cos 2u 

y = 2r sin u — r sin 2u 
und nach der Translation z =r + $, y=n des Koordinaten- 
systems die Gleichungen: 


E = 2r cos u (1 — cos u) 
n = 2r sin u (1 — sin v); 


eliminiert man zwischen beiden den Parameter u, so kommt 
man zu der Gleichung: 


(19) ++) Art, 
diese Epizykloide ist also eine algebraische Kurve 4. Ordnung 
(Kardioide). 
Die gewöhnliche Hypozykloide, bei der r = = ‚hat die 
Gleichungen: 
xz=Recosu 
y=0; 


dieselben stellen den in der Abszissenachse liegenden Durch- 
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messer des ruhenden Kreises dar. Rollt also auf der Innenseite 
eines Kreises ein zweiter Kreis vom halben Radius des ersten 
ab, so beschreibt jeder seiner Umfangspunkte einen Durch- 
messer des ersten Kreises. 

Die gewöhnliche Hypozykloide, bei der r = F ist, hat die 
parametrischen Gleichungen 


3 (] 
z= ŽE cos u + cos 3u 


SR iny— Ë si g, 
y = z sinu — sin 3u 


und wenn man die Funktionen des dreifachen Winkels auf 
solche des einfachen zurückführt: 


x = R costu 
y = R sin? u; 


Elimination von u liefert dann 


(20) z$ + y3 = R ; 
in rationaler Form: 
(20*) (+ y — RY + 27 Rıty! = 0; 


diese Hypozykloide ist hiernach eine algebraische Kurve 6. Ord- 
nung (Astroide). 


131. Fortsetzung. 5) Aus einem Punkte z,/y, an eine 
gegebene Kurve f(x, y) = 0 die Tangenten zu führen. 
Der Berührungspunkt x/y einer jeden solchen Tangente 
hat den Gleichungen 
f (z, y) = 0, 


(2o — 2) fa + (Yo — Y) fy = 0 
zu genügen, deren erste ausdrückt, daß er der Kurve angehört, 
deren zweite aussagt, daß die Tangente in ihm durch %9% 
geht. Die gemeinsamen Lösungen beider Gleichungen bestimmen 
die Berührungspunkte der gesuchten Tangenten. 
Ist die Kurve algebraisch von n-ter Ordnung, so ordne 
man sie nach den Gliedern gleicher Dimension derart, daß 


f(E, Y) = p. œ, Y) + Pa- (2: Y) +: H Plr, y) = 0, 
wobei 9,(x, y) eine homogene Funktion r-ten Grades bedeutet. 
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Alsdann ist 
fa = Pa (2) + Pa -1(2) +- + pi (2) 
f,= Pa WR dt + Pı (y) 
und die abgeleiteten Funktionen sind je um einen Grad niedriger 
als die ursprünglichen. 
Die Gliedergruppe höchster Dimensionen in zf; + yf, ist 


TP, (2) + Y Pa (Y), 
und dies kommt zufolge des Eulerschen Satzes über homo- 
gene Funktionen (56) gleich 


NY, (z, y), 
wofür wegen der Kurvengleichung 


re, Y) + Pn- YH: H+ MR, y) 
gesetzt werden kann. Hiernach ist, wenn 
f(z, y) =0 
eine algebraische Kurve n-ter Ordnung bedeutet, die Gleichung 
(To — 2) fz + (Yo — y)f,= 0 

in bezug auf z, y von der n — I-ten Ordnung, stellt also für 
sich betrachtet eine algebraische Kurve n — 1-ter Ordnung dar, 
deren Schnittpunkte mit der gegebenen die Berührungspunkte 
der aus x,/y, an diese gezogenen Tangenten bedeuten. Nach 
dem Satze von Bézout aber gibt eine Kurve »-ter mit einer 
Kurve n — 1-ter Ordnung n(n — 1) Schnittpunkte; demnach 
gehen aus einem Punkte an eine Kurve n-ter Ordnung im all- 
gemeinen n(n — 1) Tangenten. Diese Zahl wird die Klasse der 
Kurve genannt, so daß eine Kurve n-ter Ordnung im allgemeinen 
von der n(n — 1)-ten Klasse ist. 

Ein anderes Verfahren, die Tangenten aus einem Punkte 


Z% an eine Kurve zu ziehen, besteht darin, daß man den 
Strahl durch z,/Y,: 





T= + Pps 

Y=” tgs 
mit der Kurve zusammen betrachtet und das Verhältnis der 
Konstanten p, q aus der Bedingung sucht, unter welcher die 


Gleichung 
f(T + PS, Yo + gs) = 0 


Czuber, Vorlesungen. I. 3. Aufl, 23 
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mehrfache Lösungen nach s besitzt. Dieser Weg wird beson- 
ders bei algebraischen Linien mit Erfolg zu betrachten sein. 
6) Es sind zwei Kurven durch ihre Gleichungen 


(21) p, y)=0 va, y)=0 
gegeben; man soll die Bedingung aufsuchen, unter welcher beide 
in einem ihrer gemeinsamen Punkte auch eine gemeinsame 
Tangente besitzen oder einander berühren. 

Ist x/y ein gemeinsamer Punkt, so hat die Tangente $ an 


die erste Kurve dortselbst den Richtungskoeffizienten — a ; 
die Fangente an die zweite Kurve den Richtungskoeffizienten 
— =: der gestellten Aufgabe Beni muß > “Z = * , oder 

* 


sein; durch Elimination von x, y zwischen den Gleichungen 
(21) und (22) ergibt sich die verlangte Bedingung. 
So findet man beispielsweise als Bedingung dafür, daß die 


Parabel 
y? — 2px = 0) 
und die Ellipse 
(aa) y 
a + p? =Í 


einander berühren, die Gleichung 


so daß, wenn a, p, b gegeben sind, sich als Mittelpunktsabszisse 
der Ellipse ergibt 
a= È je 
2p 2b? 

7) Es sind zwei Kurven durch ihre Gleichungen (21) ge- 
geben; man soll die Bedingung aufsuchen, unter welcher sie 
sich in einem ihrer gemeinsamen Punkte unter rechtem Winkel 
schneiden. 


Die Tangenten in dem gemeinsamen Punkte z/y, deren 


Richtungskoeffizienten — A — * sind, sollen zueinander senk- 
y, 


recht stehen, daher muß gr * 7 + 1 = 0 oder 


(23) P: y N Py Py = 0 
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sein. Durch Elimination von x, y zwischen den Gleichungen 
(21) und (23) ergibt sich die verlangte Bedingung. 
Soll hiernach der Kegelschnitt 
GT? + 20,32% + agy? + ags = 0, (a's + 0) 
dessen Mittelpunkt im Ursprung liegt, von der Geraden 
Az + By=0 
unter rechtem Winkel geschnitten werden, so muß 
(auz + ay)A + (ar + agy)B=0 
sein; bringt man die drei Gleichungen behufs Elimination von 
z, y auf die Form 
(a£ + aY)E + (Qia + azy) Y + ass = 0 
Ax + By = 0 
(a, A + 0,B)z+ (a34 + BV =0, 
so ergibt sich als notwendige Bedingung für ihre Koexistenz: 
AT + AY AT + AY Ag 
| A B 0i =0, 
‚a,A+agB a„A+tauB 0| 
und hieraus die von x, y unabhängige Bedingungsgleichung 
I A B | 


' = () 
'a,A+a,B aA + aş, B | ? 


oder 

04’ — (a, — tg) AB — a B' = 0, 
durch welche also die Achsenrichtungen des Kegelschnittes be- 
stimmt sind. 

132. Fußpunktkurven. Der Ort der Fußpunkte der von 
einem festen Punkte auf die Tangenten einer Kurve gefällten 
Lote wird die Fußpunktkurve dieser Kurve in bezug auf den 
festen Punkt als Pol genannt. 

Man kann den Pol immer durch Verschiebung des Koordi- 
natensystems zum Ursprung machen; von dieser Voraussetzung 
möge im folgenden auch Gebrauch gemacht werden. 

Es sei | | 


(24) f(z, y) =0 


die Gleichung der gegebenen Kurve, M ein Punkt derselben, 
23° 
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T die zugehörige Tangente, OP das zur ihr gefällte Lot, so- 
mit P ein Punkt der Fußpunktkurve (Fig. 38); diese kann 
auch als Ort des Punktes aufgefaßt werden, den der über OM 
als Durchmesser beschriebene Kreis mit dem Lot zur Tangente 
in M gemein hat. 

Nun ist, wenn x, y die Koordinaten des Punktes M sind, 


+ N 
d. h. 


(25) &+79-25—yn=0 
die Gleichung des Kreises, und 


Fig. 38. 





1 = — = £, oder 
(26) dz + ndy = 0 


die Gleichung des Lotes. Eliminiert 
man also zwischen den Gleichungen (24), (25), (26) [nach- 
dem man in (26) dy:dx durch den aus (24) dafür abgeleiteten 
Wert ersetzt hat] z, y, so ergibt sich die Gleichung der Fub- 
punktkurve. 

Differentiiert man die Gleichung (25) unter dem Gesichts- 
punkte, daß mit M auch P sich ändert, so erhält man: 

2645 + 2ndn — dx — ndy — ads — ydq = 0, 

was sich mit Rücksicht auf (26) vereinfacht zu 


(E- 5) dé + (n— $)dn=0, 


und daraus ergibt sich: 





dies besagt aber, daß die Tangente der Fußpunktkurre in P 
senkrecht steht auf CQ; folglich ist diese Tangente T, zugleich 
Tangente an den gezeichneten Hilfskreis. 
Beispiele. 1) Es ist die Fußpunktkurve der Parabel 
y? + 4ax = 0 in bezug auf ihren Scheitel als Pol zu bestimmen. 
Die Gleichungen (25) und (26) lauten hier: 
sE +yn =$ +n’, 
y = 2an; 
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löst man sie nach z, y auf und setzt die Werte in die Parabel- 
gleichung ein, so ergibt sich 
(+m)E— an? 
als Gleichung der Fußpunktkurve; diese also ist eine Zissoide 
(129, 2). 
2) Die Fußpunktkurve der gleichseitigen Hyperbel in be- 


zug auf ihren Mittelpunkt zu 
bestimmen. 


Die gleichseitige Hyberbel 
(Fig. 39), auf ihre Achsen be- 
zogen, schreibt sich: 

T? — y? = a?, 
und die Gleichungen (25) und 
(26) heißen jetzt: 
zE + yn =$ + 7, 
sn +y5=0 
durch Einsetzung der hieraus für z, y errechneten Werte in 
die Hyperbelgleichung entsteht 


(22) (+) — a (E — n”) = 0; 


die Fußpunktkurve ist somit eine algebraische Kurve vierter 
Ordnung und heißt Lemniskate (des Bernoulli”). 

Um ihre Form zu erkennen, führen wir den Parameter u 
mittels der Substitution 





n= u$ 
ein und erhalten die parametrischen Gleichungen 


— n3 
It , p= atie , 
wonach, da die Zeichen einander entsprechen, zu jedem Werte 
von aus dem Intervalle (— 1, + 1) zwei in bezug auf den 
Ursprung symmetrisch liegende Punkte gehören; da ferner zu 
entgegengesetzt gleichen Werten von u gleiche Werte von £, 
aber entgegengesetzt gleiche von 7 gehören, so ist die Kurve 
symmetrisch in bezug auf die Achsen. Eine Ausnahme machen 





* Jakob Bernoulli, Acta erudit. 1694. 
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die Grenzwerte — 1, + 1 des Intervalls, indem denselben der 
einzige Punkt 0/0 entspricht; die Kurve geht also zweimal 
durch den Ursprung. 

Bildet man | 


a u(u? — 3) dn = +a 1— 3u? 
(1+uyyi—u’ du (+u yiu 

so ergibt sich daraus, daB & extreme Werte erlangt für 

u = 0*) 


d$ 
du~ t 


und zwar sind es die Werte £ = + a, welchen ņ = O entspricht; 
und daß n extreme Werte annimmt für 


+ VE, 


und zwar sind es die Wertey= + ‘v2 , welchen 


1-41 V3 


entsprechen; diese vier Punkte liegen auf dem Kreise £+ 7?= Fe 
Ferner zeigt 


daß die Kurve im Ursprunge zwei Tangenten hat; denn zu 
u = — 1 gehört der Wert — 1 und zu u = + 1 der Wert +1 
von A der Ursprung ist also ein Knotenpunkt. 

133. Die Normale. Die Gerade, welche durch einen 
Punkt M der Kurve senkrecht zu der Tangente daselbst 
gezogen wird, nennt man die Normale der Kurve im Punkte M. 

Die allgemeine Form ihrer Gleichung ergibt sich unmittel- 


bar aus der Gleichung 127, (5) der Tangente und lautet: 
(27) (E — z)dz + (n — y)dy = 0. 


Die spezielle Form richtet sich wie bei der Tangente nach der 
Art, wie die Kurve analytisch gegeben ist, und es entsprechen 


d$ 


*, Die andern Stellen, an welchen Ta verschwindet, nämlich 


w“=-+YS3, fallen außerhalb (— 1, +1). 
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den Gleichungen 127, (6), (7), (8) der Tangente der Reihe 
nach die folgenden Gleichungen der Normale: 


— 


IV. 
Beispiele. 1) Für die Zykloiden 
z = au — bsinu 
y= 4a—bcosu 


erhält man laut 130, (16) die Normalengleichung 


q — y -5). 


b sin u 


Setzt man darin y = 0, so ergibt sich unter Beachtung 
der Kurvengleichungen 
£ = au. 


Die Normale geht hiernach durch den momentanen Dreh- 
pol B, Fig. 36, womit auch eine einfache Tangentenkonstruktion 
gegeben ist. Geometrisch ist dies daraus zu erkennen, daß das 
weitere Abrollen im ersten Augenblicke als ein Drehen um 
den momentanen Pol aufzufassen ist. Diese Bemerkung gilt 
für Rollkurven allgemein, also auch für die Epi- und Hypo- 
zykloiden; hiernach ist in Fig. 37 die durch M und B be- 
stimmte Gerade die Normale und die zu ihr in M errichtete 
Senkrechte die Tangente. 

2) Durch den Punkt z,/y, zu einer gegebenen Kurve 
f(z, y) = O die Normalen zu führen. 

Der Fußpunkt z/y jeder solchen Normale hat den Glei- 
chungen 

f(z, y)=0 
&-)f,- (Y — Yf = 0 
m genügen. Ihre gemeinsamen Lösungen bestimmen also die 
verlangten Normalen. 

Ist die gegebene Kurve algebraisch von der Ordnung n, so 
ist f(z, y) eine ganze Funktion n-ten Grades; f’,, f’, sind eben- 
solche Funktionen n — 1-ten Grades und die höchstdimensio- 
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nierte Gliedergruppe in der zweiten Gleichung, — zf', + Yf» 
wieder vom n-ten Grade; die Fußpunkte der durch z,/y, gehen- 
den Normalen ergeben sich also als Schnittpunkte zweier Kurven 
n-ter Ordnung, ihre Anzahl ist daher im allgemeinen n?. Dem- 
nach gehen aus einem Punkte zu einer Kurve n-ter Ordnung im 
allgemeinen n? Normalen. 

Die gegebene Kurve sei die Ellipse 


x? y? . 
y tir =li; 
dann lautet die zweite Gleichung, wenn a? — b = c? gesetzt 
wird, 
ery+by,r— aty = O, 
und stellt eine Hyperbel dar, die durch den Ursprung des Ko- 


ordinatensystems wie auch durch den gegebenen Punkt z,/% 
geht; bringt man die Gleichung in die Form 


(5) (an) - ian, 





dann erkennt man weiter, daß die Hyperbel gleichseitig ist mit 
den Asymptoten 


aus diesen Elementen ist es leicht, die Hyperbel zu kon- 
struieren; ihre Schnittpunkte mit der Ellipse sind die Fub- 
punkte der Normalen zu dieser. 

3) Man führe in analoger Weise wie in 132 an der Fig. 38 
aus, daß der Ort der Fußpunkte der Lote, die man vom Ur- 
sprung auf die Normalen der Kurve f(x, y) = 0 fällt, durch 
Elimination von x, y zwischen dieser Gleichung und den Glei- 
chungen 

+25 yn = 0 
ndz — dy = 0 


erhalten wird, und bestimme diese Kurve für die Parabel in 
bezug .auf den Scheitel, für die Ellipse in bezug auf den 
Mittelpunkt. 

134. Tangente, Normale, Subtangente und Sub- 
normale. Wenn man in einem Punkte M einer Kurve die 
Tangente und die Normale konstruiert und beide mit der Ab- 
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gzissenachse zum Schnitte bringt, so wird die Strecke zwischen 
M und dem betreffenden Schnittpunkte als Länge der Tangente 
oder kurz Tangente, beziehungsweise als Länge der Normale oder 
Normale bezeichnet. Die Projektionen dieser Strecken auf der 
Abszissenachse nennt man Subtangente und Subnormale. 
Hiernach ist in Fig. 40 Fig. 40. 


TM =T die Länge der Tangente, C 
NM =N die Länge der Normale, 

TP=t die Subtangente, 

PN=n die Subnormale; ò T P N X 


während Tangente und Normale als absolute Größen auf- 
gefaßt werden, gelten Subtangente und Subnormale als relative 
Größen und sind positiv oder negativ, jenachdem die Ordnung - 
der Buchstaben T, N der positiven oder negativen Richtung 
der Abszissenschse entspricht. — Man bezeichnet die vier an- 
geführten Strecken auch als Berührungsgrößen und benützt 
sie vielfach zur Tangenten- und Normalenkonstruktion. 

Bezeichnet man den Winkel XTM mit «a, so ist tga = y 
(22, 2)), und aus dem Dreieck TPM folgt 


(29) t = 3i , 
aus dem Dreieck PNM, wo Winkel PMN = œ&, 
(30) n= yy’; 


mit Hilfe des Pythagoreischen Lehrsatzes ergibt sich dann: 


(31) T- Vs + (2) Jj- Yyiryt, 


(32) N= |V + y| =| yV +y]. 
Beispiele. 1) Als Parabel im allgemeinen Sinne bezeichnet 
man jede Kurve, deren Gleichung die Form 
y = ax™ 
besitzt; m heißt die Ordnung -der Parabel, gleichgültig ob es 
eine positive oder negative, ganze, gebrochene oder irrationale 


Zahl ist. Es ist die Subtangente für den Punkt s/y dieser 
Kurve zu bestimmen. 
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Weil y = mar"! = my ‚so ist 


IX 


m ? 
die Subtangente also der m-te Teil der Abszisse. Diese Eigen- 
schaft ermöglicht bei rationalem m eine einfache Tangenten- 
und Normalenkonstruktion. 
So ist für die gewöhnliche Parabel entweder m = 2 oder 


m = h , je nachdem die Ordinaten- oder die Abszissenachse 
Achse der Kurve ist, und dementsprechend hat man 


t = 7, bzw. t = 2z. 
2) Die durch die Gleichung 


(33) y = ae" 


dargestellte transzendente Kurve führt den Namen logarih- 
mische Linie, weil die durch a gemessenen Abszissen die natür- 
lichen Logarithmen der durch a gemessenen Ordinaten sind. 
Es soll für diese Kurve die Subtangente bestimmt werden. 


Weil y = e° = + ‚so ist 


't=4, 
die Subtangente also konstant. 
Konstruiert man aus den beiden logarithmischen Linien 


x = 


y=ae®, y=ae * 


eine neue Kurve, indem man je aus den.zu einer Abszisse ge- 
hörigen Ordinaten das arithmetische Mittel bildet und als 
Ordinate der neuen Kurve betrachtet, so hat diese die Gleichung 


(84) y= Sleat e5); 
sie führt den Namen Keilenlinie.*) 





*) Als Gleichgewichtsfigur eines gleichmäßig schweren, in zwei 
Punkten festgehaltenen Seils wurde sie fast gleichzeitig (1690—1691 
von Jakob und Johann Bernoulli, Huygens und Leibniz erkannt, 
nachdem Galilei (1638) die Parabel dafür gehalten hatte. 
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Ist a positiv, so ist auch y in allen drei Gleichungen 
beständig positiv, und weil für die erste der logarithmischen 
Linien y'= 7 > 0, für die zweite {= —7<6, so ist die 
erste mit wachsendem x fort steigend, die zweite fort fallend, 
und beide haben den einzigen Punkt 0/a gemeinsam, durch 
welchen auch die Kettenlinie geht (Fig. 41). 

Für die Länge der Normale Pig. 41- 
der Kettenlinie ergibt sich, weil 


z z 


y= 1 (ga — a) und 


tler) 
vF = 4l pea) a 
ist, der Ausdruck 
3 
N=%, 
a 


wonach N als dritte stetige Pro- 
portionale zu dem konstanter a und zu y konstruiert werden kann. 

135. Die Tangente im Polarkoordinatensystem. 
Wenn es sich um die Festlegung eines einzelnen Punktes im 
Polarkoordinatensysteme handelt, so genügt es, den Radiusvektor 
r als eine absolute Größe zu betrachten und die Amplitude 9 
auf das Intervall (0, 2x) zu beschränken, weil es bei solcher 
Festlegung möglich ist, jeden Punkt der Ebene durch ein 
einziges Wertepaar r/p zu charakterisieren. 

Will man jedoch den ganzen Inhalt einer Gleichung 
zwischen r und œ erschöpfen, dann ist es in vielen Fällen er- 
forderlich, beiden Variablen das Intervall (— oo, + co) anzu- 
weisen. Bezüglich der Amplitude hat dies die Bedeutung, daß 
der aus dem Pole gezogene veränderliche Strahl einer unbe- 
schränkten Drehung sowohl in einem als positiv angenommenen 
wie auch in dem entgegengesetzten Sinne fähig sei; als positiver 
Drehungssinn soll der dem Drehungssinne des Uhrzeigers ent- , 
gegengesetzte gelten. Ein negativer Wert von r hingegen ist 
so zu deuten, daß er nicht auf dem durch ꝙ bestimmten, son- 
dern auf dem ihm entgegengesetzten Strahle abzutragen ist. 

Die Beschränkung von p auf das Intervall (0, 2x) ist nur 
dann zulässig, wenn die Gleichung ọ in keiner anderen Weise 
denn als Argument trigonometrischer Funktionen enthält. 
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Die Richtung der Tangente an eine Kurve im Punkte M 


derselben (Fig. 42) 
Winkel 0 bestimmt, 


wird im Polarsyttem OX durch den 
durch welchen die Verlängerung ML des 


Leitstrahls bei kürzester positiver Drehung um M in die Tan- 
gente übergeführt wird. 

Es seien r/p die Koordinaten des Punktes M,r+Ar/p+ dọ 
die Koordinaten eines zweiten Punktes M, der gegebenen 


Fig. 42 


T 





daraus ergibt sich, 
Nenner subtrahiert, 


Kurve. Der Winkel 0 ist der Grenzwert, 
welchem der Winkel LMS = sich 
nähert, wenn M, auf der Kurve gegen 
den Punkt M konvergiert. Nun folgt aus 
dem Dreieck OMM,, in welchem die 
Winkel bei M, M, bzw. x—® und 
© — Ip sind, daß 





wenn man beiderseits den Zähler vom 














r  sin@— dp) 

Ar sin æ — sin (© — Ag) 
sin (0 — 4g) 

. dọ 49 
2 sin —- cos (0: ə ) 

und weiter 
dg 

r 2 sin(@— Ag), 

ar è . dọ |. JYIg\’ 

29 gn g cos (0-7) 


indem nun M, unaufhörlich dem Punkte M sich nähert, kon- 
vergiert Ap gegen den Grenzwert Null, @ wie schon bemerkt 


gegen den Grenzwert 6, gr gegen den Differentislquotienten 


dr 
° do 
die Gleichung selbst 
(85) 
Hieraus ergeben 


(36) sin 0 = 


— ro 
—— 


= r' des Radiusvektors in bezug auf die Amplitude, und 


lautet dann (16, 2)): 
tg 0 = S . 
sich für sin 0 und cos ® die Ausdrücke 


r 
cos 0 = --—— 


—— 
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in welchen die Wurzel wegen der bezüglich der Zählung 
von 0 getroffenen Bestimmung mit ihrem positiven Werte zu 
nehmen ist. 

Ist für einen außerhalb des Pols liegenden Punkt der Kurve 
r=(, so zeigen die Gleichungen (36), daß dann 0 = 5 , die 
Tangente also senkrecht ist zum Leitstrahl; unter diesen Punkten 
befinden sich auch diejenigen, in 
welchen reinen extremen Wert hat. 

Ist r’ für einen Punkt nicht 
definiert, der Grenzwert von r 
aber bei Annäherung an diesen 
Punkt oo, so zeigt die Gleichung 
(35), da8 @=0; die Tangente 
fällt also dann mit dem Leit- 
strahle zusammen. 


136. Beispiele. 1) Ein Punkt 
M bewegt sich gleichförmig auf 
der unbegrenzten Geraden Z’OL 
(Fig. 43) in dem durch die Ord- 
nung dieser Buchstaben ange- 
zeigten Sinne, während die Gerade 
selbst sich um den festen Punkt O gleichförmig im positiven Sinne 
dreht; es ist die Gleichung der von M beschriebenen Kurve auf- 
zustellen. — Die Kurve führt den Namen archimedische Spirale.*) 

Wählt man den Punkt O als Pol und diejenige Lage des 
Strahls OL, welche er in dem Augenblicke annimmt, da der 
bewegliche Punkt durch O geht, als Polarachse — es sei dies 
OX —, so sind die künftigen Richtungen von OL durch 
positive Werte von p, die vorangegangenen durch negative 
Werte von @ gekennzeichnet; ebenso ist r von da an positiv, 
während es vordem als negativ zu gelten hatte. Wegen der 
Gleichförmigkeit beider Bewegungen ist das Verhältnis ihrer von 
dem bezeichneten Augenblicke an gezählten Maße konstant, d. h. 


Fig. 43. 





r 
— = 
p 


* Von Archimedes (287—212 v. Chr.) erfunden und zuerst unter- 
sucht. Die vollständige Kurve, mit dem links- und dem rechtsgewundenen 
Zweige, findet sich zuerst bei Euler (1748). 
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und somit 
(37) r=49; 


dabei bedeutet a den zum Winkel vom Bogenmaß 1 (57°,29577...) 
gehörigen Radiusvektor. 


Die Kurve geht durch den Pol und beschreibt von da aus 
nach beiden Seiten unendlich viele, beständig sich erweiternde 
Windungen, welche gegen die zur Polarachse senkrechte Ge- 
rade OY symmetrisch angeordnet sind. Die auf einem be- 
liebigen Strahl von dem einen Laufe der Kurve ausgeschnittenen 
Punkte, wie M, M,, ... und M, M’,..., sind äquidistant und 
haben den gegenseitigen Abstand 2a. 

Aus (37) ergibt sich r’= a und infolgedessen ist 


tg0=9; 


auf dem positiven Laufe OMM, ... ist also der Winkel 0 
beständig spitz, beginnt mit dem Werte O und nähert sich mit 
wachsendem œ dem Grenzwerte T 


Die archimedische Spirale kann auch als Rollkurve er- 
zeugt werden, indem ein Kreis vom Radius a (Fig. 44) als 
Fig. 44. Polbahn und eine Gerade als Polkurve 
genommen, der beschreibende Punkt aber 
so gewählt wird, daß er auf derselben 
Seite der Polkurve liegt wie die Pol- 
bahn und den Abstand a von ihr besitzt. 
Ist G, die Anfangslage der rollenden Ge- 
raden, A, der momentane Drehpol, so 
befindet sich der beschreibende Punkt 
in O; während G, in die Lage G ab- 
rollt, kommt der beschreibende Punkt 
nach M; dabei ist OM = BA = arc BA,= ap; folglich be- 
schreibt M tatsächlich eine archimedische Spirale. 
2) Für die durch die Gleichung 


(38) rọ =a (a > 0) 


dargestellte Kurve die Richtung der Tangente zu untersuchen. 
— Wegen der Analogie ihrer Gleichung mit jener der Hyperbel, 
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bezogen auf ihre Asymptoten als Koordinatenachsen wird diese 
Kurve hyperbolische Spirale*) genannt. 

Zu positiven Werten von ꝙ gehören positive, zu negativen 
negative Werte von r, infolgedessen ist die Kurve symmetrisch 
zu der im Pole zur Polarachse errichteten Senkrechten. Mit 
gegen Null konvergierendem œ wächst r ins Unendliche, mit 
beständig wachsendem ọ nimmt r gegen die Grenze Null ab; 
die Kurve umgibt demnach den Pol in Fig. 45. 
zwei Scharen von unbegrenzt vielen immer 
enger werdenden Windungen (Fig. 45). 


Weil r = — -T so hat man 


tg 0 = — 9; 

daraus folgt, daß für die Windungen, 
welche dem Intervalle (0, + oo) von ꝙ 
entsprechen, 0 ein stumpfer Winkel ist, 
der sich mit wachsendem ꝙ der Grenze 
s nähert. 

3) Die Richtung der Tangente bei der durch die Gleichung 
(39) r= ae? 


dargestellten Kurve zu verfolgen. — Diese Kurve, weil die 
Amplituden ihrer Punkte proportional sind den Logarithmen 
der durch a gemessenen Radienvektoren, führt den Namen 
logarithmische Spirale.**) 

Wir setzen a als positiv voraus, dann ist auch r beständig 
positiv. Von den Parametern a, m ist nur der letztere be- 


stimmend für die Gestalt der Kurve; denn zwei Kurven, wie 
(39) und 





r= Ae"P, 


die sich nur in dem ersten Parameter voneinander unterschei- 
den, lassen sich durch Drehung der einen um den Pol inein- 


-. 
=- —— ma — [m 


*, Von Johann Bernoulli (1710) so benannt. 

“, Zuerst von Descartes (1688) untersucht, von Varignon (1704) 
benannt. Am eingehendsten jedoch hat Jakob Bernoulli sich mit der 
Kurre beschäftigt und war von ihren zahlreichen merkwürdigen Eigen- 
schaften derart eingenommen, daß er sie auf seinen Grabstein (Münster 
zu Basel) setzen ließ (Eadem mutatis resurgo). 
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ander überführen; dreht man nämlich die zweite Kurve um 
den Winkel «, so hat sie in der neuen Lage die Gleichung 


r = AerWtro)— Aert.emP, 
und nun läßt sich œ immer so bestimmen, daß 
Aet =a 


wird, daß also die zweite Kurve nach der Drehung mit der 
ersten zusammenfällt; man braucht nur 


12 

A 
zu nehínen. 

Diese Betrachtung lehrt zugleich, daß eine perspektive 

Transformation der logarithmischen Spirale aus dem Pol nicht 

Fig. 46. ihre Gestalt, sondern nur ihre Lage ändert, 

T indem sie eine Drehung um den Pol um 


einen bestimmten Wınkel bewirkt. 


Indem ø positiv bleibend wächst, nimmt 
bei positirem m auch r beständig zu; und 
indem @ negativ bleibend dem absoluten 
Werte nach beständig wächst, konvergiert r 
gegen die Grenze Null; die Kurve umgibt 
den Pol in unzählig vielen Windungen, welche, im positiven 
Drehungssinne des Leitstrahls verfolgt, beständig sich erweitern 
(Fig. 46). Umgekehrt liegen die Verhältnisse bei negativem m. 


Aus (39) folgt r= mae”? = mr, infolgedessen ist 


Ag 


g0-L, 


somit 0 = arctg 5- konstant. Die logarithmische Spirale schneidet 

demnach alle Radienvektoren unler einem und demselben Winkel. 
4) Unter dem Namen Sinusspiralen faßt man die Kurven 

der allgemeinen Gleichungsform 

40) r* = a” sin nọ 

zusammen. Es befinden sich darunter sowohl algebraische als 


transzendente Linien; die ersteren ergeben sich bei rationalem 
n, weil dann sin ng durch die Funktionen des einfachen Winkels 
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rational und in endlicher Form darstellbar ist (103); bei 
irrationalem » ist die Linie transzendent.*) 

Perspektive Transformation aus dem Pol erzeugt immer 
wieder eine Kurve derselben Art. 

Aus der Gleichung r” = a" cos nọ entsteht durch die 
Rotation ꝙ = 3 — % wieder eine Gleichung der Form (40). 

Aus (40) ergibt sich durch Differentiation 

Ir = a” cos no 
und daraus tg 0 = 7 = tg no, woraus 0 =ng + xx, die ganze 
Zahl x so gewählt, daß 0 in das Intervall (0, x) fällt. 

137. Tangente, Normale, Subtangente und Sub- 
normale im Polarsystem. Verlängert man die Tangente 
und die Normale in einem Punkte M einer Kurve bis zum 
Schnitt mit jener Geraden, die in O senkrecht „zum Leit- 
strahl OM steht, so wird die zwischen M und dem betreffen- 
den Schnittpunkte enthaltene Strecke als Länge der Tangente, 
beziehungsweise Länge der Normale oder 'kurzweg als Polar- 


9 Um zu zeigen, wie umfassend diese Klasse von Kurven ist, seien 
einige der einfachsten besonderen Fälle angeführt. 

Für n =— 1 lautet r = a sin ọ in rechtwinkligen Koordinaten z? -+ y? 
= ay und stellt einen Kreis dar: 

Für n= 2 hat man r’ = a'sin2ọ und in rechtwinkligen Koordi- 
naten (2? y?) ?=—2a?°xy; dies ist die Gleichung der Lemniskate, die sich 
sus der in 182, 2) erkannten Gleichungsform durch Rotation des Ko- 





ordinatensystems um — 7 , also durch die Substitution & = z PA , 
= T7 +y ergibt. 
y2 


Bei n = En entsteht aus Vr = Ya sin -$ durch den Übergang zu 
rechtwinkligen Koordinaten 4 (x? + y3? +4ax(z?+ y?) — a’y’= 0, die 
Gleichung der Kardioide (180, (19)). 

Der Fall n — — 1 führt zu der Geraden y = — a. 


Mit n = — 2 kommt man von 1 =— 7 2g zu der gleichseitigen 
* r a 
Hyperbel zy = — F y 
sin — 
Für n = — > ergibt sich aus - 1 = — —_- in rechtwinkligen 


ro- ya 
Koordinaten y? = 4a (x + a) die Gleichung einer Parabel, bezogen auf 
Brennpunkt und Achse. 

Cauber, Vorlesungen. L 3. Aufl. 24 





N 


“aus dem OT M ähnlichen Dreieck OMN ergibt sich n = igo’ 


370 Erster Teil. Differential-Rechnung. 


tangente und Polarnormale bezeichnet; die orthogonalen Pro- 
jektionen dieser Strecken auf der Senkrechten zum Leitstrahl 
heißen Polarsubtangente und Polarsubnormale.. Hiernach ist 
(Fig. 47): 

TM = T die Polartangente 

NM =N die Polarnormale 

TO =t die Polarsubtangente 

ON =n die Polarsubnormale; 


die beiden ersten Strecken gelten als absolute, die beiden andern 
als relative Größen; setzt man in der Senkrechten zum Radius- 
vektor diejenige Richtung als positiv fest, die durch Drehung 
von OM um einen Rechten im posi- 
tiven Sinn entsteht, so fallen £, » po- 
sitiv oder negativ aus, je nachdem die 
Reihenfolge T, N der festgesetzten po- 
sitiven Richtung entspricht oder nicht. 

Aus dem rechtwinkligen Dreieck 
OTM folgt t =r tg 0, also (135, (35). 


r? 


(41) be; 


Fig. 47. 





r 


also 

(42) nr; 

durch Anwendung des Pythagoreischen Satzes erhält man 
schließlich 


(43) T=| Vrt lv, 





(44) N= VAF]. 
Beispiele. 1) Bei der archimedischen Spirale 
r=a9 
ist 
n=a 


die Subnormale also konstant; der Ort des Punktes N (Fig. 41) 
ist demnach bei dieser Kurve der um den Pol mit dem Halb- 
messer a beschriebene Kreis. Daraus entspringt dieselbe Tan- 
gentenkonstruktion an die archimedische Spirale, die sich such 
aus deren Auffassung als Rollkurve (Fig. 44) ergibt. 
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2) Bei der hyperbolischen Spirale 
ro =a 
ist 
t = — a 
die Subtangente also konstant; hier ist demnach der Ort des 
Punktes T der um den Pol mit dem Radius a beschriebene 
Kreis. 
3) Bei der logarithmischen Spirale 
r = ae"? 
ist 


t= or, n = mr, T= Vi +m, N=ryV1 +m; 


alle vier Strecken sind also dem Radiusvektor proportional. 
Der Punkt T hat bei dieser Kurve die Koordinaten 


R-i=-1; 0=-9-%; 


m 2? 


eliminiert man mit Hilfe dieser Gleichungen r, ọ aus der Glei- 
chung der Kurve, so entsteht 
"(e+5) 


R=.e 


als Gleichung des Ortes von T. 
Der Punkt N hat die Koordinaten 
R=en=nr, 9=-9+-. 
hiermit ergibt sich auf gleichem Wege 


/ 
R = mae” (2-3) 
als Gleichung des Ortes von N. 


Sowohl der Ort von T wie der von N ist hiernach eine der 
zugrunde liegenden kongruente logarithmische Spirale (186, 3)). 


$ 2. Asymptoten. 


138. Erste Definition. Wenn die Gleichung einer Kurve 
in z, y beliebig große Werte einer oder beider Variablen zuläßt, 
so sagt man, die Kurve besitze (einen oder mehrere) unend- 


lich ferne Punkte oder erstrecke sich ins Unendliche. 
24* 
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Als Asymptote eines unendlichen Kurvenzweiges definieren 
wir eine Gerade von solcher Beschaffenheit, daß ein den Zeig 
durchlaufender Punkt von ihr einen gegen Null abnehmenden Ab- 
stand hat.*) 

Die Gerade AB ist also eine Asymptote der Kurve MC, 
(Fig. 48), wenn das Lot MQ bei fortschreitender Bewegung 

Fig. 48. von M gegen C hin zur Grenze Null konrer- 
giert. Mit dem Lot konvergiert auch jede in 
einer bestimmten anderen Richtung zu AB 
gezogene Strecke MR gegen Null, weil das 


Verhältnis MQ für alle Lagen von M das- 


selbe bleibt. Daher kann insbesondere statt M Q 
auch die zu eiuer Abszisse gehörige Ordinaten- 
differenz MR von Kurve und Asymptote zam Nachweise der 
letzteren verwendet werden. 
In dem Falle jedoch, wo die Asymptote der Ordinaten- 
Fig. 49. achse parallel ist, wie in Fig. 49, ist dieser 
Vorgang ausgeschlossen und man wird dann 
zweckmäßig den Abstand MQ selbst wählen, der 
sich nun als die zu einer Ordinate gehörige 
Abszissendifferenz der Kurve und der Asymptote 
X darstellt. 

Von diesem Falle zunächst abgesehen, wird 
man auf Grund der aufgestellten Definition folgende Aussage 
machen können: 

Läßt sich die Gleichung einer Kurve in die Gestalt 


(1) y-ac+ß+v 

bringen, wobei v eine Funktion von x bedeutet, die für lim z= © 
gegen Null konvergiert, so hat die Kurve die Gerade 

(2) y=ac+P 


zur Asymptote. 
Denn ein Punkt x/y hat von der Geraden (2) den Abstand 









P 4 





*, In dieser Auffassung findet sich der Begriff schon bei Apollo- 
nius, der dafür auch schon den Namen gebraucht. 
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und gehört der Punkt der Kurve an, so ist y — «x — ß = v, 
also 


und dies konvergiert voraussetzungsgemäß gegen Null, wenn z 
unbeschränkt wächst. Übrigens läßt auch die andere Auffassung 
die Richtigkeit der Behauptung erkennen: denn v ist die Ordi- 
natendifferenz von Kurve und Gerade. 


Die Bedingungen des obigen Satzes sind erfüllt, wenn sich 
y nach fallenden Potenzen von x entwickeln läßt und wenn die 
Entwickelung mit der ersten oder nullten Potenz anhebt; in 
dem letztgedachten Falle ergibt sich eine zur x-Achse parallele 
Asymptote. 


139. Zweite Definition. Man kann bei einer ins Un- 
endliche fortsetzbaren Kurve auch folgende Betrachtung an- 
stellen. Verzeichnet man im Punkte M an die Kurve die Tan- 
gente, so wird diese bei unbegrenzt fortschreitender Bewegung 
von M auf der Kurve Richtung und Lage ändern und kann 
dabei einer festen Geraden als Grenze sich nähern. Ist dies der 
Fall, so wird diese feste Gerade als Asymptote bezeichnet. 
Demnach hat man die folgende Definition: 


Als Asymptote erklärt man auch die Grenslage einer Tan- 
gente bei unaufhörlich fortschreitender Bewegung des Berührungs- 
punktes auf der Kurve. 


Die Existenz einer Grenzlage der Tangente 
n-y=y(6-2) 


erfordert zweierlei: es muß ihre Richtung einer bestimmten 
Richtung als Grenze sich nähern, also y’ einen bestimmten 
Grenzwert besitzen, und es muß auch der Abschnitt auf der 
Ördinatenachse, d. i. y — xy’, gegen einen bestimmten Grenz- 
wert konvergieren; nur wenn beides zutrifft, ist eine Grenzlage 


(3) y=4Aır+B 
vorhanden, und zwar ist 


(4) A= limy, B=-lm(y—ıy) für r= œ. 
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Wächst y’ bei der Fortbewegung des Punktes auf der Kurve 
ins Unendliche und konvergiert dabei der Abschnitt auf der 


Abszissenachse, d. i. z — %, gegen eine bestimmte Grenze c, 


so hat die Tangente eine zur Ordinatenachse parallele Grenz- 
lage, die Kurve eine ebensoleche Asymptote. 


140. Zusammenhang beider Definitionen. Es soll 
nun nachgewiesen werden, daB die beiden Definitionen wohl 
im allgemeinen, nicht aber notwendig zu demselben Resultate 
führen. 

Aus der Gleichung (1) der Kurve folgt 
f+e 

y? 


Y = 
zer 


woraus man erkennt, daß œ der Grenzwert von x ist, also 
(5) | = lim 2L, 

für x = oo und ein gleichzeitig unendlich werdendes y ist aber 
nach der in 110 gefundenen Regel 

y 
1 


daher mit Rücksicht auf (4): «= A; die Richtungskoeffizienten 
der Asymptote und der Grenzlage der Tangente stimmen also 
überein. 


Aus (1) folgt auch 


B =y—«r— v, 


lim * = lim 4 = lim y', 


daher ist 8 der Grenzwert von y — «zx, 
(6) B = lim (y — az), 


und da nach eben bewiesenem «œ auch der Grenzwert von y 
ist, so ist im allgemeinen der Grenzwert von y — «x auch der 
Grenzwert von y — zy’, d. h. 8 = B¥) 

Nebenbei mag angemerkt werden, daß die Gleichungen (5), 
(6) das Verfahren angeben, nach welchem eine zur Ordinaten- 





*) Ersetzt man nämlich œ durch y’ + ô, wobei lim ð = 0, so wird 


B = lim [y — (y + ò)x] = lim (y — xy’) — lim ôx = B — lim xz, und nur 


wenn lim ĝx = 0, ist f = B. 
z = o 
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achse geneigte Asymptote bei erplisiter Gleichungsform der Kurve 
gefunden werden kann. 

Zur Illustration des eben betrachteten normalen Falles 
diene das folgende Beispiel. Die Gleichung ry — ax’ — Br = a 
kommt durch Auflösung nach y: 


y-az+ß+ 


in die vorausgesetzte Form (1), die y = «x + ß unmittelbar als 
eine Asymptote der betreffenden Kurve (Hyperbel) erkennen 
läßt. Andererseits ist 


y = a — Ži, y— sy =b +*, 
folglich lim y = «, lim (y — zy’) = ß; die Asymptote ist dem- 
nach auch Grenzlage der Tangente. 
‘ Dagegen soll das folgende Beispiel zeigen, daß es auch 
Ausnahmen von der Norm gibt. 
Der Gleichung 


y-azt B + c sin z 
entnimmt man sogleich, daß y = «x + ß eine Asymptote der 
durch sie dargestellten transzendenten Kurve ist. Sie liefert ferner: 


, ccosz csinz 
y=-a+-7 PT BE 





y — zy = ĝ — c cos z + —— 


wohl ist lim y'= «, aber lim (y — zy’) existiert nicht, weil c cos x 
bei beständig wachsendem x 
unaufhörlich zwischen — c 
und c schwankt. Die Kurve 
hat also eine Asymptote im 
Sinne der ersten Definition, 
nichtaberim Sinnederzweiten. 
Ihr Bild (Fig. 50) erklärt diese 
Tatsache; sie schlingt sich 
wellenföormig um die Gerade y = ax + ß. Die Wellenzüge von 
gleicher Länge (in Projektion auf der x-Achse gleich x) wer- 
den mit absolut wachsendem z immer flacher; die Richtung der 
Tangente nähert sich jener der Geraden, aber ihr Abschnitt auf der 
Ordinatenachse schwankt unaufhörlich zwischen ß — c und £ +c. 
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141. Zurückführung der Untersuchung der unend- 
lich fernen Punkte auf Punkte im Endlichen. Es sei 
f(x, y) = 0 eine Kurve mit unendlich fernen Punkten. Durch 
Anwendung der projektiven Transformation (64, II): 

(7) T, = 5, Yı = + 

gehe sie in die Kurve F(x., y,)=0 über. Aus der Trans- 
formation geht aber hervor, daß für z = oo x, = Q wird, daß 
Fig. 51. also den unendlich fernen Punkten von f die 

P Schnittpunkte von F' mit der Ordinatenachse 
entsprechen (ausgenommen Punkte, die bei end- 
lichem x ein unendliches y haben). 

Aus dem unendlichen Zweig von f sei der 
Kurvenzweig F (Fig. 51) geworden; dann ent- 
spricht also sein Punkt M,(o/«) dem unendlich fernen Punkte 
von f. Existiert in M, eine Tangente an F, so ergibt sich 


ihr Richtungskoeffizient ß als Grenzwert des Quotienten urn s 


für lim z, = 0, wenn z,/y, die Koordinaten eines beliebigen 
Punktes M, von F bedeuten; mithin ist 


“=p, 


wobei v eine Funktion vorstellt, die mit lim z,= 0, also lim z = œ, 
zur Null konvergiert; hieraus ergibt sich 


Y = PT, + a + TY, 


daraus durch Rücktransformation 





y B v 

zuataetz 
und schließlich 

y =«ax+ +v. 


Demnach ist die Gerade y = az + ß, die Transformierte 
der Tangente M, T, an F,, Asymptote von f, und da bei der 
projektiven Transformation eine Tangente als Verbindungslinie 
zweier unendlich nahen Punkte wieder in eine Tangente über- 
geht, so ist die Asymptote unter den gemachten Voraussetzungen 
auch Tangente im unendlich fernen Punkte von f. 

Ist f eine algebraische Kurve n-ter Ordnung, so ist nach 
64, II auch F' eine algebraische Kurve n-ter Ordnung, und ds 
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bei einer algebraischen Kurve in einem Punkte eines bestimmten 
Zweiges immer eine Tangente existiert, so folgt daraus, daß 
bei einer algebraischen Kurve jede Asymptote sugleich Tangente 
in einem unendlich fernen Punkte ist, und duß eine algebraische 
Kurve n-ter Ordnung im allgemeinen n Asympioten besitzt. 

Wendet man die Transformation (7) auf die im vorigen 
Artikel betrachtete transzendente Kurve 


cein z 


y-eı+ß+ 
an, so ergibt sich als transformierte Kurve 
. 1 
y, =« + bz + cez? sin g? 


die mit der Ordinatenachse den Punkt M, mit den Koordinaten 


z, =0, y=« re es. 
gemein hat; aber eine Tangente besitzt sie 
dort nicht, weil SIYVH, 
Ge = B + 2ez, sin > — c cos I x x 


für z,=0 seine Bestimmtheit verliert. Die transformierte Kurve 
nähert sich dem Punkte M, in unendlich vielen immer dichter 
werdenden und immer flacheren Windungen, wie dies Fig. 52 
nur andentungsweise zur Anschauung bringen kann. 


142. Aufsuchung zu den Koordinatenachsen par- 
alleler Asymptoten. Bei einer in der expliziten Form y=f(x) 
gegebenen Kurve ist es im allgemeinen leicht, etwa vorhandene 
Asymptoten parallel zur Ordinatenachse zu erkennen. Hört f(x) 
für z =a auf definiert zu sein und wächst es für lim æ = a 
ins Unendliche, so ist x = a eine Asymptote. Aus dem schließ- 
lichen Vorzeichen von f(x) und der Art des Grenzübergangs 
erkennt man die Anordnung der unendlichen Zweige gegen die 
Asymptote. Einige Beispiele mögen dies erläutern. 


ersieht man, daß für lim z = — a + 0 y = F oo wird; die Ge- 
rade z = — a ist demnach eine Asymptote, der sich zwei unend- 
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liche Zweige oben und unten von rechts her nähern (Fig. 33, 
S. 342). 
Die aufgelöste Gleichung der Zissoide (129, 2)): 


— 
u Zee: 


zeigt, daß y = + oo wird für lim x = 2a — 0; die beiden un- 
endlichen Zweige nähern sich der Asymptote x = 2a von links 
her (Fig. 34, S. 345). 

Ist die Gleichung einer Kurve in algebraischer Form dar- 
gestellt, so ordne man sie nach fallenden Potenzen von y: 


(8) yo) + y"-'p (z) td) +- -= 0; 


die zur y-Achse parallelen Asymptoten sind dann durch die 
Wurzeln der Gleichung 


(9) p(z) — 0 
bestimmt. Denn, schreibt man (8) in der Gestalt: 
gp, (2) P, (2) ao 
p(z) + y + y? + 0, 


so ist zu erkennen, daß sie erfüllt wird durch y= oo und 
(x)= 0, und daß kein anderer Wert von z mit y = oo ver- 
einbar ist als nur eine Wurzel von p(z) = 0. 

Die Absgissen der zur Ordinatenachse parallelen Asympioten 
der Kurve (8) sind also unter denjenigen Werten von x zu suchen, 
für welche der Koeffizient der höchsten Potens von y, sofern er 
nicht konstant ist, verschwindet. 

In analoger Weise ergeben sich die zur Abszissenachse 
parallelen Asymptoten durch Nullsetzen des Koeffizienten der 
höchsten Potenz von x, sofern er von y abhängt. 


Beispiele. 1) Um bei der Kurve 4. Ordnung: 
(x? — My? +22°y+—1=0 


die zur y-, bzw. x-Achse parallelen Asymptoten zu erhalten, 
hat man z?— 1, bzw. (y + 1)? Null zu setzen. Die Kurve 
hat also die Asymptoten 


z= — 1, z=l1, y=—l1, 
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die letzte zweifach zählend. Gibt man der positiven Wurzel z 





die Form on 
1 
„Ver 
ir 
y 
so erkennt man, daß für lim = = + 0 sich z der Grenze 1 
von links, für lim > = — 0 von rechts Fig 53. 


nähert; daraus ergibt sich die Anordnung 
der Äste gegen die zur y-Achse parallelen 
Asymptoten. Die Auflösung nach y, in x 
die Form | 
Y?:z’—ıTı 

y-=-1+ Pz IEL N ( 
gebracht, zeigt, daß die Kurvenäste in 
bezug auf die zur x-Achse parallele Asymptote zu entgegen- 
gesetzten Seiten liegen (Fig. 53.) 

Bei der Kurve 
(x — 1y — 2zy+z+1l=0 

zeigt der Koeffizient von y? die Asymptote z = 1 als doppelt- 
zāhlend an; bringt man die Lösung nach : x auf die Gestalt: 


z=1+ -pat VI — -a — Ato 

so ist zu erkennen, daß nur bei dem Grenzübergange lim +=+0 
z beständig reell bleibt, und daß sich dabei der obere Wert x 
der Grenze 1 von rechts, der untere von links nähert*); daher 
liegen zu beiden Seiten der Asymptote oberhalb der z-Achse 
Kurvenäste. Außerdem ist die x-Achse doppelt zählende 
Asymptote. 

3) Die Kurve z’y? — a®z +b!=0(a>0) hat die Ordinaten- 
achse nicht zur Asymptote, wiewohl der Koeffizient von y? dar- 
auf hinweisen würde; denn aus der Lösung 


atx — b* 
y = +y 7 


*) Man beachte, um sich davon zu überzeugen, die Ordnung der 
verschiedenen Größen in bezug auf z 
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ist zu ersehen, daß y erst von z = r, angefangen reell ist, daß 
sich also in unmittelbarer Nähe der Ordinatenachse überhaupt 
keine Kurvenpunkte befinden. 

143. Aufsuchung zu den Koordinatenachsen ge- 
neigter Asymptoten. I. In 138 und 140 sind bereits Me- 
thoden angegeben worden, um geneigte Asymptoten zu finden. 
Sie mögen nun zunächst an einigen Beispielen erläutert werden. 

1) Die allgemeine Gleichung der Kegelschnitte: 

y? = 2px + (&®— 1)2? 
(p = Halbparameter, & = relative Exzentrizität), führt, wenn man 
y=eor+ß+ t + I + -- supponiert, zu dem Ansatze: 
ax? + 2aßz + B+ 2ay + "ft, = 2pz + (— 1)e), 
der, da er für alle Werte von z bestehen muß, zur Folge hat: 
«a? = è — |l, «aß =p, bB? + 2ay = 0, ...; 
daraus ergibt sich 
« = + y- 1 ? P= Po; 





. folglich sind — 

y-+Ve—1 (z t;s 29) 
die beiden Asymptoten, reell nur dann, wenn e>1 (Hyperbel). 
Das Vorzeichen von y gibt dann Aufschluß über die Lage der 


Kurvenäste. 
2) Aus der Gleichung 2° + yè = aè erhält man 


y = (@ a9! = -a(1— Seat u, 
ebenso a3 
T=— y + pT 
folglich ist y = — z die einzige reelle Asymptote dieser kubi- 
schen Kurve. 

3) Die Gleichung y? = x? 2 kann für genügend große 
x(x > 2) auf folgende Form gebracht werden. Zunächst ist 
1 
1— 
xz—1 x 1 2 4 
* 3-1) trat) 


xz— 2 1— 
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somit unter Zuhilfenahme der Binomialentwicklung 





y-+.Y4-4t2ll+ 444) 
-+l@ +y +5. + 


daraus geht hervor, daß die durch obige Gleichung dargestellte 
Kurve die beiden Asymptoten 


Fig. 54. 


1 1 
y-1+5, y--1-75 


besitzt und daß, wie aus dem Zusatz- 
gliede + = hervorgeht, die Kurve sich 
der ersten Asymptote links von unten, 
rechte von oben, der zweiten links von 
oben, rechts von unten nähert. Außer- 
dem wird bei dem Grenzübergange 
lim z = 2 + 0 limy = + œ, so daß 
die Kurve auch noch die Asymptote 
z=2 hat, der sie sich von rechts 
her nähert (Fig. 54). 

U. Wenn eine algebraische Kurve gegeben ist in der Form 
Fiz, y)=0, wo F(x, y) eine rationale ganze Funktion von 
z, y bedeutet, so empfiehlt sich das folgende Verfahren zur 
Bestimmung der Asymptoten. Man ordne die linke Seite nach 
homogenen Gliedergruppen, mit der höchsten (»-ten) Ordnung 
beginnend; dividiert man dann durch z", so nimmt die Glei- 


chung die Gestalt an: 


(10) u(?) E i a (2) +2 "'u,_; (2) +... =0 
an. 

Um zunächst den Richtungskoeffizienten œ einer Asymp- 
y 
x 
bestimmen; die Gleichung (10) verwandelt sich durch diesen 
Grenzübergang in 


(11) u,(e)=0, 





tote zu finden, hat man den Grenzwert von `~, für z = oo zu 


im allgemeinen eine Gleichung n-ten Grades in bezug auf «. 
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Ist æ eine reelle Wurzel dieser Gleichung, so hat man den 
Abschnitt der zugehörigen Asymptote auf der ÖOrdinatenschse 
zu suchen, der sich als Grenzwert von y — «x ergibt; setzt 

y 


man y— «x = ĝ, so folgt daraus ~- = «a + E, und führt man 
dies in (10) ein, indem man gleichzeitig jedes Glied mittels 
der Taylorschen Reihe nach Potenzen des Inkrements £ ent- 
wickelt, so ergibt sich: 

u,a) + 2 {un (0) +W.le)B}t+ 

2 

z- fu, (0) + u„_,(e)B + u, (a) £ ) Hes 0, 
welcher Ansatz sich mit Rücksicht darauf, daB « eine Wurzel 
von (10) bedeutet, vereinfacht zu: 


(12) n1 (0) + u, + 
Litua) +u,_,(e)B +u, (a) £» +---=0, 


für lim z = co reduziert sich diese Gleichung auf 





(13) u„_ı(e) + w, (a) = 0, 
woraus 
— 


Sollten u,_,(«) und w'(«) zugleich Null sein*), so beginnt 
die linke Seite in (12) erst mit dem Gliede in z~}; nach Fort- 
hebung dieses Faktors und Ausführung des Grenzübergangs 
lim z = co liefert (12) zur Bestimmung von ß die quadratische 
Gleichung: 


(15) u.) + WE. 


Hat diese zwei reelle verschiedene Wurzeln, so besitzt die Kurve 
zwei parallele Asymptoten vom Richtungskoeffizienten œ; hat 
sie zwei gleiche reelle Wurzeln, so fallen zwei Asymptoten in 
einer Geraden zusammen, usw. 

Diese Untersuchung ist mit jeder reellen Wurzel von (11) 
auszuführen. 


*) w'„(@)==0 besagt, daß «œ eine mehrfache Wurzel von u, («)==0 ist. 
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Beispiele. 1) Bei dem Cartesischen Blatte (129, 3)) 
x’ — 3ary + y? =0 
it m (Z)= 1 + (2), (2) = — 3a 2; aus 140-0 ergibt 
sich die einzige reelle Wurzel «= — 1, und zu dieser gehört 
— 3aa 
ß — -( 8a? Je” a; 
somit ist x + y + a = 0 die Gleichung der einzigen Asymptote 


dieser Kurve (vgl. Fig. 35, pag. 347). 
2) Für die Kurve 4. Ordnung: 


z (z— y? — y’ (s —y)+1=0 
ergibt sich folgende Rechnung. Es ist 


D-0 2). 62-6 








(1 — a)?= 0 hat die zweifache Wurzel « = 1, und da für diese 
sowohl u’, («) wie u,(«) verschwindet, so hat man zur Be- 
stimmung von ß die quadratische Gleichung: 
28 +2P=0, 

die die Lösungen f = 0 und 8 = — 1 gibt. Die Kurve hat also 
die Asymptoten y =x und y=-z—1. 

3) In Anwendung der verschie- 
denen hier entwickelten Methoden be- 
stimme man die Asymptoten der folgen- 
den Kurven: 


a) y = z (Fig. 55) 
b) y = z —; (Fig. 56) 
c) y = -2 (Fig. 57) 


Fig. 67. 
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d) z?y + ry? = aè 

e) ?—-ıyP +ay’=0 

P) ayt = ata? + y) 

g) z°y’ = a(z? — y') 

h) zy(a? — y°) = 

144. Krumme Asymptoten. Der in 138 aufgestellte 

Asymptotenbegriff läßt eine Erweiterung zu, indem man ihn 
von der Geraden auf eine Kurve überträgt, deren Ördinaten 


mit wachsendem x sich von den ÖOrdinaten der gegebenen 
Kurve um eine gegen Null konvergierende Größe unterscheiden. *) 


Läßt sich das y einer Kurve als Funktion von x in der Form 
(16) y =a +a tt- Ha H 
darstellen, wobei v eine Funktion bedeutet, die bei lim x = œ 
gegen Null konvergiert, so ist 


(17) y-n"+az"'!+---+a, 
eine Asymptote n-ter Ordnung dieser Kurve. 
Ein Beispiel hierzu gibt die Kurve 3. Ordnung 
Fig. 58. U y = tta, 
| denn durch Ausführung der Division ergibt sich: 
y-ı+z+2+.--: 


woraus zu entnehmen ist, daß die Kurve außer 
der geraden Asymptote z= 1 die parabolische 
Asymptote y=2°+2+2 mit dem Scheitel 


— — ç (118, 2)) besitzt. Zugleich zeigt das 


Zusatzglid - —7, daß bei s<1 die Kure 
unter, bei x > 1 über der Parabel liegt (Fig. 58). 





*) Diese Erweiterung des Asymptotenbegriffe stammt aus späterer 
Zeit. Speziell von asymptotischen Parabeln wird in einer aus dem Ende 
des 17. Jahrhunderts stammenden Schrift von C. F. M. Dechales ge- 
sprochen; die allgemeine Fassung scheint zuerst J. Stirling (1717) auf- 
gestellt zu haben (M. Cantor, Vorles. über Gesch. d. Math., III, 1898, 
p. 17 u. 413). 
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145. Asymptoten im Polarsystem. Um für eine 
auf ein Polarkoordinaiensystem bezogene Kurve 
(18) r = f(p) 
die Asymptoten zu bestimmen, beachte man zunächst, daß für 
einen unendlich fernen Punkt r unendlich wird; man hat also 
jene Werte von ꝙ zu bestimmen, für welche lim r= oo sich 
ergibt; die diesen Werten entsprechenden Strahlen weisen nach 
den unendlich fernen Punkten hin. 

Sei ꝙ = « ein solcher Wert und OU (Fig. 59) der zuge- 
hörige Strahl; entspricht diesem eine Asymptote A B, so handelt 
es sich noch um ihre Entfernung von OU. Fig. 89. 

Um sie zu bestimmen, fälle man MP senk- U B 
recht zu OU; aus dem rechtwinkligen Drei- 
ek OMP folgt dann 


MP=rsine — ọ), 





und konvergiert dieser Ausdruck für lim g =« 
gegen eine bestimmte Grenze c, so stellt 
diese die Entfernung der Asymptote von OU dar, so daß 
(19) c = limr sin (« — p). 
y=a 
In dem Falle, wo OX selbst die Richtung nach dem unend- 
lich fernen Punkte bezeichnet, ist 
(20) c = limr sing. 
9=0 

Aus dem Vorzeichen von c schließt man, auf welcher Seite von 

OU die Asymptote gelegen ist; ist beispielsweise lim r = + oo 


und fällt c positiv aus, so war und blieb schließlich « > 9, die 
Asymptote liegt rechts von OU wie in der Figur; bei negativem 
c und unter sonst gleichen Umständen wäre sie links aufzutragen. 
Beispiele. 1) Bei der hyperbolischen Spirale (136, 2)) 
a 
r = > (a > 0) 
wird lim r = + oo für img = + 0; und da 


lim r sin p = a lim ®©? =a $ 
p=0 ? | 
ist, so besitzt die Kurve eine zur Polarachse parallele Asymptote 
im Abstande a (Fig. 60). 


Czuber: Vorlesungen. L 3. Aufl. 25 


Fig. 60. 
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2) Die Kurve, deren Gleichung lautet: 
r=. 1P. (a > 0) 


hat einen unendlich fernen Punkt in der durch g=1 
(57°. 29577...) bestimmten Richtung; und da 


lim r sin (1 — p) = — a lim p - -=—a 
y=1 


ist, so hat sie eine links von dem Strahle OU im Abstande «a 
gelegene Asymptote. Um die Anord- 
nung der unendlichen Zweige gegen die 
Asymptote zu erkennen, setzen wir, unter 
ô eine sehr kleine positive Größe uns 
vorstellend, einmalg=1-—-6, ein zweites 
Mal 9=1-+-6 und finden im ersten Falle 


rsin (1 — p) = 9 sind 


=—a (1 — 8) "È, 





also | rsin (1 — g) | <a, weil 1 — ô< 1 und mè c1 ist; der 


betreffende Zweig OC (Fig. 61) liegt rechts von der Asymp- 
tote AB; im zweiten Falle ist 


rsin(1— 9) 449 sin (— ò) = — a(l + ô) ng 


=—a(l +8) (1 -5+)=-a(1+8-%--), 


also | rsin(1— ọ) | > a; der betreffende Zweig DE liegt dem- 
nach links von AB. 

Für positive, 1 übersteigende ꝙ ist r > a und konvergiert 
mit wachsendem ꝙ gegen a als Grenzwert; für negative g ist 
r <a und konvergiert mit wachsendem Betrage von ꝙ eben- 
falls gegen die Grenze a; infolgedessen beschreibt der Zweig 
DE unzählig viele dem Kreise vom Halbmesser a von außen 
beständig sich nähernde Windungen, und der Zweig OF eben- 
solche Windungen von innen; der genannte Kreis bildet also 
eine krummlinige Asymptote. 
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$ 3. Gestaltung einer Kurve in der Umgebung eines Punktes. 


146. Konkavität, Konvexitätund Wendepunkte (in 
rechtwinkligen Koordinaten). Eine Kurve MC (Fig. 62) 
sei, auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem bezogen, durch 
die Gleichung y= f(x) gegeben. Auf ihr werde ein Punkt 
M, mit den Koordinaten x,/y, ins Auge gefaßt und in dem- 
selben die Tangente M, T, konstruiert, deren Richtungskoeffizient 
mit y, bezeichnet werden möge. Die zu einer Abszisse z = OP 


gehörige Ordinate der Kurve heiße y, die zu Fig. 63. 
derselben Abszisse gehörige Ordinate der Tan- Y D c 
gente Y; die Differenz “7 
(1) ö-y-Y ? 

ist eine Funktion von z, bezüglich deren 

vorläufig bemerkt werden kann, daß sie für z P P x 


£= Z, verschwindet. Der Variablen x weisen 
wir zunächst ein Intervall (x,— h, £+ h) zu, innerhalb dessen 
ô an keiner anderen Stelle außer x, Null wird, so daß die 
Tangente außer M, keinen anderen Punkt mit der Kurve ge- 
mein hat. 
Für Y ergibt sich aus der Tangentengleichung 
Y — Yo = Yo (2 — 2%) 
die Bestimmung 
Y = Yo + Yo (2 — To) 


und hiermit nimmt d den Ausdruck 
Ò = yY -- Yo — Yo (T — To) 
Der Differentialquotient von ô in bezug auf z, d. i. 
(2) 8 = Y — Yo, 
verschwindet gleichfalls an der Stelle z= x,; die höheren 


Differentialquotienten von ô stimmen mit den entsprechenden 
Differentialquotienten von y überein, indem 


” PR vn srr 
ö =y, o) = y s *222 


Angenommen, ġ” = y” besitze an der Stelle z = x, einen 
von Null verschiedenen Wert y,’; ist dieser positiv, so sind 
die Kriterien für ein Minimum von 6 an der Stelle z = z, 

25° 





388 Erster Teil. Differential-Rechnung. 


erfüllt; da aber ð an dieser Stelle den Wert Null hat, so 
läßt sich eine Umgebung von x, feststellen, innerhalb welcher 
ô, die Stelle z, selbst ausgenommen, beständig positiv ist. 
Mit Rücksicht auf die Definition von ô heißt dies, es sei in 
dieser Umgebung y > Y, so daß die Punkte der Kurve über 
der Tangente liegen, d. h. auf derselben Seite der Tangente, 
auf welcher ein aus M, zur positiven Ördinatenachse parallel 
gezogener Halbstrahl M,(Y) verläuft. Man sagt dann, die 
Kurve sei in der Umgebung des Punktes M,, oder kurz im 
Punkte M,, konkav nach oben (konvex nach unten). 

Ist y, negativ, so sind bezüglich ð an der Stelle z = 7, 
die Kriterien des Maximums erfüllt; und weil ö an dieser 
Stelle selbst Null ist, so ist es in einer angebbaren Umgebung 
. negativ, infolgedessen y < Y; die Punkte der Kurve liegen 
dann in dieser Umgebung unter der Tangente oder auf ent- 
gegengesetzter Seite in bezug auf M(Y); man sagt, die Kurve 
sei in der Umgebung von M, oder in M, selbst konkav nach 
unten (konvex nach oben). 

Nun aber sei y,” = 0, hingegen y, von Null verschieden. 
Dann hat ð an der Stelle x, keinen extremen Wert (116), und 
da es an dieser und sonst an keiner andern Stelle der betreffen- 
den Umgebung verschwindet, so hat es zu beiden Seiten von 
M, entgegengesetzt bezeichnete Werte. Demnach ist auf der 

Fig. 68. einen Seite y œ> Y, auf der anderen y < Y, 

UI TP, die Kurve also einerseits über, andererseits 
unter der Tangente. Einen solchen Punkt, bei 
dessen Überschreitung die Konkavität von einer 
Seite zur andern wechselt, nennt man einen 
Wende- oder Inflexionspunkt, die zugehönge 
Tangente eine Wende- oder Inflexionstangente 
der Kurve. Eine solche Tangente berührt und schneidet die 
Kurve zugleich. Geometrisch ist sie dadurch gekennzeichnet, 
daß sie mit der Kurve in M, drei vereinigt liegende Punkte 
gemein hat; der Sinn dieser Ausdrucksweise gründet sich 
auf die Auffassung der Tangente als Grenze einer um M, ge 
drehten Sekante M” M, W (Fig. 63), wenn bei der Drehung 
die Punkte M, M” unaufbörlich dem Punkte M, sich 
nähern (22, 2)). 
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Die Beziehungen y = 0, %, +0 bedingen aber einen 
extremen Wert von ô =y — y,, also auch von y’, weil yọ 
konstant ist; ist daher y,” < 0, so ist y, ein Maximum, und 
ist y” > 0, so bedeutet y, ein Minimum. Im Wendepunkte 
hat also der Richtungskoeffizient, somit auch der Neigungs- 
winkel der Tangente gegen die positive X-Achse, einen extremen 
Wert. 


Um alle Fälle, die möglich sind, zu erschöpfen, nehmen 
wir nun an, daß an der Stelle z, alle Differentialquotienten 
von ô bis zum (p — 1)-ten einschließlich verschwinden; von 
dem Vorzeichen des nächsten Differentialquotienten, von y,®, 
hängt dann das Verhalten der Kurve in der Umgebung von 
M, ab wie folgt (117): 

Ist p gerad und y,P®>0, so ist ð an der Stelle z = z, 
ein Minimum, in einer angebbaren Umgebung von M, also 
y> Y, die Kurve konkav nach oben. 


Ist p gerad und y,®) < 0, so ist ò an der Stelle z = z, ein 
Maximum, in einer angebbaren Umgebung von M, also y < Y, 
die Kurve konkav nach unten. 

Ist p ungerad, so hat ô an der Stelle z, keinen extremen 
Wert und der Punkt M, ist ein Wendepunkt. 


In diesen Sätzen sind die oben entwickelten Spezialfälle 
p=2 und p=3 mit inbegriffen. 

Soll also eine Kurve y = f(x) auf etwa vorhandene Wende- 
punkte geprüft werden, so bilde man den zweiten Differential- 
quotienten f”(z),und löse die Gleichung 


f'@) = 0 


auf; sind Wendepunkte vorhanden, so befinden sich ihre Ab- 
szissen unter den Wurzeln dieser Gleichung; die weitere Ent- 
scheidung haf auf Grund der obigen Sätze zu erfolgen. 


Weil ein Wendepunkt dadurch charakterisiert ist, daß für 
ihn y einen extremen Wert annimmt, so sind auch solche 
Stellen x in die Betrachtung einzubeziehen, an welchen y” un- 
endlich wird; ändert y” bei Überschreitung einer solchen Stelle 
sein Vorzeichen, so ist hier y’ ein Extrem und die Kurve hat 


einen Wendepunkt (119, 2)). 
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Wenn die Kurve durch eine Gleichung der Form 
f (z, y)=0 
gegeben ist, so hat man mittels der Gleichungen (57): 
fz + fy y = 0, 
fæ + fay + fey’ ty — 0 
y” zu bestimmen und erhält dafür den Ausdruck 
n EEV fatihi + RED. 
= 2) | 
die Koordinaten etwa vorhandener Wendepunkte sind dann 
unter den Wurzeln des Gleichungenpaares 
fs y) =0, fef) — 2fafzfy + fr (fe)? — 0 
zu suchen. 
Bei parametrischer Darstellung beachte man, daß nach 
43, (6) 
„n daedy— dyd’x 
y = da 
ist; die zu den Wendepunkten gehörigen Parameterwerte er- 
geben sich also aus der Gleichung: 


dxd’y — dydzr = Q. 
Beispiele. 1) Die durch die Gleichung 


y = 8in z 
dargestellte transzendente Kurve heißt Sinuslinie. Vermöge der 
Fig. 64. Periodizität des Sinus genügt es, ihren 


Verlauf in dem Intervalle (0, 2x) fest- 


zustellen. Aus dem Vorzeichen von 
y” = — sinz, 





das negativ ist in (0, x), positiv in 
(x, 2x), folgt, daB im ersten Ab- 
schnitte die Kurve konkav nach unten, im zweiten Abschnitte 
konkav nach oben ist; an den Stellen 0, x, 2x findet ein 
Wechsel im Vorzeichen von y” statt, die betreffenden Punkte 
0/0, x/0, 2x/0 sind Wendepunkte und die Richtungskoeffizienten 
der Tangente dortselbst sind 1, — 1, 1 (Fig. 64). 
2) Um die Wendepunkte der kubischen Kurve 


y( + a) = aa — 2) (a 
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zu finden, kann man den folgenden Weg einschlagen. Zwei- 
malige Differentiation ergibt: 
y (2° + a°) + 22y = — a), (B) 
y (2 +a) + 4ry + 2y =0. (r) 
Da für einen Wendepunkt y’= O ist, so hat man zur Bestim- 
mung seiner Koordinaten und des Richtungskoeffizienten seiner 
Tangente die Gleichungen («), (ß) und die folgende: 
day +2y=0. (x) 
Elimination von y’ zwischen (ß) und (y^) liefert: 
y(32? — a?) + 2a’r = 0; 
addiert man hierzu die mit — 3 multiplizierte Gleichung («), 


so entsteht: 
x + 4y = 3a. (6) 


Die Wendepunkte der Kurve («) liegen also auf einer Geraden 
(allgemeine Eigenschaft kubischer Kurven). 

Eliminiert man y mittels (ð) aus («), so ergibt sich zur 
Bestimmung von z die Gleichung: 

x? — Bar? —3arta-0, 

an der man alsbald erkennt, daß sie durch r=-—.a be- 
friedigt wird; die beiden. andern Wurzeln berechnen sich aus 
einer quadratischen Gleichung und sind x = a(2 + V3) 
z = a(2 — V3); die zugehörigen y ergeben sich aus (ð) : y = a, 
(1-93); £(1+ V3); (7) endlich führt zu den Richtungs- 
` koeffizienten der Wendetangenten: y’ = 5 , 83—65 ,— ya +5 . 
3) Für die transzendente Kurve 


y =be (2) 


deren Ordinaten, bei positivem b durchwegs positiv, mit wachsen- 
dem Betrage von x gegen Null konvergieren, ist 


y=- 77 e(a) 


y- 2 ara); 
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y” ändert sein Vorzeichen bei Überschreitung der Stellen 
a . . b 
z= F ya’ indem es durch Null geht; daselbst ist y = ya 
y = + 2 V:; die so bestimmten Punkte sind Wendepunkte 
der Kurve (Fig. 65). Die Richtung der 
Wendetangenten ist also durch die aus 
O nach den Wendepunkten gezogenen 
Strahlen bestimmt. 
4) Die Lemniskate 


+ May) 0 
hat nach 132, 2) die parametrische Darstellung: 


Fig. 65. 
Y, 





>g 


yı — 2 
= tag 
’ — 
y-ra * 
daraus ist weiter 
1— 8u? 
y u (u? — 3) 


gefunden worden; differentiiert man nochmals in bezug auf u, 
so ergibt sich | 
„az Bw +1) 
du u! (ut— 3) 
und daraus 
2 41/3 a3 
y = + B(u’ + 1) y1- u 


aus 3 





zu je zwei Punkten, welche der Gleichung y = ux entsprechen, ` 
also in einer durch O gehenden Geraden liegen, gehören dem- 
nach entgegengesetzt bezeichnete Werte von y”, und da für 
u = + 1 y” verschwindet, so sind die beiden Punkte der Kurve, 
welche in O (Fig. 39, S. 357) vereinigt liegen, Wendepunkte; 
einen Kurvenpunkt von dieser Beschaffenheit nennt man einen 


Inflexionsknoten. 
5) Bei den Zykloiden - 


x = au — b sin u 


y =a —bcosu 
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ergibt sich durch Ausführung des Ansatzes drd?y — dyd’z = 0 
die Gleichung 
a cos u — b = 0, 
aus der cos u = 2 folgt und nur dann eine reelle Bestimmung 
a 


für u gibt, wenn b< a ist, also nur bei der verlängerten Zy- 
kloide. Ihre Wendepunkte liegen in der leicht zu konstruieren- 
den Geraden y == — 0". 


6) Für die durch die Gleichung 


(1-3) 


dargestellte Kurve verschwindet 





für z = a; indessen ist der Punkt a/O kein Wendepunkt, weil 
dort auch y” verschwindet, während y” einen von Null ver- 
schiedenen Wert hat. 


T) Bei der Kurve (y — ca)’ —b*(1— ©) oder 


y-cı+ »(1 — zy 


ist 





Dieser Ausdruck wird an der Stelle z =a mit der endlichen 
Ordinate ca unendlich und ändert bei Überschreitung der Stelle 
sein Vorzeichen; daher ist a/ca ein Wendepunkt der Kurve. 
8) Man weise nach, daß die kubischen Kurven a), c) des 
Beispiels 143, 3) und ebenso die Kurve in 144 nur je einen 
Wendepunkt, und zwar im Ursprung besitzen. 
9) Man bestimme die Wendepunkte folgender Kurven: 
qxe 
a) y= aya 
T 
b) zy=al > 


ce) x= (ly)°. 
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147. Konkavität, Konvexität und Wendepunkte (in 
Polarkoordinaten). Auf einer Kurve MC (Fig. 66), die auf 
ein Polarkoordinatensystem bezogen ist, werde ein Punkt M, 
mit den Koordinaten r,/p, angenommen und in demselben an 
die Kurve die Tangente M,T, konstruiert; sie möge mit der 
Verlängerung M, L, des Leitstrahls den Winkel 0, einschließen; 
&, sei der Winkel, welchen das Lot OP, =» vom Pol zur 
Tangente mit der Polarachse bestimmt. Zu einer beliebigen 
Amplitude ꝙ gehöre in bezug auf die Kurve der Radiusvektor r, 

Fig. 66. in bezug auf die Tangente M, T, der Radius- 
vektor R; dadurch sind zwei Punkte, M und 
Q, mit den Koordinaten r/p, R/p festgelegt. 
Wir befassen uns nun mit der Differenz r — R 
oder was hier zweckmäßiger erscheint, mit 
der Differenz 


(3) =L l 


welche als Funktion von ọ die Eigenschaft 
hat, an der Stelle p = p, zu verschwinden. 
Die Variable 9 beschränken wir vorläufig auf ein so enges 
Intervall (9 — h, 9 + h), daß ô innerhalb desselben an keiner 
anderen Stelle verschwindet. 

Aus dem rechtwinkligen Dreieck OP,M, folgt: 





4) > P = fo CO8 (Po — o) 
und mit Hilfe dieses Wertes weiter aus dem Dreieck O P,Q: 
— ?_ 
5) R= on (p — aœ)? 
so daB weiter 
3 J cos (P — &) , 
= — — — ; 
r p 
daraus ergibt sich durch Differentiation in bezug auf ọ 
e. 0. Bin (p— æ) 
s= RETA, 
und auch der Differentialquotient ô’ verschwindet, für 9 = fo; 
denn sein erster Teil nimmt den Wert — - x =—- > igo; (195,9) 
an, und der zweite Teil erlangt wegen A den” Wert 
sin (Py — 0) tg (Po — a) _ cotg êa 1 


p To To — r, tg ô, l 
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Wenn daher der zweite Differentialquotient 
8” = r!r" — 2rr? cos(p — «,) 
ooo A Eo po 
einen von Null verschiedenen Wert besitzt, so hat ð an der 
Stelle p = p, einen extremen Wert; es ist aber 
cos (p — œ) 1 
tn 
daher 
5” r? + 2r? — rr” 
= — - PR . 
Ist also r, >O und 
ro +2r nn >O, 
so ist ò an der Stelle = p, ein Minimum, und weil es dort 
den Wert Null hat, so läßt sich eine Umgebung von 9, fest- 


stellen, innerhalb deren ô > 0, also 1 > x oder 


r< R, 
so daß die Punkte M der Kurve dem Pole näherliegen als die 


korrespondierenden Punkte Q der Tangente; man bezeichnet 
dann die Kurve im Punkte M, als konkav gegen den Pol. 


Ist hingegen r, >0 und 
r + 2r — foro <0, 


80 ist ò ein Maximum für = p,, und weil es hier den Wert 
Null hat, so ist es in einer entsprechend festgestellten Um- 


gebung negativ, daher 1 < 5 oder 
r>R, 


so daß die Kurve in dieser Umgebung vom Pole weiter ent- 
fernt ist als ihre Tangente; man bezeichnet sie dann in M, 
als konvex gegen den Pol. 


Es bleibt noch der Fall 
ra + 2ra? — N, = 0 


übrig; tritt dieser ein und wechselt r? + 2r° — rr” bei dem 
Durchgange durch 9, sein Vorzeichen, so ist der Punkt M, 
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ein Wendepunkt. Zur Bestimmung der Wendepunkte einer Kurve 
bat man also vor allem die Gleichung 
(6) r+2r?—- rr = 0 
in bezug auf ꝙ aufzulösen und dann das Vorzeichen der linken 
Seite in der Umgebung der Wurzeln zu prüfen. 
Beispiele. 1) Die hyperbolische Spirale 
a 


r= - 
p 


gibt für r? + 2r?— rr” den Wert -F der beständig positiv 
ist; die Kurve ist in ihrem ganzen Verlaufe konkav gegen 


den Pol. 
2) Bei der in 145, 2) betrachteten Kurve 


ap 
o—i 





f = 
ist | 
a CZD #9, 
(p — 1)* . 
Das Vorzeichen dieses Ausdruckes hängt lediglich vom Zähler 
ab, und dieser ist positiv für alle negativen Werte von 9, da- 
her der Kurventeil OF (Fig. 61) gegen den Pol beständig 
konkav. Im Gebiet der positiven Werte wechselt der Zähler 
sein Vorzeichen an der Stelle 9=1 (Durchgang durch den un- 
endlich fernen Punkt) und ferner an der einzigen reellen Stelle 
9, = 1,695 ... (97°,11), 


an welcher g? — 9? — 2 verschwindet; und zwar ist er in dem 
Intervalle (0, 1 — 0) positiv, der zugehörige Kurventeil OC 
gegen den Pol konkav; in dem Intervalle (1 +0, 90) negativ, 
der zugehörige Kurventeil DJ gegen den Pol konvex; von p, 
an bleibt der Zähler positiv, der Kurventeil JE gegen den Pol 
konkav. J selbst ist also ein Wendepunkt der Kurve. 
3) Es ist festzustellen, unter welcher Voraussetzung die 
parabolische Spirale (vgl. 134, 1)) 
r= ag" 


r? + 2r? — rr” = 


Wendepunkte besitzt. 
In diesem Falle ist 


r? + 2r? — rr” = ad (p+ n ++ n); 
dies erfährt zunächst einen Zeichenwechsel bei dem Durch- 
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gange durch Null, wenn 2n — 2 eine ungerade ganze Zahl 
oder einen Bruch mit ungeradem Zähler und Nenner bedeutet; 
in beiden Fällen ist aber n ein Bruch mit geradem Nenner 
und ungeradem Zähler, r daher nur für positive Werte von ꝙ 
reell. Der Pol ist also in keinem Falle ein Wendepunkt. 
Bleibt nur die Möglichkeit eines Zeichenwechsels in g? + 
n’+n übrig, und ein solcher tritt nur ein, wenn n negativ 
und dem Betrage nach kleiner als 1 ist, und zwar beim Über- 


schreiten der Stellen g=+Y—»—.n?; hiernach hat z. B. die 


Kurve r = * einen Wendepunkt an der Stelle g == Š (zu der 
p . 


Stelle p = — + gehört ein imaginärer Radiusvektor), die Kurve 


a 


,-— deren zwei an den Stellen ọ = +. 
Yo 3 


fT =m 


$ 4. Verhalten zweier Kurven in der Umgebung eines 
gemeinsamen Punktes. 


148. Begriff und Bedingungen einer Berührung 
»-ter Ordnung. Zwei Kurven C und C’ (Fig. 67), auf ein 
und dasselbe Koordinatensystem bezogen, seien durch die Glei- 
chungen 
(©) y = f(x) 


(C) y = ọ (2) 


gegeben; beiden Kurven sei der Punkt M, mit den Koordi- 
naten ,/y, gemeinschaftlich, so daß 
(1) = f(x,) 

Yo = F (To). 
Die nachfolgende Betrachtung erstreckt sich 
auf ein solches Gebiet der Variablen z, 
innerhalb dessen es außer x, keine Stelle 
mehr gibt, an welcher die Ordinaten beider 
Kurven einander gleich sind. Von den Funk- 
tionen f(x), p(x) wird vorausgesetzt, daß sie auf dem betrach- 
teten Gebiete endliche Differentialquotienten aller Ordnungen 
besitzen, die in Betracht kommen werden, und daher nach der 
Taylorschen Formel entwickelbar sind. 


Fig. 67. 
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Um das Verhalten der Kurven in der Umgebung des 
Punktes M, zu untersuchen, betrachten wir den Abschnitt MN’, 
welchen die Kurven auf einer Sekante von bestimmter Rich- 
tung bilden, und vergleichen ihn mit dem Abstande M,S dieser 
Sekante von dem Punkte M,; beide Größen, MN’ und M,S, 
konvergieren gleichzeitig gegen die Grenze Null oder werden 
gleichzeitig unendlich klein, wenn der Punkt M auf der Kurve C 
unaufhörlich dem Punkte M, sich nähert; die Ordnung, in 
welcher MN’ unendlich klein wird im Vergleiche zu M,S, 
das als unendlich kleine Größe erster Ordnung gelten soll, ist 
maßgebend für die gegenseitige Anordnung der Kurven in der 
Nähe von M,. 

Diese Kleinheitsordnung ist unter einer gewissen Voraus- 
setzung unabhängig von der Richtung der Sekante; führt man 
nämlich durch M eine andere Sekante, auf welcher die Strecke 
MM abgeschnitten werden möge, so ist das Verhältnis Mo 
gleich dem Sinusverhältnis der Winkel MN’'M’, MMN; 
wenn aber der Punkt M gegen M, konvergiert, so nähert 
sich die Verbindungsgerade der Punkte M’, N’ der Tangente 
an die Kurve C’ in M,, und wenn daher keine der beiden 
Sekantenrichtungen dieser Tangente parallel ist, so nähern sich 
jene Winkel und somit auch das Verhältnis ihrer Sinus end- 
lichen Grenzen und sind daher MM’, MN’ Größen gleicher 
Ordnung (16). 

Man kann also unter der Voraussetzung, daß die Tangenten 
an die beiden Kurven in M, eine von der Ordinatenachse ver- 
schiedene Richtung haben*), die Sekante der Ordinatenachse 
parallel annehmen; alsdann ist 

M'M =ò 
der Unterschied der zur Abszisse 
OP=xz=z, +h 
gehörigen Ordinaten der Kurven C und C’, und 
M, Q = P,P =h 
die Vergleichsgröße, deren Ordnung mit 1 festgesetzt wird. 





®) Diese Voraussetzung ist schon in der oben gemachten Annahme 
enthalten, daB f(x), p(x) in der betrachteten Umgebung von M, end- 
liche Differentialquotienten besitzen. 
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Nun ergeben sich für die Ordinaten PM und PM’ die 
Entwickelungen: 


fiz, +k) = = f(x) +I f 8 h +L f C) h’+-- 
+- r P E rt tom pr+1 


ein + hk) = plz) + ARLES 97e) pa ... 





g™ (m) +0 h) m 
t +7 (n Fijt +, 
und daraus mit Rücksicht auf (1): 


(8 = [F (a) — p (2)]h + E a) — Pal, + 
2 +E- pE 


, ht? 
+ [fra 0h) - o"t dlt hoa 


Wenn also die Funktionen f(x), ọ(x) außer (1) keine 
weitere Beziehung aufweisen, so ist ô eine Größe erster Ord- 


nung, weil s. für lim k = O gegen die endliche von Null ver- 


schiedene Grenze f’(x,) — p'(x,) konvergiert, und für dem Be- 
trage nach genügend kleine h wechselt ô mit h zugleich das 
Vorzeichen; infolgedessen haben die Kurven zu beiden Seiten 
von M, entgegengesetzte Lage gegeneinander. Man bezeichnet 
ein solches Verhalten der Kurven als einfaches Schneiden. 
Tritt zu (1) die weitere Beziehung 
(3) f (20) = PR); 
welche besagt, daß die Kurven im Punkte M, dieselbe Tan- 
gente haben, so beginnt der Ausdruck für ð mit dem Gliede 
zweiter Ordnung, ö wird eine Größe der zweiten Ordnung und 
ändert innerhalb entsprechend enger Grenzen sein Vorzeichen 
nicht, wenn % es ändert; die Kurven haben also zu beiden 
Seiten von M, gleiche Lage gegeneinander. 
Kommt zu (1) und (2) die weitere Relation 
(4) f (2) = g” (z0), 
so beginnt die Entwickelung von ô mit dem Gliede dritter . Ord- 
nung, von dieser Ordnung ist also auch und ändert diesmal 
innerhalb entsprechend enger Grenzen mit h zugleich sein Vor- 
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zeichen; die Kurven haben daher zu beiden Seiten von M, ent- 

gegengesetzte Lage gegeneinander wie bei demeinfachen Schneiden. 
Um zu einem allgemeinen Ergebnis zu gelangen, nehmen 

wir an, daß die Differentialquotienten der Funktionen f(x), p(z) 

an der Stelle z, bis zur Ordnung n übereinstimmen, so daß 

weiter noch 

(5) f” (2) = p” (20), - - - FOCE) = p™ (z0); 

dann reduziert sich ô auf den Ausdruck: 


p*ti 
8 = [F649 2 + Oh) — g+ (t PAF 


und ist eine Größe der (n+1)-ten Ordnung; denn, wofern f**"(ri, 
p"+2 (x) in dem Intervalle 8 — h, £ + h) stetig verlaufen, 
konvergiert das Verhältnis = - für lim h = 0 gegen die end- 


n+i1 
liche von Null verschiedene Grenze 


KH) — ra arn 


Ist nun n ungerad, so ändert ô sein Vorzeichen nicht, wenn 
h es ändert, die Kurven haben also zu beiden Seiten von M, 
gleiche Lage gegeneinander; ist dagegen n gerad, so wechselt 
ö mit h zugleich sein Vorzeichen, die Kurven haben zu beiden 
Seiten von M, entgegengesetzte Lage gegeneinander wie beim 
einfachen Schneiden. 

Sobald zu der Bedingung f(x,) = p(x,) noch jene (3) hin- 
zutritt, haben die Kurven in M, eine gemeinsame Tangente 
und man sagt, daß sie einander dort berühren. Der Grad oder 
die Innigkeit der Berührung hängt ab von den weiter hinzu- 
tretenden Beziehungen. Man bezeichnet die Berührung als eine 
solche von der n-ten Ordnung, wenn ô in besug auf h von der 
(n + 1)-ten Ordnung oder der Quotient u von der ersten Ord- 
nung ist”) 

*) Im Sinne A. Cauchy's wird die Berührung n-ter Ordnung wie 
folgt definiert. Man beschreibe um den gemeinsamen Punkt M,, in 
welchem die Kurven auch eine gemeinsame Tangente haben sollen, einen 
genügend kleinen Kreis, der sie zu einer Seite der gemeinschaftlichen 
Normale in den Punkten M, M’ schneiden möge; die Ordnung, in welcher 
der Winkel M M, M’ unendlich klein wird, wenn man den Radius als 


unendlich Kleines erster Ordnung festsetzt, bestimmt die Ordnung der 
Berührung. Man vergleiche diese Definition mit der obigen. 
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Auf Grund dieser Definition läßt sich der folgende Satz 
aussprechen: Die hinreichende und notwendige Bedingung dafür, 
daß die Kurven y = f(x) und y = g(x) in einem Punkte von 
der Abszisse x, eine Berührung n-ter Ordnung aufweisen, be- 
steht darin, daß die Ordinaten und deren Differentialquotienten 
bis zur n-ten Ordnung einschließlich an der Stelle x, einander 
gleich sind. 

Die Bedingungen für eine Berührung #-ter Ordnung drücken 
sich also analytisch in den n + 1 Gleichungen: 


(6) fo) = P (2), fo) = Pla) Fa) = Pla): - 
f(T) = pP" (z) 


Zu bemerken ist noch, daß mit einer Berührung von ge- 
rader Ordnung ein Schneiden der Kurven verbunden ist, und 
daß das einfache Schneiden als eine Berührung der O-ten Ord- 
nung der Definition gemäß sich darstellt. 

149. Geometrische Interpretation einer Berührung 
n-ter Ordnung. Man kann der analytischen Definition einer 
Berührung n-ter Ordnung eine geometrische zur Seite stellen, 
zu welcher folgende Betrachtung führt. 

Die beiden Kurven C, C’ mögen außer dem Punkte M, 
noch » weitere Punkte M,, M,, ... M, mit den (arithmetisch 
aufsteigenden) Abszissen &,, 2,,... z, gemein haben, so daß 


(N) f(x) = p(«;) A=0,1,2,...n). 
Weil die Funktion f(x)— p(x) an den Grenzen eines jeden 
der. Intervalle (z4, 2,), (£1; 22)» - - (&,_1, 2a) verschwindet, so 
existiert innerhalb eines jeden dieser Intervalle eine Stelle 
m, a9,... xD, beziehungsweise, an welcher auch ihr Diffe- 
rentialguotient f'(x) — g'(x) verschwindet (36), d. h. es ist 


8 fP) =g) (Q=0,1,2,...n—1). 

Weil die Funktion f'(x) — g'(x) an den Grenzen eines 
jeden der Intervalle (zW, zi) , GP, a9), . (a0 a 29) Null 
ist, so gibt es innerhalb eines jeden mindestens eine Stelle 
* 19... æx, beziehungsweise, an der ihr Differentialquotient 
f(@)—- g” (x£) verschwindet, so daß 


D EHE) —— 


Czuber, Vorlesungen. L 8, Aufl. 
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Indem man diese Schlußweise wiederholt anwendet, kommt 
man schließlich zu einer jedenfalls in dem Bereiche der Werte 
Tos Zus. T, gelegenen Stelle z, an welcher auch noch 


(10) fr) = pP (a) 
ist. 

Wenn aber die Punkte M,, M,,... M, in beliebiger Weise 
sämtlich gegen den Punkt M, als Grenze sich hinbewegen, so 
konvergieren 2%,, %,...x, und alle die sukzessiven Zwischen- 
werte =D, a), ..; 29, 2@,...;... 29 gegen den Grenzwert x,, 
an der Grenze wird also laut (7), (8), (9), (10): 


f2) = Pla), Ff (£0) = p (To), f” (2o) = p” (za), ... 
| fe (2) = p™ (zo); 


hierdurch sind aber die Bedingungen für eine Berührung n-ter 
Ordnung erfüllt. 


Das Ergebnis kann in dem folgenden Satze ausgesprochen 
werden: Wenn zwei Kurven C und C’ in einem Punkte M, 
n+ 1 vereinigt liegende Punkte miteinander gemein haben, sv 
weisen sie dort eine Berührung n-ter Ordnung auf. 

Die Ausdrucksweisen: „» + l-punktige Berührung“ und 
„Berührung r-ter Ordnung“ haben also denselben Inhalt. 


150. Oskulation. Von den beiden Kurven sei die eine, 
C, vollständig gegeben, die Gleichung der anderen, C’, enthalte 
aber n +1 unbestimmte Konstanten oder Parameter, welche 
auf die Lage der Kurve in der Ebene und ihre spezielle Form 
von Einfluß sind. 


Man kann der Kurve C’ höchstens n + 1 voneinander un- 
abhängige Bedingungen auferlegen; bestehen diese darin, daß 
für eine Abszisse x, ihre Ordinate und deren Ableitungen bis 
zur n-ten Ordnung einschließlich mit den entsprechenden auf 
die Kurve C bezüglichen Größen übereinstimmen sollen, so hat 
die Kurve C’ mit der Kurve C in dem zur Abszisse z, ge 
hörigen Punkte eine Berührung der n-ten, zugleich der höchst- 
möglichen Ordnung, welcher sie nach der Zahl ihrer Para- 
meter im allgemeinen fähig ist. Man sagt, die Kurve C 
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oskuliere die Kurve C oder stehe mit ihr in Oskwlalion im 
Punkte M,.*) 

Nach den Ausführungen von 146 ist die oskulierende 
Kurve C’ im Punkte M, von C die Grenze, welcher sich eine 
Kurve von der Gleichungsform C’ nähert, die außer durch M, 
noch durch n Punkte M,, M,,... M, von C hindurchgeht, 
wenn die letztgenannten Punkte insgesamt gegen M, als Grenze 
konvergieren. 

Da die Gleichung einer Geraden zwei Parameter enthält, 
so weist die oskulierende Gerade eine Berührung erster Ord- 
nung auf; der Kreis eine solche von zweiter Ordnung, weil 
in der allgemeinen Gleichung des Kreises drei Parameter er- 
scheinen; ein Kegelschnitt im allgemeinen wird, wenn er eine 
Kurve oskuliert, mit ihr in einer Berührung vierter Ordnung 
stehen, weil seine Gleichung fünf Parameter enthält. 

Es kann in einzelnen Punkten der Kurve C geschehen, 
daß nach Erfüllung der zur Oskulation mit C’ erforderlichen 
Bedingungen auch noch die Ableitungen der Ordinate von der 
(n +1)-ten Ordnung, eventuell noch höhere Ableitungen für 
beide Kurven übereinstimmen; an solchen Stellen von C findet 
dann eine Berührung von höherer Ordnung statt, als es im 


allgemeinen möglich ist; man sagt, es bestehe hier Super- 
oskulation. 


151. Die oskulierende Gerade. Um für die Kurve 


(©) y = f(2) 
im Punkte M mit den Koordinaten x, y die oskulierende Gerade 
(c) n =a +b 
zu bestimmen, bilde man die Gleichungen 
y=ar+b 
y-u, 


welche aus (C”) hervorgehen, wenn man in bezug auf & diffe- 


* Diese Deutung des Wortes Oskulation, die auf Lagrange zurück- 
gehen dürfte, ist in der Literatur mehr verbreitet als die andere, vor- 
nach man von Oskulation bei jeder Berührung höherer als der ersten 
Ordnung spricht. Vgl. H. v. Mangoldt, Anwendung der Diff.- u. 
Integr.-R., Enzykl. d. math. Wiss., III 3, p. 19. 

26° 
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rentiiert und sodann in beiden Gleichungen & durch z, y, y 
durch die aus (C) gefundenen Werte y, y ersetzt. Hieraus er- 
gibt sich 
a=y 
b =y— ty; 
somit ist 
(©) n —y =y §— 1) 
die Gleichung der oskulierenden Geraden. 

Oskulierende Gerade in einem Punkte einer Kurve ist dem- 
nach die Tangente. 

Superoskulation findet statt, wenn auch höhere Differential- 
quotienten aus (C) und (C^) übereinstimmen; nun folgt aus (C^) 
n =0, daher muß, soll Superoskulation bestehen, der Punkt M 
= auf (C) so gewählt sein, daß y”=0 ist. Diese Bedingung 
erfüllt beispielsweise ein Wendepunkt; darum ist eine Wende- 
tangente superoskulierend, und zwar in einer Berührung zweiter 
Ordnung, sofern nicht auch noch höhere Differentialquotienten 
von y verschwinden. 


152. Der Oskulatiouskreis. Unter den eine Kurve in 
einem Punkte oskulierenden Linien ist der Kreis von größter 
Wichtigkeit; da nämlich oskulierende Linien in einer Zeich- 
nung selbst auf eine ziemlich beträchtliche Umgebung des Be- 
rührungspunktes nur sehr wenig voneinander abweichen, so 
kann man sich von der Gestaltung einer Kurve in der Um- 
gebung einer Stelle durch Konstruktion des oskulierenden 
Kreises am bequemsten eine Vorstellung verschaffen. 

An die Kurve 


(©) | y = f(z) 
ist im Punkte M mit den Koordinaten z, y der Oskulations- 
kreis zu legen. Schreibt man seine Gleichung in der Form 
(E — a) + (n -8 =r 
und differentiiert dieselbe zweimal nacheinander in bezug auf £: 
— — —0 
a1 | & + An 
1 +° + (n — du, 
so hat man nur in den letzten drei Gleichungen 5 =z zu 
setzen und an die Stelle von 7, 7, 7° die aus (C) gefolgerten 











Sechster Abschnitt. Anwendung der Differential-Rechnung usw. 405 


Werte y, y’, y” treten zu lassen, um die zur Bestimmung der 
Parameter des Oskulationskreises führenden Gleichungen: 


(æ — a} + (y — p) = r’ 
z—a+(y—p)y =0 
1 +y°+ (y — py” = 0 


zu erhalten. Aus denselben ergibt sich sukzessive 


_ i+ y’? 
B=y+ y” 


=r HYY 
(12) & =z y’ 
„ars 
y 


Der Oskulationskreis, der durch die Parameter (12) be- 
stimmt ist, hat mit der Kurve im Punkte M im allgemeinen 
eine Berührung zweiter Ordnung und eine solche ist mit einem 
Schneiden verbunden; Kurve und Oskulationskreis haben also 
zu beiden Seiten des Berührungspunktes entgegengesetzte Lage 
gegeneinander. 


Weil für den Oskulationskreis und die Kurve in M die 
zweiten Differentialquotienten der Ordinate einander gleich sind, 
also auch im Vorzeichen übereinstimmen, so wendet hier der 
Oskulationskreis seine Konkavität nach derselben Seite wie 
die Kurve. 


Wenn zwei Kurven C und C’ in einem Punkte M sich 
nach der zweiten oder einer höheren Ordnung berühren, so 
haben sie hier einen gemeinschaftlichen Oskulationskreis, weil 
sie in den Stücken, welche die Parameter des Oskulations- 
kreises bedingen, übereinstimmen. . 


Ist für die Kurve C im Punkte M y”= 0, so werden die 
Parameter des Oskulationskreises, nämlich die Koordinaten «, ß 
seines Mittelpunktes und der Radius r unendlich; der Kreis 
degeneriert in die Tangente der Kurve in M; dies ist beispiels- 
weise auch dann der Fall, wenn der Punkt M Inflexionspunkt 
ist; in der Tat wurde auch gezeigt (151), daß die Inflexions- 
tangente eine Berührung zweiter Ordnung aufweist. 
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Beispiel. Es sei 
y =az? + 2bzr +c 
die gegebene Kurve — eine Parabel, deren Achse der Ordi- 
natenachse parallel ist —, und für den Punkt, dessen Abszisse z 
ist, sei der Oskulationskreis zu bestimmen. 
Setzt man die Werte für y, 
y = 2ax 4+ 2b 
y” = 2a 
in die Formeln (12) ein, so ergeben sich als Parameter des 
Oskulationskreises: 


x _4az+b’+b 
a 
bar + bd)? + 2(ac— b) +1 
B=- oaa 


[1 + 4(ax + d)*]i 
y =E nn — . 
2a 


Für den Punkt M als Punkt der Parabel ist, weil y” = 2a, 
"L 0; 

für denselben Punkt, als dem Oskulationskreise angehörend, 
ergibt sich der dritte Differentialquotient der Ordinate, indem 
man die zweite Gleichung (11) nochmals differentiiert und y, 
n, n” durch y, y' y” ersetzt, also aus der Gleichung 

3y'y” + (y — b)n” = 0; 
7 hat demnach auch den Wert Null, wenn 

Yy=4alar + b)=0 


ist, also für z = — 2 wofür y=c— 2e im Scheitel der Pa- 
rabel (118, 2)) und nur hier findet demnach Superoskulation 
statt, und die Parameter des bezüglichen Oskulationskreises 
sind: b 2%(a 941 1 
e— 
== b= ga o Saa) 
$ 5. Die Länge eines Kurvenbogens und das 
Bogendifferential. 

153. Definition der Länge eines Kurvenbogens. 
Der Begriff der Länge eines Kurvenbogens gründet sich auf die 
Vorstellung, daß es möglich sei, einem biegsamen nicht dehn- 
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baren Faden die Form des Bogens zu geben und ihn dann 
auszuspannen; in diesem Zustande gestattet er die Vergleichung 
mit einer Längeneinheit, was zur Bestimmung seiner Länge 
führt; diese Länge wird auch als Länge des Bogens erklärt. 

Diese Vorstellung läßt sich aber nicht analytisch ver- 
werten. Um daher den Begriff der analytischen Behandlung 
zugänglich zu machen, bedarf er einer von jener Vorstellung 
unabhängigen Definition, die aber notwendig zu der allein 
direkt ausführbaren Messung gerader Linien zurückleiten muß. 
Wir formulieren diese Definition folgendermaßen: 

Ein Kurvenbogen besitst dann eine Länge, wenn die Länge 
eines von dem einen Endpunkte des Bogens zum anderen ver- 
laufenden Sehnenpolygons cinem bestimmten Grenzwerte sich 
nähert, sobald die Zahl der Seiten beständig wächst und jede 
einzelne Seite der Grenze Null zustrebt; dieser Grenzwert soll 
dann als Länge des Kurvenbogens erklärt werden. 

Der Nachweis, daß der Grenzwert besteht, sobald gewisse 
Bedingungen erfüllt sind, fällt in das Gebiet der Integral- 
rechnung. Wir nehmen für die Kurven, welche wir in Betracht 
ziehen werden, diesen Grenzwert und somit den Begriff der 
Länge als vorhanden an. 

154. Das Bogendifferential in rechtwinkligen 
Koordinaten. Es sei 
0) y = f(1) 
die Gleichung einer gegebenen, auf rechtwinklige Koordinaten 
bezogenen Kurve MC (Fig. 68); die Länge s des Bogens M, M, 
welcher von einem festen Punkte M, 
und einem variablen Punkte M mit der 
Abszisse x begrenzt wird, ist eine ein- 
deutige Funktion von x: 


(2) 8s = F(z). 

Obwohl wir diese Funktion nicht kennen, 
sind wir imstande, ihren Differential- 
quotienten in bezug auf x auf Grund der Gleichung der Kurve 
zu bestimmen. 


Der Abszisse x + h = OP’ entspreche der Punkt M’ der 
Kurve und der Bogen MM = 4s sei eiförmig gekrümmt in 


CIT’ 
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dem Sinne, daß er beständig nach derselben Seite konkar ist. 
Konstruiert man in den Punkten M und M’ die Tangenten 
MT und M’T, so begrenzen diese mit der Sehne MM’ ein 
Dreieck MM’Q, und nach einem schon von Archimedes be- 
nützten Axiom ist 

MM’<ds<MQ+YQM); 
da ferner MQ+QM’<MR + RM’, so ist in verstärktem 


Maße 
MM'<d4ds<MR + RM. 


Nun ist (38, (2)) 
MM'’=YMN’+ NM’ =Vh + {fe + h — fap 
-VIF FEF ORY; 
(8) MR = MN. se NMT=hV1 + f(@); 
und weiter, wenn f(z) an der Stelle z auch einen endlichen 


zweiten Differentialquotienten hat, 
R M’ = NM'— NR = f(z + h) — f(x)— MN - tg NMT 
h? w , h! w 
=hf (2) + zf =Œ + 8h) — hf a) =f E +h), 
wobei 0, unbestimmte positive echte Brüche bedeuten; durch 
Einsetzung dieser Ausdrücke verwandelt sich die obige Rela- 
tion in 
(4) hYI + @FOh < As <hVI FTES + f (e+, 
woraus 
V1 Fr FOK < E<VIF EF + È f(E Dh). 
Unter der Voraussetzung, daß sich eine Umgebung von 
x angeben läßt, innerhalb welcher f’(z) stetig sich ändert, 
konvergieren die beiden äußeren Ausdrücke für lim A = 0 gegen 
die gemeinsame Grenze V1+f (x), und dies ist auch der 
Grenzwert des eingeschlossenen Quotienten, also der Differen- 
tialquotient des Bogens in bezug auf die Abszisse, so daß 


d — — 
(5) ds -V1 +r œ} 
Die Quadratwurzel ist positiv zu nehmen, wenn die Ån- 


ordnung so getroffen ist, daß der Bogen s mit der Abszisse 7 
zugleich wächst und abnimmt. 
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Durch Multiplikation mit dx ergibt sich daraus das Bogen- 
differential in rechtwinkligen Koordinaten 


(6) ds=Yy1l+fi(z)dz; 


demselben kann eine allgemeinere Form verliehen werden, wenn 
man f(x) durch den Quotienten = der Differentiale ersetzt; 
es wird dann 

(7) ds = Vda? + dy’; 

während die Formel (6) zu gebrauchen sein wird, so oft die 
Kurve in der Form (1) gegeben ist, kommt (7) zur Anwen- 
dung, wenn x, y als Funktionen eines Parameters u dar- 
gestellt sind. 

Die geometrische Bedeutung des Bogendifferentials (6) 
geht aus der Gleichung (3) unmittelbar hervor; es drückt jenen 
Abschniti der Tangente im Punkte M aus, welcher sich auf der 
Abssissenachse in dieselbe Strecke PP’ = dx projiziert, wie der 
Bogen MM’ selbst. 

Für diesen Bogen aber folgt aus (4), daß 


As <V1 +f (z}fdr+ ers da?; 


verbindet man diese Beziehung mit (6) durch Subtraktion, so 
ergibt sich 
ds — dr gza, 


daß also, dx als unendlich kleine Größe erster Ordnung an- 
gesehen, Is und ds selbst Größen erster Ordnung bedeuten, 
deren Unterschied jedoch eine Größe mindestens der zweiten 
Ordnung ist. Daraus ist der Schluß zu ziehen, daß das Ver- 
hältnis aus deħ Bogen 4s und dem Bogendifferential ds den 
Grenzwert 1 besitzt. | 


Denselben Grenzwert hat auch der Quotient aus dem 


Bogen 4s und der zugehörigen Sehne M M’ = c; denn aus dem 
oben angeführten Werte für MM’ und der Relation (4) folgt 


as YIEE |h_fetsm_, 
<e <Vıgr@tom t a AF rapon 
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der Ausdruck rechts konvergiert aber für lim h = 0 gegen die 

Grenze 1, daher ist bei demselben Grenzübergange auch 

(8) lim Z = 1; 

dies führt zu dem weiteren Schlusse, daß auch der Unter- 

schied zwischen dem Bogen und der Sehne eine Größe min- 

destens der zweiten Ordnung in bezug auf h oder dz ist. 
Wird auf einem Kreise vom Radius 1 ein Bogen begrenzt, 

dessen Zentriwinkel ð (im Bogenmaß) als Unendlichkleines 

erster Ordnung aufgefaßt wird, so hat man 





8 
As=b, c=2sn 2 =- +... 
KA 
lim — = lim =l, ds—c=2 ... 
J—— 


155. Das Bogendifferential in Polarkoordinaten. 
Von der Beziehung (8) wollen wir Gebrauch machen, um für 
eine auf ein Polarkoordinatensystem bezogene Kurve die Auf- 

Fig. 69. gabe zu lösen, den Differentialquo- 
tienten des Bogens in bezug auf die 
Amplitude zu bestimmen. 

| Sei s die Länge des Bogens 
M,M (Fig. 69), der in einem festen 
Punkte M, beginnend bei dem va- 
riablen Punkte M mit den Koordi- 
naten r, œ endet; über den Bogen 
M M'= ds, dessen Endpunkt M 
die Amplitude $ + 4g hat, machen 
wir eine ähnliche Voraussetzung wie 
im vorigen Artikel und sprechen sie hier dahin aus, daß der- 
selbe gegen den Pol entweder beständig konkav oder beständig 
konvex sei; die Sehne MM’ dieses Bogens werde wieder mit 
c und der Winkel LM M’, welchen sie mit der Verlängerung 
des Radiusvektors bildet, mit œ bezeichnet. 
Aus der Formel (8) folgt nun, daß auch 





. Is . c 
üm — 7 Um -jz 
dAp=079P p 
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d. h. daß 


ds _ lim 
do - lim zy 


Aus dem Dreieck O M M’ aber ergibt sich 
c:r = sin 4o : sin (o — 19); 





daraus ist 
sin so 
c=r sin (vo — 19) 
und weiter 
sin dp 
c Jp 


für lim Ip = 0 konvergiert * 





? gegen die Grenze 1 und w 
gegen den Winkel ©, welchen die Tangente MT mit der Ver- 
längerung des Radiusvektors einschließt (135); demnach ist 


A9=049 sin? 


und hiermit 
ds T 
9) dp 7 sin’ 
und wenn man für sin & den Wert aus 135 (36) einträgt, 
(10) = Vr Hr. 


Daraus erhält man für das Bogendifferential in Polarkoor- 
dinaten den Ausdruck 
(11) ds=Yr!+r’dp, 
der auch in der Gestalt 
(12) ds = Y(rdp)? + dr? 
geschrieben werden kann. 

Die geometrische Bedeutung des Bogendifferentials aber 
ergibt sich am einfachsten aus der Formel (9), derzufolge 

r 
ds = ein O dp 

ist; danach ist das Bogendifferential durch einen Kreisbogen 
vom Halbmesser -y und vom Zentriwinkel dọ darstellbar. 


9 
Wenn man also OP senkrecht zur Tangente MT und MR 
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senkrecht zum Radiusvektor zieht und mit dem Halbmesser 
OR (der übrigens mit der Polarnormale übereinstimmt) in den 
Winkel LOL’ den Bogen SS’ beschreibt, so ist 


ds = arc SF. 


$ 6. Krümmung ebener Kurven. 


156. Begriff der Krümmung, des Krüämmungsbalb- 
messers, Krümmungsmittelpunktes und Krümmungs- 
kreises. Eine Kurve M,C (Fig. 70) sei auf ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem bezogen. Für jeden Punkt M derselben istnicht 

Fig. 70. allein die Ordinate y = P M, sondern 
auch der von einem festen Punkte 
M, an gezählte Bogen s = M,M wie 
auch der Winkel r, welchen die Tan- 
gente MT mit der positiven Rich- 
tung der Abszissenachse einschließt, 
als bekannte Funktion von x anzu- 
sehen; insbesondere ist 
(1) t = Arctgy', 
unter Arctg y' den aus dem Intervall 
(0, x) genommenen zur Tangens y’ gehörigen Bogen verstanden. 

Wird z um 4x geändert, was dem Übergange vom Punkte 
M zum Punkte M’ entsprechen möge, so ändern sich s und 
t um die Größen As=are MM’ und Art = T'QT, und es 
bedeutet 





die Geschwindigkeit der Änderung des Bogens an der Stelle M, 
ebenso 


die Geschwindigkeit der Änderung des Winkels oder der Rich- 
tung der Tangente, beide bei gleichförmiger Änderung von 4 
mit der Geschwindigkeit 1 (22, 1)). 

Je rascher sich nun r im Verhältnis zu s ändert, um 30 
stärker, sagt man, sei die Kurve an der Stelle M gekrümmt, 
und man definiert geradezu das Verhältnis der Geschwindig- 
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keiten in der Änderung des Winkels r zu jener des Bogens s 
als Maß der Krümmung oder kurzweg als Krümmung der 
Kurve im Punkte M. Bezeichnet man die Krümmung mit k, 
so ist hiernach 





lim 2E & 
G 7 
4z=02 dz 
wofür auch kürzer geschrieben werden kann 
(3) k = lim Z = 2°. 


Man nennt das Differential des Winkels r den Kontingenzg- 
winkel des zu dz gehörigen Bogenelements, weil dr bis auf 
unendlich kleine Größen höherer Ordnung als dx den Winkel 
bestimmt, welchen die Tangenten in den Endpunkten dieses 
Bogenelements miteinander einschließen. Damit ist die von 
dem Koordinatensystem unabhängige Definition gewonnen, die 
Krümmung einer Kurve in einem Punkte sei der Quotient aus 
dem Kontingenswinkel durch das zugehörige Bogendifferential an 
der betreffenden Stelle der Kurve oder der Fig. 11. 
Grenzwert, dem der Quotient aus dem 
Winkel Ar der Tangenten in M und M’ 
durch den Bogen MM’ selbst bei bestän- 
diger Annäherung von M’ an M zustrebt. 


Aus der Gleichung (3) folgt: 





(4) ds= dr; 


dies besagt, daß das Bogendifferential und daher bis auf Größen 
höherer Ordnung auch das Bogenelement M M’ selbst als Bogen 
eines Kreises vom Halbmesser Z und vom Zentriwinkel dr an- 
gesehen werden kann. Bezeichnet man den Halbmesser dieses 
Kreises mit ọ und seine Krümmung in irgend einem Punkte 
mit k,, so ist (Fig. 71) 
As =odJt 
d aher 1 1? 
. Ar, 1 
k, = lim Zs, = 7 
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und vermöge 
1 
6) e24 
ist 
k = k,; 


d. h. der betrachtete Kreis hat in allen seinen Punkten dieselbe 
Krümmung, wie sie der Kurve im Punkte M zukommt. Aus 
diesem Grunde wird sein Radius ọ, welcher das Reziprok der 
Krümmung bedeutet, Krümmungsradius der Kurve im Punkte M 
genannt. 

Trägt man (Fig. 70) ọ auf der Normale in M vom Punkte M 
aus nach derjenigen Seite ab, nach welcher die Kurve konkav 
ist, und beschreibt man aus dem so erhaltenen Punkte 2 
einen Kreis vom Halbmesser ọ in der Ebene der Kurve, so 
wird der dem Punkte M zunächst gelegene Bogen dieses Kreises 
sich nur sehr wenig von den angrenzenden Bogenelementen 
der Kurve unterscheiden; man bezeichnet den so gezeichneten 
Kreis als den Krümmungskreis und seinen Mittelpunkt 2 als 
den Krümmungsmittelpunkt der Kurve im Punkte M. 


157. Darstellung in rechtwinkligen Koordinaten. 
Der analytische Ausdruck für den Krümmungshalbmesser er- 
gibt sich auf Grund der Gleichungen (2) und (5) wie folgt. 
Aus (1) erhält man 
dr a V_ 
dz 1—4 
nach 154, (5) ist ts 





d 7 
In Vi+ y’; 
daraus folgt die Krümmung 


(6) k= H 
a +y’ 
und der Krümmungshalbmesser 
nt 
1 
(7) p=" yN, 


Hierzu ist folgendes zu bemerken. Die Zählung des Bogens s 
soll derart erfolgen, daß er mit der Abszisse x zugleich wächst; 
dann ist die Quadratwurzel in dem Ausdrucke (7) positiv (154) 
und das Vorzeichen von ọ stimmt mit jenem von y” überein. 
Es ergibt sich also unter dieser Voraussetzung ọ positiv in einem 
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Punkte, in welchem die Kurve konkav nach oben, und negativ 
in einem Punkte, wo sie konkav nach unten ist (146). In 
einem Wendepunkte ist y” = 0, der Krümmungsradius wird dort 
unendlich, die Krümmung Null, der Krümmungskreis geht in 
eine Gerade, die Wendetangente, über. 

Die eben getroffene Festsetzung kommt auf dasselbe hin- 
aus wie die folgende. Man lasse die positive Richtung der 
Tangente der wachsenden Abszisse entsprechen und erzeuge aus 
ihr die positive Richtung der Normale durch positive Drehung um 
einen Rechten; dann soll die Krümmung und der Krüämmungs- 
radius positiv oder negativ sein, je nachdem der Krümmungs- 
mittelpunkt auf die positive oder die negative Normale zu 
liegen kommt. 

Bezeichnet man die Koordinaten des Krümmungsmittel- 
punktes mit x,/Yy,, den Winkel der positiven Normale mit der 
positiven Abszissenachse mit v, so ist unter allen Umständen, 
d. h. bei jeder Anordnung der Figur 
(8) | Zo — £ = ẹẸ C08 v, 

Yo — Y = ọ %ın V; 
da ferner v = t + 7 ‚je nachdem r spitz oder stumpf, so ist 
1 
tg v = — y? 
somit ergibt sich 
. 1 y 
sin v hy cos v jigy” 
die Wurzel positiv, weil sin v positiv ist; hiermit und mit Be- 
nutzung von (7) hat man aus (8): 


no tty 
(9) 1 + y? 
Y% =y4Y + “y 


Die Vergleichung der Formeln (7) und (9) mit jenen 152, (12) 
führt zu dem Satze: Der Krümmungskreis einer Kurve in einem 
ihrer Punkte. stimmt mit dem Oskulationskreise überein. 

Aus diesem Zusammenhang ergeben sich die folgenden 
geometrischen Beziehungen zwischen dem Krümmungskreis und 
der Kurve. Da die Oskulation in der Regel eine Berührung 
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der zweiten Ordnung ist, so befindet sich die Kurve in hin- 
reichender Nähe des Kurvenpunktes M auf einer Seite des- 
selben innerhalb, auf der andern Seite außerhalb des Krüm- 
mungskreises. Nur in Punkten, wo Superoskulation stattfindet 
und diese von ungerader Ordnung ist, liegt die Kurve in der 
beiderseitigen, entsprechend begrenzten Umgebung innerhalb 
oder außerhalb des Krümmungskreises; man bezeichnet solche 
Punkte als Scheitel der Kurve. 

Die Formeln (6), (7) und (9) sind unter der Annahme 
abgeleitet worden, daß die Abszisse x als unabhängige Variable 
gelte. Um die Formeln für eine beliebige unabhängige Variable 
zu erhalten, braucht man nur wieder von der Formel (3) aus- 


zugehen und y durch den Quotienten SY - der Differentiale zu 
ersetzen. Dann erhält man aus 
dy 
t = Arcig 37 
durch Differentiation 


dzd’y— dyd’z 
dr — nn  gedy —dydiz, 
148 dz?’ + dy? ? 
Fr 


ferner ist laut 154, (7) 


ds=Vdxr? + dy’, 


daher nach (3) und (5): 





(6*) k = dedy dysa 
(ax? + dy’) 
und 
(de? + dy’? 
(7*) e= åz d'y — dyd’z 
Aus 
t dx 
8% =— Ty 
erhält man weiter 
—-. 3Y 
sin v = ai ——, Cosy Van pap 
und hiermit auf Grund von (8): 
= (dx? + dy"dy 
To= T — — 


(9*) 
_ (dx? + dy)dx 
Yo =Y + Jzd'y— dyaz" 
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In allen diesen Formeln hat die Quadratwurzel das nämliche 
Vorzeichen wie dx zu bekommen, damit sin » positiv sei; das 
Differential der unabhängigen Variablen, also des Parameters, 
wird dabei immer als positiv angesehen. 


Ist die Kurve in der Form f(x, y)=0 gegeben, so ersetze 
man in (7) und (9) y’ und y” durch die aus 57, (9) und (10) 
resultierenden Werte und erhält so die Formeln: 


(T=) _ (+ hA 
OS Tal 
nor (fa? + fe 

(9%) 0 fzzfy?— 2fzyfafy + fyy f” 


W =y— + . 
fazfy — 2fzyfzfy+ fyy ts’ 

Der invariante Charakter des Krümmungshalbmessers, der 
geometrisch unmittelbar einleuchtet, ist an der Form (7*) 
leicht zu erweisen. Wendet man nämlich auf dieselbe die 
orthogonale Transformation (67, (2)) 


za, Hby + a’ +a’ =l a’ +b’ = 1 
Y = lT, + bY, + G b’ +b, —1 a+b =l 
ab, + abe =0 aa, +bb,—0 
an, SO wird 
dx =a dx, + b dy, dy = adx, + bdy,, 
dr = a,d’z, + b,d’y,, Ay = —R 4 b,d’y,, 
daraus 
dz? + dy? = dz? + dy,’ 
dx dy | ‚a,b, dz, dy, 


daꝑ d’y J a,b, |, 
infolgedessen verwandelt sich der bezeichnete Ausdruck für 
ein 


(dz, + dy, N 
A(dz,d’y, — dy,d’z,)’ 


und da der Modul 4 der Transformation den Wert + 1 oder 


—1 hat, so ist die Invarianz des absoluten Wertes erwiesen; 


das Vorzeichen hängt in der Tat vom Koordinatensystem ab. 
Csuber: Vorlesungen. L 3. Aufl. 27 





418 Erster Teil. Differential-Rechnung. 


158. DerKrümmungsmittelpunktalsletzterSchnitt 
zweier benachbarten Normalen. Der Krümmungsmittel- 
punkt kann geometrisch noch in anderer Weise charakterisiert 
werden. Es ist nämlich der Krümmungsmittelpunkt zu dem 
Punkte M die Grenze, gegen welche sich der Schnittpunkt der 
Normale in M mit der Normale in M’ hinbewegt, wenn M' auf 
der Kurve unaufhörlich dem Punkte M sich nähert. 


Wir wollen dies gleich unter der allgemeinen Voraus- 
setzung nachweisen, daß x, y als Funktionen eines Parameters 
u gegeben sind. Dann ist die linke Seite der Gleichung der 
Normale im Punkte M (133, (27)): 


(10) (E — z)dæ + (m — y)dy = 0 

nach Unterdrückung des Faktors du eine Funktion von &,7,4 
und werde als solche durch Y(&, n, u) bezeichnet, so daß an 
Stelle von (10) geschrieben werden kann: 

(11) VE, n, u) = 0; . 

die Normale in M’, welchem Punkte der Parameter u + Ju 
zukommen möge, ist durch 

(12) VCE, n, u + 4u) = 0 

dargestellt. An die Stelle der Gleichungen (11) und (12) 
können auch (11) und 

(13) Yen u Ham FE, n =0 

gesetzt werden. Aus diesen wäre der Schnittpunkt der beiden 
Normalen zu bestimmen; da es sich aber um seine Grenzlage 
handelt, so lasse man in (13) 4u gegen Null konvergieren; 
dadurch geht diese Gleichung über in 


ou ? 
oder aber in 
(18%) 4,7, m u) = 0 
und diese bestimmt mit (11) zusammen den Grenzpunkt. Seine 
Koordinaten ergeben sich also aus 
(14) (6-94 +(n—y)dy = 0 
(E — DA + (q — y) y = d + dy’ 
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durch Auflösung in bezug auf & und n; diese liefert aber 


t — g — ray 
dxd’y — dyd’z 


(dx? + dyN)dz 
n= Y + Izay — dyd'a’ 
Werte, die in der Tat mit den in (9*) gefundenen Koordinaten 


des Krümmungsmittelpunktes übereinstimmen. Dabei ist die 
Voraussetzung gemacht, daß 


dx dy ' 


ray t 


daß also der Punkt xz/y nicht Wendepunkt sei (146). Für 
einen solchen wird der unendlich ferne Punkt der Normale 
Krümmungsmittelpunkt. 


159. Die Evolute einer Kurve. Evolventen. Der 
Ort der Krümmungsmittelpunkte einer gegebenen Kurve ist 
eine neue Kurve, welche man als Evolute der gegebenen be- 
zeichnet, während diese eine Evolvente von jener genannt wird. 
Die Namen sind in gewissen Eigenschaften dieser Linien be- 
gründet, welche alsbald nachgewiesen werden sollen. 


Was zunächst die Gewinnung der Gleichung der Orts- 
kurve der Krümmungsmittelpunkte oder der Evolute anlangt, 
so ist folgendes zu bemerken. Ist die Kurve in einer der 
Formen y = F(x) oder f(z, y) = 0 gegeben, so hat man zwi- 
schen ihrer Gleichung und den beiden Gleichungen (9), be- 
ziehungsweise (9**), die Koordinaten x, y zu eliminieren, um 
die Beziehung zwischen z,, Y,, d. i. die Gleichung der Evolute 
zu erhalten. Wenn hingegen die Kurve durch einen Parameter, 
also in der Form z=g(u), y = y(u) dargestellt ist, so hat 
man zwischen diesen und den beiden Gleichungen (9*) die 
Variablen x, y, u zu eliminieren, um zu demselben Ziele zu 
gelangen. 

Um die charakteristischen Eigenschaften der Evolute zu 
erweisen, gehen wir von den Gleichungen (14) aus, welche 
zwischen den Koordinaten x/y eines Punktes der gegebenen 
Kurve und den Koordinaten z,/y, des Krümmungsmittelpunktes, 


27? 
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also des ihm zugeordneten Punktes der Evolute, die folgenden 
Beziehungen zum Ausdruck bringen: 


(zo — 2)dz + (% — y)dy =0, 

(2o — JA’ + (Yo — y)dy = da? + dy’. 
Differentiiert man die erste dieser Gleichungen, so ergibt sich 
zunächst 

(din dz)dar + (du —dy)day+ (x,—z)dz+(ya—y)ty=0, 
und dies reduziert sich im Hinblick auf die zweite Glei- 


chung auf 
(15) da,dze + dydy = 0, 
woraus 
dy, — I 
dz 


Diese Gleichung besagt, daß die Tangenten in zusammen- 
gehörigen Punkten der gegebenen Kurve und ihrer Evolute 
senkrecht aufeinander stehen; da nun der Punkt x,/y, in der 
Normale des Punktes z/y liegt, so folgt daraus der Satz: Die 
Normalen der gegebenen Kurve sind Tangenten der Evolute. 
Aus den Gleichungen 157, (8): 
Ty — T = ọ COB V 
Yo — Y =E sin v, 
welche die Beziehungen zwischen den Koordinaten, dem Krüm- 
mungshalbmesser und dem Richtungswinkel der Normale eines 
Punktes der gegebenen Kurve und den Koordinaten des zu- 
geordneten Punktes der Evolute darstellen, erhält man durch 
Differentiation: 
dx, — dz = dọ cos v — ọ sin vdv 
dY, — dy = dọ sin v + ọ cos vdv; 
bildet man die Summe dieser Gleichungen, nachdem man sie 
vorher quadriert hat, unter Rücksichtnähme auf (15), so ent: 
steht: 
dz + dy + da? + dy? = dọ? + od; 
nun ist aber dx,? + dy, das Quadrat des Bogendifferentials ds, 
der Evolute, dxz?+ dy? das Quadrat der zugeordneten Bogen- 
differentials ds der gegebenen Kurve; da ferner der Winkel v 
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der Normale mit der Abszissenachse dem Betrage nach um 
ebensoviel sich ändert wie der Winkel r der Tangente, so ist 
dv = dr”; daher läßt sich die letzte Gleichung in der Form 
ds. + ds? = do? + o?dr? 

schreiben, und da mit Rücksicht auf die Formeln 156, (3), (5) 
= L ist, so reduziert sie sich auf 

dso’ = de’, 
woraus 
(17) ds, = + dọ. 
In zusammengehörigen Punkten der Evolute und der gegebenen 
Kurve haben die Funktionen, welche den Bogen der ersteren und 
den Krümmungshalbmesser der letzteren ausdrücken, dem Betrage 
nach gleiche Differentiale, bei demselben Differential der unab- 
hängigen Variablen. 

Von den beiden Vorzeichen gilt das obere oder untere, je 
nachdem s und ọ in gleichem oder im entgegengesetzten Sinne 
sich ändern. 

Solange ein und dasselbe, z. B. das positive Vorzeichen 
gilt, können sich die Funktionen s, und ọ nur um eine Kon- 
stante unterscheiden (38); also ist dann 


So = +c; 
wendet man diese Gleichung auf den Anfangspunkt 2, der 
Zählung für die Bögen der Evolute an, Fig. 72. 


welchem auf der gegebenen Kurve C (Fig. 72) 
der Punkt M, mit dem Krümmungsradius o, 
entsprechen möge, so lautet sie: 





0=ọ +c 
und gibt in Verbindung mit der obigen: 
(18) So = ọ — 01. 


Hiernach ist ein Bogen Q,Q der Evolute gleich der Diffe- 
renz der in seinen Endpunkten endigenden Krümmungsradien 
MR, MQ der gegebenen Kurve, vorausgesetzt, daß der Krüm- 
mungsradius von M, bis M in gleichem Sinme sich ändert. 

Weil die Bestimmung von ọ nur Differentiationen er- 
fordert, so ist es zufolge der Beziehung (18) möglich, einen 
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beliebigen Bogen der Evolute einer gegebenen Kurve bloß mit 
Hilfe der Differentialrechnung zu bestimmen. 


Auf die durch (18) ausgedrückte Eigenschaft gründen sich 
die Namen Evolute und Evolvente. Befestigt man nämlich 
einen biegsamen, nicht dehnbaren Faden von der Länge ọ = MQ 
mit dem einen Endpunkte in Q, legt ihn an den Bogen 22, 
so an, daß er ihn bei 2, in tangentialer Richtung verläßt, so 
kommt der andere Endpunkt des Fadens nach M,. Wird nun 
der Faden bei fortwährender Spannung von der Kurve QQ, 
abgewickelt, so beschreibt sein freier Endpunkt den Bogen M, M 
der gegebenen Kurve. Auf die Evolute ist also der Faden auf- 
gewickelt und die Evolvente entsteht durch seine Abwickelung. 


Auch jeder andere Punkt des Fadens Q, M, und seiner 
Fortsetzung über M, hinaus beschreibt eine Linie, die wie C 
die Eigenschaft hat, auf der Richtung des Fadens überall senk- 
recht zu sein. Zu einer Kurve, als Evolute aufgefaßt, gehören 
also unzählich viele Evolventen. Über ihr System wird in der 
Integralrechnung des näheren gesprochen werden. 


Treffen Evolute und Evolvente in einem Punkte 2, zu- 
sammen, so ist 
Q M, = are Q Q, 
QM = arc QQ, 
usw. 


Diese Gleichungen charakterisieren die Kurve M, M als eine 
Evolvente der Kurve Q Q. 


Hat die gegebene Kurve einen Wendepunkt, so ist die 
zugehörige Normale Tangente der Evolute in einem unendlich 
fernen Punkte, also Asymptote derselben. Erlangt der Krün- 
mungsradius der gegebenen Kurve in einem Punkte einen erx- 
tremen Wert, so ist die Normale in diesem Punkte Tangente 
an zwei Aste der Evolute und diese weist also eine Spitze auf. 


160. Beispiele, betreffend die Bestimmung von 
Krümmungsradien, KrüämmungsmittelpunktenundEvo- 
p? 
y* 
und hiermit ergibt sich der Krümmungshalbmesser, je nachdem 


luten, 1) Für die Parabel y'= 2pz ist y = È, y” = — 
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man ihn durch die Ordinate oder durch die Abszisse ausdrückt: 
„+y  _(e+2nt, 
Q p? 0 


vom Vorzeichen, das für y >Q negativ und für y < 0 positiv 
ausfällt, ist dabei abgesehen worden. 
Die Ausführung der Gleichungen 157, (9) gibt: 


u=p+B3r 
3 

Yo = — 753 

eliminiert man mit Zuhilfenahme der Kurvengleichung z und y, 

so kommt man zu der Gleichung 


8 
% = īp np)", 


welche die Evolute darstellt; diese ist also eine algebraische 
Kurve von der dritten Ordnung und führt den Namen semi- 
kubische oder Neilsche Parabel (134, 1)). 

Der Krümmungsradius hat im Scheitel den kleinsten Wert 
=p; der Punkt p/O ist also eine Fig. 73. 

Spitze der Evolute. 

Weil »— 2—2(2+ 3.) die Pro- 
jektion der Strecke MQ (Fig. 13) 
auf der Abszissenachse und x + £ die 
Projektion der Strecke QM der Nor- 
male zwischen der Leitlinie RR’ und 
dem Punkte M auf derselben Achse 
ist, so ist auch MQR=2QM. Man 
erhält demnach den Krümmungshalb- 
messer eines Punktes der Parabel durch 
Verdoppelung des Abschnittes der Normale, welcher durch die 
Leitlinie der Parabel gebildet wird. 

Der Bogen $2 der Neilschen Parabel, als Differenz 


zwischen MR und OS, hat den Ausdruck a s% — p.*) 


— — — — — — 





+) Dies ist das erste Beispiel einer algebraischen Berechnung eines 
Kurrenbogens, von Neil 1657 (Philos. Trans. 1678) ausgeführt. 
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2) Aus der bekannten Konstruktion der Ellipse mittels 
zweier mit den Radien a, b beschriebenen konzentrischen Kreise 
(Fig. 74) ergibt sich folgende Darstellung derselben. Wählt 
man den Winkel BOK = ọ, welchen der Halbmesser OK, 
aus dem sich der Punkt M der Ellipse ableitet, mit der kleinen 
Achse einschließt, als veränderlichen 
Parameter, so drücken sich die Koor- 
dinaten OP, PM vom M wie folgt aus: 

z=qasinp 
Y = b cos Q; 
man nennt ꝙ die exzentrische Anomalie 
des Punktes M. 

Auf Grund dieser Gleichungen er- 
gibt die Formel 157, (7*) den Krüm- 
mungsradius (seinem absoluten Werte 
nach) 


Fig 14 


(20) 





[a? — (a? — b sin’p} 
7 — , 


woraus sich seine extremen Werte unmittelbar erkennen lassen: 


der größte für 9=0 gleich der kleinste für p= ; 


a? 
>’ 
gleich », man konstruiert sie, indem man zu A’B die Senk- 
rechten A'D und BE errichtet, wodurch OD = < und 


OE = “ erhalten wird. 
In Ausführung der Formeln 157, (9*) findet man ferner: 





a—b! . 
To = sin? p 
a? — b? 5 
Yo = 7 7,79085 9; 
wird zur Abkürzung 
a’— b? 





= 0A—0E=04=% 


2? p? 
—5— =0D-B0=0B, =h 





gesetzt und p eliminiert, so folgt 
2\% , (%\% 
(21) (G+ (gy 1 
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als Gleichung der Evolute der Ellipse. Es ist eine aus vier 
gleichen Quadranten von der Form A,B, zusammengesetzte 
Kurre mit vier Spitzen; auf rationale Form gebracht lautet 
ihre Gleichung: 


x,\? 13 3 2,\2 /y,\? 
ee (ae) 
und läßt erkennen, daß es eine Kurve sechster Ordnung ist. 
Die Länge des Quadranten A,B, der Evolute ergibt sich 
als Differenz zwischen dem größten und kleinsten Krümmungs- 


halbmesser, ist also gleich 


Setzt man in den Ausdrücken für a,, b, an Stelle von b 
das Produkt bY— 1, so daß 


wird, so geht die Gleichung (21) über in 


z\t /%\% 

(a) - (5) =l, 
und dies stellt die Evolute der Hyperbel von den Halbachsen 
a, b dar, weil durch den gleichen Prozeß die Gleichung 


g? y?’ 
tan! 
der Ellipse in die Gleichung der Hyperbel sich verwandelt. 


3) Bei dem Cartesischen Blatt (129, 3) und Fig. 35 da- 


selbst) 1” Bary + y—= 0 


ist die Frage nach dem Krümmungsradius im Ursprung inso- 
fern unbestimmt, als sich dort zwei Äste der Kurve schneiden; 
wegen der Symmetrie in bezug auf die Halbierende des Koordi- 
natenwinkels haben aber beide dort dieselbe Krümmung; es ist 
also gleichgültig, für welchen Ast man o bestimmt. Wir 
wählen dazu den Ast, der die Abszissenachse berührt, haben 
es also mit dem Punkt 


z=0, y=0, y =0 
zu tun und brauchen für ihn nurmehr y” zu bestimmen. Nun 
gibt zweimalige sukzessive Differentiation der Kurvengleichung 
£? — ay — azy +y’y =0 
22 — 2ay' — azy” + yy? + y’y” = 0; 
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die erste dieser Gleichungen wird durch die obigen Werte tat- 
sächlich befriedigt, die zweite aber liefert keine Bestimmung 
für y”; differentiiert man sie nochmals: 


2 — Bay” — azy” + 2y”? + 6yy'y” + y?y” = 0, 


so gibt dies für den betrachteten Punkt y” = -n folglich 
3a 
0 =g] 
4) Für die Lemniskate (132, 2)) 
(m +y) — ara 99 — 0 
in den Berührungspunkten der Doppeltangenten den Krüm- 
mungsradius zu bestimmen. 

Die Lemniskate bat zwei Doppeltangenten, das sind Ge 
rade, welche sie zweimal an verschiedenen Stellen berühren; 
beide sind der x-Achse parallel. Man bekommt ihre Berührungs- 
punkte, indem man in der nach x differentiierten Kurven- 
gleichung: 

2 + yet yy) — a(z — yy) = 0 
y'= 0 setzt und hierauf aus beiden x, y rechnet; man erhält 
für den Punkt im ersten Quadranten — und es genügt, diesen 
allein zu betrachten — 


3 i , 
2-3 V5 v-3V5, v=o 
Um sein y” zu finden, hat man in dem Ergebnis der zweiten | 


Differentiation: 


4Az+yyP’ +2 P yty ell -y?—yy’)-0 


diese Werte einzusetzen und bekommt so y’= — 3⁄3, mit- 
hin ist 
ay? 
Q — - ye, 


5) Die Bedingung, unter welcher ọ oder 


einen extremen Wert erlangt, ergibt sich durch Nullsetzen 
der Ableitung K und lautet, wenn man von Wendepunkten 


dx 
gleich absieht: 
| By y? — Hyd". 
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Zu demselben Resultat führt die Forderung, daß der Os- 
kulationskreis superoskuliere; denn differentiiert man die zweite 
Gleichung (11), 152: 


1 +n? + (a — An’ = 0 
nochmals und eliminiert hierauf ß, so ergibt sich 

3ng? — At, 
was sofort in die obige Gleichung. übergeht, wenn man die 
Berührungsbedingungen einführt. 

In jedem Punkte also, wo der Krümmungsradius einen 
extremen Wert annimmt, findet Superoskulation statt. Als 
Scheitel soll aber ein solcher Fig. 78. 

Punkt nur dann bezeichnet Y 
werden, wenn die Superosku- 
lation von ungerader Ord- 
nung ist. 

6) Für die gemeine Zy- 
koide (130, a)) ergibt sich auf 
Grund der Gleichungen 


c 


z=a(u — sin u) 

y = a(l — cos u) o 
mit Zuhilfenahme derselben Formeln wie im Beispiel 2) zu- 
nächst der absolute Wert des Krämmungshalbmessers 
u 
5 
da die Länge der Normale N = MA = 2a sin 5 (Fig. 75) ist, 
so wird der Krümmungshalbmesser durch Verdoppelung der 
Normale erhalten. 

Weiter findet man 


ọ = 4a sin 


T= alu + sinu) 
Y, = — a(l — cos u); 


wird eine Translation des Koordinatensystems ausgeführt ge- 
mäß den Gleichungen 
Zo = To + xA 


Y = Yo — 2a, 
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so hat man für die neuen Koordinaten die Ausdrücke: 
xo = a(u — x +sinu)=alu — n — sin (u — x)) 
Yo =a (1 + cos u) = a(l — cos (u — x)), 
oder, wenn noch u — x = u gesetzt wird: 
xo = a (w — sin u’) 
y = a(l — cos w’). 

Daraus geht hervor, daß die Evolute der gemeinen Zy- 
kloide eine ihr kongruente Zykloide ist, gegen sie verschoben 
im Sinne der z-Achse um xa, im Sinne der ÖOrdinatenachse 
um — 2a. 

Die Länge des Bogens OC, der Evolute ist gleich dem 
Unterschiede der Krümmungsradien in C und O; der erste ist 
4a, der zweite 0, daher arc OC, =arc OC = 4a und arc OCB 
= ĝa. 

161. Fortsetzung. Krümmungsmittelpunkte der 
Rollkurven. Als Beispiel einer infinitesimal-geometrischen 
Betrachtung wollen wir die Bestimmung des Krümmungshalb- 
messers und Krümmungsmittelpunktes einer Rolikurve vor- 
nehmen, eine Aufgabe zugleich, die wegen ihrer Allgemeinheit 
und Tragweite von Bedeutung ist. 

Bezüglich der Definition der Rollkurven sei auf 130 ver- 
wiesen. Der Betrachtung braucht aber nicht eine „beliebige“ 
Polbahn und Polkurve zugrunde gelegt, sie darf vielmehr auf 
den Fall beschränkt werden, daß beide Linien Kreise sind. 
Denn, um für einen Punkt einer beliebigen Rollkurve den 
Krümmungsmittelpunkt zu bestimmen, kann man Polbahn und 
Polkurve durch ihre Oskulationskreise im momentanen Dreh- 
pol ersetzen, das Resultat des infinitesimalen Abrollens, soweit 
die Krümmung in Betracht kommt, wird dadurch nicht ge 
ändert. 

In Fig. 76 seien K, der feste, K der bewegliche Kreis, 
O,, O ihre Mittelpunkte, A, der momentane Drehpol. Bei 
einer Fortsetzung der rollenden Bewegung wird der Punkt A 
des beweglichen Kreises auf den Punkt A, des festen zu liegen 
kommen; dabei ist 

A,A = 44, = 46 
und kommt AO in die Verlängerung von 0,4,; man kann 
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diese Endlage auch durch Translation der Figur X um die 
Strecke AA, und nachherige Drehung um die Summe 40 
+ 4o, der Winkel bei O und O, bewerkstelligen; hierbei 
kommt P zuerst nach Q, so daß PQ parallel und gleich AA,, 
und hierauf nach P’ durch Drehung von Q um A, durch den 
ebengenannten Winkel. Das Ele- 
ment PP’= As der Bahn kann 
aber bis auf Größen höherer 
Kleinheitsordnung als Kreisbo- 
gen vom Radius A,P und dem 
Zentriwinkel 4o + Jo, ge- 
rechnet werden. Da ferner der 
Beginn der Bewegung als Ro- 
tation um A, erscheint, so ist 
Ihre Anfangsrichtung senkrecht 
zu A,P, daher ist P.A, die Nor- 
male der Bahn im Punkte P. 
In gleicher Weise ist P’A, die 
Normale in P’, folglich der 
Schnittpunkt 2 der beiden letzt- 
genannten Linien der Krüm- 
mungsmittelpunkt der Bahn im Punkte P. Bezeichnet man 
den Winkel bei 2 mit Ar, so ist der Krümmungsradius 


_ 48 _ p(do +Jo,) 


Fig 16. 





wenn AP =p gesetzt wird. Wenn weiter 4,0 = R, 4,O,=R,, 
Winkel PA,O = 0, und wenn aus & der Kreisbogen A, B be- 
schrieben wird, so hat man: 


do do 
do=7; do, =E 


und bis auf Größen höherer Ordnung: 
AB do.cos0 


aiT ep’ 
dies alles in den obigen Ausdruck eingesetzt, gibt: 
(at z)re-r 


cos 0 ? 


Art = 
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welche Gleichung sich in die Form bringen läßt: 
1 1 1 1 
(22) ($+) oost E. 


die ihr Savary*) gegeben hat. Bei Berücksichtigung der 
Vorzeichen von R, R, und ọ läßt sie sich auf alle gegen- 
seitigen Lagen von K und K, übertragen. Aus ihr ergibt sich 


cos 0 


(23) e-r 1 1 cos Ô ` 


Der Krümmungsmittelpunkt ergibt sich durch folgende 
Konstruktion. Nachdem man die Normale P4, des Punktes 
Fig. 17. P (Fig. 77) gezogen und zu ihr in 4 
das Lot A,C errichtet hat, verbinde 
man P mit O und verlängere bis 
zum Schnittpunkt C mit dem eben 
erwäbnten Lote; diesen verbinde man 
mit O,, wodurch auf der Normale 
der Krümmungsmittelpunkt & aus- 
geschnitten wird. Zum Zwecke des 
Beweises nehme man an, daß & tat- 
sächlich der Krümmungsmittelpunkt 
sei; dann bleibt zu zeigen, daß die 
Geraden PO und 0,2 das genannte 
Lot in einem Punkte schneiden. Angenommen, sie schnitten 
es in den Punkten C und C,; zieht man ON und O,N, nor- 
mal zu PQ, so ergeben sich aus den beiderseits entstehenden 
Paaren ähnlicher Dreiecke die Ansätze: 





AC LP _ 
RsinO p — R cos0’? 
A, C, ọ— Pp 





R, sinô R, cos0 — (ẹọ — p)’ 
beide Gleichungen ergeben aber unter Zuziehung von (23) den 
gleichen Wert für A,C wie 4,0. 
Man wende die Formel (23) und die vorgeführte Kon- 
struktion auf die Zykloiden, die Epi- und Hypozykloiden 
an (130). 


+*+) Journal de Mathématiques, 1845, p. 205. 
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162. Darstellung in Polarkoordinaten. Die Be- 
stimmung des Krümmungshalbmessers und Krümmungsmittel- 
punktes für eine auf ein Polarsystem bezogene Kurve gestaltet 
sich folgendermaßen. 

Die Tangente MT des betrachteten Punktes M (Fig. 78) 
mit den Koordinaten r/p bilde mit der Verlängerung des 
Radiusvektors den Winkel 0, mit der Polarachse den Winkel zt; 
vermöge der Beziehung Fig. 18. 


r=0+p 
ist der Kontingenzwinkel 
dr = d0 + dọ; 


und da 0 = arc tg I (135), weiter: 


2— * 2 2 Z SE ⸗⸗ 
— — 
ferner ergab sich für das Bogendifferential der Ausdruck 
(155, (11)) 








ds-Vr + ^ dọ. 
Mithin ist der Krümmungshalbmesser 

"+ rn 
(24) = —* rr 
(vgl. 65, 1), woselbst dieser Ausdruck aus jenem für recht- 
winklige Koordinaten auf analytischem Wege, durch Transfor- 
mation der Variablen, abgeleitet wurde; er ergibt sich, falls 
man die Wurzel im Zähler positiv nimmt, positiv oder negativ, 
je nachdem die Kurve im Punkte M gegen den Pol konkav 
oder konvex ist (147). 

Der erstere dieser beiden Fälle liegt der Fig. 78 zugrunde; 
die nach der konkaven Seite der Kurve gezogene Normale 
schließt mit der Leitstrahlverlängerung den Winkel 0 + 5 
ein; wird ọ von M aus nach dieser Seite abgetragen, so ergibt 
sich der Krümmungsmittelpunkt 2, dessen Koordinaten r,/9, 
sein mögen. Durch Projizieren des Linienzuges O2M auf den 
Radiusvektor ergibt sich die Gleichung: 


(25) ro COB (Po — P) — ọ cos (0 + 3) =r, 
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und durch Projizieren auf die zum Leitstrahl senkrechte Ge- 
rado dio Gleichung 


(26) ra sin (Po — p) — ẹ sin (0 + $) = 0. 


Aus diesen Gleichungen erhält man unter Zuziehung von (24) 
und 135, (36): 


r!— rr)r 
fo cos (Po — P) = ern 


Lenz 
r, sin (Po — p) = —* pa 
zur Bestimmung von r,, Po- 
Eliminiert man zwischen den Gleichungen (27) und der 
Gleichung der zugrundeliegenden Kurve r, p, so ergibt sich 
Fig. 79. die Polargleichung der Evolute. 
ze I Die Gleichungen (27) blei- 
ben auch dann aufrecht, wenn 
die Kurve in M gegen den 
Pol konvex, ọ also negativ ist 
(Fig. 79); dann nämlich schließt 
die nach der konkaven Seite 
gezogene Normale mit der Ver- 
längerung des Radiusvektors 
den Winkel 0 — S ein und an die Stelle von (25), (26) treten 


die Gleichungen: 
To CO8 (Po — P) — (— E) cos (0 — 3) =r 


(27) 








rasin (Po — P) — (— e)sin (0 — $) = 0, 
die sich aber mit ihnen decken. 
163. Beispiele. 1) Bei der archimedischen Spirale 
(136, 1)) 


r=09 
hat man für den Krümmungshalbmesser den Ausdruck: 


und für den Krümmungsmittelpunkt die Gleichungen: 
a'r 
ro CO8 (Po — P) = zar F r 


rasin (Po — P) = ° . 
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Aus den letzteren ergibt sich 


alter tat a, 
0 ptt tar’ tat ? 


daraus geht hervor, daß r, zwischen den Grenzen = und a 


gelegen ist, die untere Grenze für r =O annimmt und der 
oberen für lim r = co sich nähert; infolgedessen ist die Evolute 
der archimedischen Spirale zwischen den beiden Kreislinien 


r= S und r = a eingeschlossen und nähert sich der letzteren 
asymptotisch. 

Die Konstruktion des Krümmungsmittelpunktes kann nach 
der in 161 für Rollkurven entwickelten allgemeinen Methode 
geschehen. | 

2) Die logarithmische Spirale (136, 3)) 

r = ae"? (a > 0) 
hat den Krümmungshalbmesser 
= ryi +m , 
und für den Krümmungsmittelpunkt gelten die Gleichungen: 
fa CoB (Po — p) = 0 
rosin (Po — p) = mr, 
aus welchen sich zunächst 
Po— PỌ =+ Z 
ergibt, je nachdem m positiv oder negativ ist; hiermit liefert 
die zweite 
fo = + mr. 
Die Elimination von r, ọ gibt 


n 
m {Po F 3) 
To = + mae ; 


n 
setzt man +mae ° = A, so schreibt sich diese Gleichung 
To = Ae P 
und läßt erkennen, daß die Evolute der logarithmischen Spirale 
eine ihr kongruente Kurve ist. 
3) Bei den Sinusspiralen (136, 4)) 
r” = a"sinnp 


gestaltet sich die Bestimmung von o am einfachsten, wenn 


Ozuber, Vorlesungen. I. 3. Aufl. 28 
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man auf ds und dr zurückgeht. Wie nämlich an der zitierten 
Stelle gefunden wurde, ist 0 = np + kx, folglich 

dt = d0 + do = (n + 1)dọ; 


ferner r’ = r cotg no , demzufolge 


und 
de r . 
rn (n+ 1)sinnp’ 





Da nun |sinsp| = sin® und osin® die Projektion des Krüm- 
mungsradius auf den Leitstrahl bedeutet, so steht diese Pro- 
jektion zum Leitstrahl selbst in dem 
Verhältnis 1:(» + 1). Dasselbe Ver- 
hältnis hat also der Krümmungsradius 
zur Normalenlänge, woraus sich seine 
einfachste Konstruktion ergibt. 

Man wende dieses Ergebnis auf 
die Lemniskate, Kardioide, Parabel und 
gleichseitige Hyperbel als Sonderfälle 
der Sinusspirale an. 

4) DiegemeinsamePolargleichung 
der Kegelschnittslinien lautet: 
(28) r= IIi oio ; 
dabei dient ein Brennpunkt F (Fig. 80) als Pol, die Brenn- 
punktsachse als Polarachse und p bedeutet den Halbparameter, 
€ die numerische Exzentrizität, welche ein echter Bruch, die 
Einheit, ein unechter Bruch ist bzw. bei der Ellipse, der Parabel 


und der Hyperbel; &= 0 entspricht der Kreis. 
Mit Hilfe der Ableitungen 


J pesing 
(1 + £ cosg)?’ 


„n _ pele + cosg + e sinꝰ ꝙ) 
— (1 + £ cosg)’ 


ergibt sich der Krümmungshalbmesser 


Yıt 2e cosg + e*l? 
e=p] rate] ` 


Fig. 80. 


r 


r 
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Weil die Kurve konkav ist gegen den Pol, so bildet ihre 
Normale mit der Verlängerung des Radiusvektors den Winkel 
0+ z, mit dem Radiusvektor selbst also den Winkel 


v-7—0 
und es ist somit 


— r 1 -+ & cosg 
cotg y = tg = 7 = rang ? 


woraus 
e sino Y = 1 + cosg 


Vi + 2ecosg + e?’ cos V1 F 2ecosp F et 


Hiernach ist zunächst 


sin y = 


? 
e = cosy ` 
Bezeichnet man ferner die Länge der Normale MN mit 
N, so folgt aus dem Dreieck NFM: 





N sing 
r einp—%)’ 
und da 
. . . sin ꝙ 
sin (pP — y) = sinp cos y — sin cos ọ = ETTET 
so ist 
pteropo te P 
= 1+Ẹ}ecosg — cosy 
Demnach hat man auch 
N 
e = cos? ꝓp 


und kann auf Grund dieser Gleichung ọ und somit auch den 
Krüämmungsmittelpunkt leicht konstruieren, indem man NQ 
senkrecht zu MN und hierauf QQ senkrecht zu MF führt; 
es ist dann MQ =ọ und Q der Krümmungsmittelpunkt. 


$ 7. Die singulären Punkte ebener Kurven. 


164. Die einfachen Singularitäten algebraischer 
Kurven. Wenn die Ordinate y als eindeutige stetige Funktion 
von z definiert ist und an der Stelle x, einen vollständigen 
endlichen Differentislquotienten besitzt, so heißt der Punkt 
Ty ein gewöhnlicher Punkt der betreffenden Kurve. Das geo- 

28* 
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metrische Merkmal eines solchen Punktes M, (Fig. 81) besteht 
darin, daß die Kurve in demselben eine Tangente T’T” be- 
sitzt und daß die Strahlen M,M’, M,M”, welche ihn mit 
beiderseits nahe benachbarten Punkten M’, M” verbinden, mit 
den Strahlen M,T’, M,T” kleine Winkel, miteinander also 
Fig. 81. einen nahezu gestreckten Winkel ein- 

T” schließen. Diese Merkmale bleiben auch 

bestehen, wenn M, ein Wendepunkt ist. 
c Zu besonderen Erscheinungen ist 
dann Anlaß gegeben, wenn y oder sein 
Differentialquotient oder beide zugleich 
für einzelne Werte von x aufhören defi- 
= -X niert zu sein, oder wenn y als mehr- 

deutige Funktion von x gegeben ist. 


Wir fassen zunächst den letzten Fall ins Auge und nehmen 
an, eine algebraische Kurve n-ter Ordnung sei durch die 
Gleichung 


(1) f, y) — 0 
gegeben, deren linke Seite eine ganze Funktion von z, y (13) ist. 


Ist m (< n) der Grad der Gleichung in bezug auf y, so 
entsprechen jedem besonderen Werte von x m Werte von y, 
die reell oder imaginär sein können. Sind sie sämtlich unter- 
einander verschieden und erteilt man dem x einen genügend 
kleinen Zuwachs h, so werden auch die zu x + h gehörigen 
Werte von y untereinander verschieden sein und den früheren 
sehr nahe liegen, in der Weise, daß jedem Werte y der ersten 
Gruppe ein bestimmter Wert der zweiten Gruppe sich wird 
zuordnen lassen, der sich umsoweniger von ihm unterscheidet, 
je kleiner h angenommen ward. In solcher Weise lassen sich 
die Wurzeln y der Gleichung (1) nach dem Prinzip der Stetig- 
keit zu Funktionszweigen zusammenstellen, und jedem Funk- 
tionszweige entspricht ein Zweig der algebraischen Kurve; die 
geometrische Darstellung berücksichtigt nur die reellen Zweige, 
indessen können auch die imaginären Zweige in dieser Dar- 
stellung in gewissem Sinne zum Ausdruck gelangen. 


Stellt 
(2) y = p(z) 
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einen für einen Bereich von z reellen Zweig von (1) und 
(3) y = y (2) 
einen anderen zumindest in demselben Bereich reellen Zweig 
dar, so werden diese beiden gemeinsame Punkte aufweisen, so- 
fern die Gleichung 
p (2) = y (z) 

innerhalb jenes Bereichs reelle Wurzeln besitzt; ist x, eine 
solche Wurzel, so ist 

P (20) = V (T0) = Yo 
eine doppelte zu x, gehörige Wurzel von (1), die beiden Äste 
(2), (3) schneiden sich in (z,/y,) oder be- Fig. 82. 
rühren einander dort (Fig. 82a) und b)); 
die erste Erscheinung bezeichnet man als 
Selbstdurchschnitt oder Knotenpunkt, die 
zweite als Selbstberührung des ganzen durch a) 
(1) dargestellten Gebildes. 


Bedeutet P 
y = ọ (z) b) ; 


einen Zweig, welcher beispielsweise in dem 
Intervalle (— co, z,) komplexe und in dem Intervalle (z,, + ©) 
reelle Werte von y gibt, also nur in dem letzteren Intervalle 
reell ist, so gehört zu ihm notwendig ein anderer Zweig 
y = p(z) 

mit denselben Reellitätsverhältnissen, weil in einer Gleichung 
mit reellen Koeffizienten komplexe Wurzeln immer paarweise 
vorkommen; und da die Paare konjugiert sind, so haben p(x), 
y(x) in dem Intervalle (— oo, z) die Formen 

o, (2) + io,(z) 

0; (x) — io, (z), 
wobei œ, (z), ®,(x) stetige reelle Funktionen bedeuten; an der 
Stelle x, werden beide Funktionen reell in der Weise, daß 
@,(2,) = 0 wird; in demselben Augenblicke wird 

Yo = P (T0) = Y (20) = 0, (2), 

so daB die reellen Teile der Zweige im Punkte x,/y, zugleich 
beginnen. Dies kann, wie in Fig. 83, so geschehen, daß der 
Punkt M, den Charakter eines gewöhnlichen Punktes aufweist, 
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und er würde sich als solcher auch analytisch zu erkennen 
geben, wenn man in der Gleichung (1) x statt y als abhängige 
Variable auffaßte. Schließen sich die reellen Teile der Zweige 
in anderer Weise zusammen, so geschieht dies immer so, daß 
sie hier eine und dieselbe Tangente haben (Fig. 84a) und b)); 
die Erscheinung, welche dadurch zustande kommt, heißt Spitze*) 
der Kurve (1), und zwar Spitze erster Art, wenn sie die Form 
a) hat, und Spitze zweiter Art oder Schnabelspitze im Falle b). 

Daß die reellen Teile der Zweige nicht mit verschiedenen 
Tangenten von M, ausgehen können, läßt sich folgendermaßen 

Fig. 88. Fig. 84. p Fig. 85. 





erkennen. Es ist eben gezeigt worden, daß bei einer alge- 
braischen Kurve mit mehrwertigem y dort, wo ein reeller Ast 
beginnt, notwendig zugleich ein zweiter beginnen müsse. 
Differentiiert man die Gleichung (1) nach z, wodurch 

fz +f,y—0 
erhalten wird, und eliminiert man zwischen dieser Gleichung 
und (1) y, so ergibt sich wieder one algebraische Gleichung: 


F(z, y) = 

die den Verlauf der Tangente bei D darstellt; faßt man hier y 
als Ordinate auf, so kommt man wieder zu einer algebraischen 
Kurve. Dem Zweige œ (Fig. 84) entspricht ein Zweig p 
dieser neuen Kurve und ebenso dem Zweige y ein Zweig y, 
und hätten p, y in M, verschiedene Tangenten, so begännen 
die zugehörigen Zweige von F(x, y) = O bei z, an verschiedenen 
Stellen wie in Fig. 85, eine Erscheinung, die oben bei einer 
algebraischen Kurve als unmöglich erkannt wurde. 


*) Für die Spitze sind auch die Benennungen Rückkehrpunkt und 
stationärer Punkt gebräuchlich, von der geometrischen Anschauung her- 
geleitet, daß ein die Kurve stetig durchlaufender Punkt dort angekom- 
men umkehren, vorher einen Augenblick stillstehen muß. 
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Ist der Zweig 
y-y(a) 
im ganzen Verlaufe imaginär, hat also (x) beständig die Form: 
u(x) + iv(z), 
. wobei u(x), v(x) reelle Funktionen bedeuten, so gehört zu 
ihm aus bereits angeführten Gründen ein zweiter imaginärer 
Zweig 
y = y(x) 
derart, daB y(x) die Form 
u(z) — iv(z) 
hat, so daß die zu einem speziellen Werte von x gehörigen 
Werte von g(x) und y(x) jedesmal konjugiert komplex sind. 
Hat nun die Gleichung 
v(z) = 0 
reelle Wurzeln und ist x, eine solche, so wird für sie sowohl 
gir) wie y(x) reell und überdies 


P(T) = Y (T0) = u (T0) = Yo, 
so daß die imaginären Zweige den vereinzelten reellen Punkt 
TaY, gemein haben; ein solcher Punkt wird als :solierter oder 
konjugierter Punkt, auch als Einsiedlerpunkt der Kurve (1) 
bezeichnet. 

Damit sind die einfachsten besonderen Erscheinungen an- 
gedeutet, welche bei algebraischen Kurven auftreten können. 
Man gibt den Punkten, welche hier als Knotenpunkt (oder 
Selbstberührungspunkt), Spitze und isolierter Punkt*) bezeichnet 
worden sind, den gemeinsamen Namen singuläre Punkte**), 
welchen Namen alle Punkte erhalten, in welchen eine Kurve 
ein anderes Verhalten zeigt als das bei dem gewöhnlichen Punkte 
beschriebene. 


Knotenpunkte und Spitzen treten auch bei transzendenten 
Kurven auf. | 





* Man zählt mitunter auch den Wendepunkt zu den singulären 
Punkten. 

*) Nach M. Cantors Vorles. über Gesch. d. Mathematik III (1901) 
P. 195, kommt diese Bezeichnung vermutlich zum ersten Male in einem 
aus 1740 stammenden Werke von J. P. de Gua de Malves vor. 
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165. Analytische Charakteristik der singulären 
Punkte Um die Natur eines Punktes x,/y,, welcher dem 
durch (1) dargestellten Gebilde angehört, festzustellen, schlagen 
wir folgenden Weg ein. 

Durch Translation des Koordinatensystems werde die Glei- 
chung (1) derart transformiert, daß der Punkt x,/y, Ursprung 
wird; die bezüglichen Transformationsgleichungen lauten: 


nt: y=w+y 
und die transformierte Gleichung (100, (41)): 
flt + $, Y +n) 


= f (£y, Yo) + fab + + 5 (far? + 2 fayd + fyn’) + =0, 
oder aber, weil f(z,, Yọ) = Q ist: 


D fat ton + S t + fantin + hon) +0. 


Die Abszissen der Schnittpunkte, welche die durch den 
neuen Ursprung, also durch den betrachteten Punkt M, der 
Kurve, gelegte Gerade 
(5) nt 
mit der Kurve bestimmt, ergeben sich aus der Gleichung 
©) (Ma +E + g f t nt. 

Sind fz,, fye nicht gleichzeitig Null, so hat diese Gleichung 
& = 0 zur einfachen Wurzel, die Gerade (5) also mit der Kurve 
in M, im allgemeinen nur einen Punkt gemein, und man be 


zeichnet daher M, als einfachen Punkt der Kurve. Nur wenn 
man den Richtungskoeffizienten t so bestimmt, daß 


(7) fz + fyt = 0 

wird, hat die Gerade (5) in M, mit der Kurve mindestens zwei 
vereinigt liegende Punkte gemein und ist Tangente der Kurve 
in diesem Punkte; der Punkt ist damit zugleich als gewöhn- 
licher Punkt gekennzeichnet. Aus (7) ergibt sich, wenn 
fa +O, 

le 

Zn 
und hiermit 


(8) fz + tn = 0 
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als Gleichung der Tangente (128, (8). Mit Rücksicht auf (4) 
kann also der Satz ausgesprochen werden: Geht eine algebrai- 
sche Kurve durch den Ursprung des Koordinatensystems und ist 
dieser ein einfacher Punkt derselben, so erhält man durch Null- 
setzen der Gliedergruppe erster Ordnung unmittelbar die Gleichung 
der Tangente im Ursprung. 

Wäre f,,=0, dagegen fz+0, so ersetze man £ durch 
- und findet r = 0, so daß E = 0 oder die Ordinatenachse zur 
Tangente wird. 

Wir gehen nun zu dem Falle über, wo gleichzeitig 
. 9 fa =0 = 0 
ist; wenn nicht auch alle drei Differentialquotienten zweiter 
Ordnung zugleich verschwinden, so beginnt nunmehr die Glei- 


chung (6) mit einem Gliede zweiten Grades in bezug auf & 
und lautet allgemein: 


lat at +) 
toalla t BL HE EH 0; 


sie hat &£= O zur zweifachen Wurzel, die Gerade (5) schneidet 
also die Kurve im Punkte M, zweifach, mit anderen Worten: 
sie schneidet dort zwei — reelle oder imaginäre — Äste der 
Kurve, und deshalb wird nun M, ein zweifacher oder ein 
Doppelpunkt der letzteren genannt. Für diejenigen Geraden, 
deren Richtungskoeffizient die Bedingung 
(11) + fint + fot 0 
erfüllt, fallen in M, mehr als zwei Punkte der Kurve zu- 
sammen, diese Geraden sind die Tangenten an die durch M, 
verlaufenden Kurvenzweige. 

In betreff der Wurzeln der Gleichung (11) sind aber 
mehrere Fälle zu unterscheiden. 

a) Ist die Diskriminante 

fas fya — Fey < 0, 

so hat (11) zwei verschiedene reelle Lösungen, durch M, gehen 


zwei reelle Zweige mit verschiedenen Tangenten, M, ist also 
ein Knotenpunkt (Fig. 82, a)). 


(10) 
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b) Ist die Diskriminante 
[zes fg — fzeyo =0, 

so besitzt (11) zwei gleiche reelle Lösungen, die beiden durch 
M, laufenden Kurvenzweige haben hier eine gemeinsame Tan- 
gente; dies kann verschiedene Erscheinungen an der Kurre 
bedingen: einen Selbstberührungspunkt (Fig. 82, b)) oder eine 
Spitze (Fig. 84) oder einen isolierten Punkt.*) Ob das eine 
oder das andere zutrifft, muß eine weitere Untersuchung fest- 
stellen. Gibt es zu beiden Seiten von M, reelle Werte von 
x und y, so ist Selbstberührung vorhanden; sind nur zu einer 
Seite von M, reelle y oder reelle x vorhanden, so hat man 
es mit einer Spitze zu tun — ob mit einer der ersten oder 
der zweiten Art, darüber entscheidet die Richtung der Kon- 
kavität der beiden Äste in M, (146) —; gibt es in der Um- 
gebung von M, auf keiner Seite reelle y, so ist M, ein 
isolierter Punkt. 

c) Ist endlich die Diskriminante 

fzo fye — zeto > 0, 

so hat (11) imaginäre Wurzeln und es gehen durch M, zwei 
imaginäre Kurvenzweige, M, ist also ein isolierter Punkt. 

An dieser Stelle genüge der Hinweis auf die Analogie 
zwischen den Kriterien eines Doppelpunktes der Kurve f(z, y)=0 





) Daß in einem isolierten Punkte eine reelle Tangente existieren 
kann, ist analytisch so zu erkennen. Sind 
y = u(x) + iv(e) 
y = u(x) — iv(z) 
zwei konjugiert imaginäre Zweige, so ist für einen isolierten Punkt z, v, 
der aus diesen Zweigen sich ergibt, 
v(z,) = 0; 
die Tangenten an diesen Punkt im neuen Koordinstensysteme haben die 
Gleichungen 
= (w (2) + iv (x) 
N = (w (£) — iv (T))E; 
im allgemeinen sind diese Tangenten imaginär: sie werden reell und 
fallen gleichzeitig zusammen, wenn 
v (To) = 0, 
wenn also x, eine mehrfache Wurzel der Gleichung v(z) == 0 ist. 
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und denjenigen für einen extremen Wert der Funktion f(z, y) 
(121); später wird diese Analogie eine geometrische Deutung 
erfahren. 


Ersetzt man in (11) t durch den Wert aus (5), so ergibt 
sich für das System der beiden Tangenten im Punkte M, die 
Gleichung: 

(12) + fens + en = 


Würden im Punkte M, auch die drei Differentialquotienten 
zweiter Ordnung, nicht aber auch alle vier Differentialquotienten 
dritter Ordnung verschwinden, so ergäbe eine der obigen ana- 
loge Erwägung, daß der Punkt M, ein dreifacher Punkt der 
Kurve sei und daß das System der Tangenten in diesem Punkte 
die Gleichung 


a3) ten + fynn? = 


habe. Bezüglich dieser Tangenten gibt die Diskussion der 
kubischen Gleichung (13) oder der Gleichung 


fa + Bfänt + Bft + fP = 0 


Aufschluß, welche die Richtungskoeffizienten bestimmt; der 
größeren Zahl zu unterscheidender Fälle entspricht eine größere 
Mannigfaltigkeit von Formen dreifacber Punkte. 

Aus der geführten Untersuchung sind folgende Ergebnisse 
zusammenzufassen: 

Die singulären Punkte einer Kurve f(x, y) =O befriedigen 
außer der Gleichung der Kurve selbst auch noch die Gleichungen 
fs=0 und f/=0. 

Geht eine algebraische Kurve durch den Ursprung, so belehrt 
der Grad der Gliedergruppe niedrigster Dimension darüber, ein 
wievielfacher Punkt der Kurve der Ursprung ist; diese Glieder- 
gruppe gleich Null gesetzt bestimmt das System der Tangenten 
im Ursprung. 

Das erläuterte Verfahren ist auch auf transzendente Kur- 
ven anwendbar, sofern die Funktion f(x, y), welche die linke 
Seite der auf Null reduzierten Kurvengleichung bildet, in einem 
Punkte x,/y,, welcher den Gleichungen f= 0, f/=0, f = - 0 
zugleich genügt, die Taylorsche Entwicklung zuläßt. 
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Ist eine Kurve mit Hilfe eines Parameters u dargestellt, 
also in der Form 
z—-ylu) y—Ylu) 
gegeben, dann hat die Prüfung auf singuläre Punkte mit der 
Aufsuchung solcher Punkte x, y zu beginnen, welche mehreren 
verschiedenen Werten des Parameters u zugleich entsprochen; 


das weitere entscheidet die Untersuchung des Quotienten 7 * 


welcher die Richtung der Tangente bestimmt, in dem betrafen- 
den Punkte. (Vgl. 129, 1) bis 3), 132, 2).) 


166. Beispiele. 1) Aus der Gleichung des Cartesischen 

Blattes 
—3azy+y”=0 

ist unmittelbar zu entnehmen, daß der Ursprung Doppelpunkt 
ist mit den Tangenten r=0, y = 0; die Kurve bildet also 
dort einen Knoten, der die Koordinatenachsen zu Tangenten 
hat. (Vgl. 129, 3) und Fig. 35; die drei Zweige der Kurve 
sind AOB, OCB, OD; der erste trifft mit dem zweiten in 
B, der zweite mit dem dritten in O zu einem gewöhnlichen 
Punkte zusammen.) 

Daß die Kurve außerdem keinen anderen singulären Punkt 
hat, An daraus hervor, daß die Gleichungen 


— 3azy + y?=0 3r?—3Zay=0 — 345— +3y=0 


außer 0/0 keine andere gemeinsame Lösung besitzen. 
2) Die Lemniskate 


(1° + y’) — a’(2?— y) = 0 


hat den Ursprung zum Doppelpunkt, und die Tangenten da- 
selbst sind durch 
z — y= 0 

bestimmt; sie sind reell und einzeln durch 

z—y=0 z+ty=0 
dargestellt; folglich ist der Ursprung Knotenpunkt und die 
Tangenten in ihm halbieren die Winkel der Koordinatenachsen 
(vgl. 132, 2) und Fig. 39). 

3) Die Zissoide 
(x + y’!)z = 2ay? (a>0) 
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hat im Ursprung einen Doppelpunkt, die Tangenten in dem- 
selben sind durch 
yo 


bestimmt, fallen also beide mit der Abszissenachse zusammen; 
da nur zu positiven Werten von z reelle Werte von y gehören, 
so ist der Doppelpunkt eine Spitze, und zwar eine der ersten 
Art, weil vermöge der Symmetrie der Kurve in bezug auf die 
Abszissenachse die beiden Äste zu verschiedenen Seiten der 
Tangente im Rüäckkehrpunkte liegen (vgl. 129, 2) und Fig. 34). 

4) Die Kurve fünfter Ordnung, welche durch die Gleichung 

y—- T — z= 0 


dargestellt ist, hat im Ursprung einen Doppelpunkt; denn nach 
Entwicklung der Potenz ist y* das Glied niedrigster Dimension. 
Die Gleichung 
y= 0 

bestimmt die Tangenten, die beide mit der Abszissenachse zu- 
sammenfallen. Man erkennt unmittelbar, daB zu negativen x 
kein reelles y gehört, wohl aber zu allen positiven, infolge- 
dessen ist der Doppelpunkt eine Spitze. Die Auflösung 


y = 2 (1 4V2) 


läßt erkennen, daß es eine Spitze der zweiten Art ist; denn 
solange 0< x< 1, sind beide Werte von y positiv, liegen 
also beide Äste der Kurve über der Abs- Fig. 86. 
zissenachse; erst bei x = 1 tritt der zum Y 

unteren Zeichen gehörige Ast unter die 

Abszissenachse, wo er dann verbleibt, wäh- 

rend der andere beständig über ihr liegt. 


Der untere Ast hat an der Stelle z= 64 


225 
einen Wendepunkt und erreicht bei z= 2 ö 
seine größte Ordinate y = sc (Fig. 86). 


5) Die Fußpunktkurve (132) der Ellipse 
a'y? + b?x? = a?b? in bezug auf den Mittelpunkt als Pol ist 
eine Kurve vierter Ordnung mit der Gleichung: 


(2? + y7)? = a?r? + b?y. 
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Der Ursprung ist ein Doppelpunkt der Kurve und die Tan- 
genten in ihm sind durch 
atz’ + b'yt= 0 

bestimmt; da die linke Seite eine Zerlegung in reelle lineare 
Faktoren nicht zuläßt, so ist der Doppelpunkt ein isolierter 
Punkt. l 

Die Entstehung dieses Punktes ist, solange man bloß die 
reellen Tangenten der Ellipse im Auge behält, geometrisch 
nicht zu erklären; nimmt man aber die imaginären Asymptoten 
der Ellipse als Tangenten in den unendlich fernen imaginären 
Punkten hinzu, so klärt sich das Auftreten des isolierten 
Punktes auf.*) 

6) Die Kurve fünfter Ordnung 

2y — Sry + = 0 
hat, da das Glied niedrigster Dimension vom dritten Grade ist, 
im Ursprung einen dreifachen Punkt; die Tangenten in dem- 
selben sind durch 
xy? = 0 

bestimmt, eine davon ist die Ordinatenachse, die zwei übrigen 
fallen in die Abszissenachse. 

Über die Gestaltung der Kurve gibt die Einführung des 
Parameters u mittels der Gleichung 


y =ux 





* Wenn man die in 148 zur Bestimmung der Asymptoten einer 
algebraischen Kurve vorgeschriebene Rechnung durchführt, so erhält man 
für die Ellipse die beiden imaginären Asymptoten 


b. 
y=tŁ;t? 


und für die durch den Ursprung zu ihnen gelegten, ebenfalls imaginären 
Lote die korrespondierenden Gleichungen 


a. 
y = + b U x 
ın der Tat ist nun 


z = 0, y = 0 
der gemeinsame Fußpunkt dieser Lote und daher ein Punkt der Kurre. 


Sechster Abschnitt. Anwendung der Differential-Rechnung usw. 447 


bequemsten Aufschluß; man erhält so die Darstellung: 


2 bu? 
=. 
2u’+1 

a _ dw‘ 


aus welcher die zentrale Symmetrie der Kurve hervorgeht. In 
dem Intervalle (0, + oo) von u bleiben x, y endlich und ibre 
Werte beginnen und enden mit 0/0; die Kurve beschreibt also 
im ersten und dritten Quadranten je Pig. 87. 

eine Schleife. In dem Intervalle x 


(0, — V+) sind z, y reell, beginnen 
mit 0/0 und enden mit unendlichen 
Werten; die Kurve hat die Gerade 


Mast 
y = Vi x, welche mit der posi- 


tiren Abszissenachse den negativen 
Winkel von 41° 2,4... einschließt, 
zur Asymptote. In dem Intervalle 


(-V+, — oo) bleiben x, y imaginär (Fig. 87). 
7) Von den Zykloiden (130, a)) 
z=au—bsinu 
y=a —bcosu 


zeigt die gemeine, b = a, überall dort, wo sie die Abszissen- 
achse trifft, also bei u = 2xx («=0, +1, +2,...), Spitzen, 
denn für diese Stellen wird 

dy — sinu 

dx 1 — cos u 
unbestimmt und wächst bei Annäherung an dieselben ins Un- 
endliche (+ œo, — 00); es treffen hier die Äste mit gemein- 
samer, zur Abszissenachse normaler Tangente zusammen. 

Bei der verkürzten Zykloide, b > a, treten Knotenpunkte 
auf, deren Menge und Lage von dem Größenverhältnis b : a 
abhängt. Unter allen Umständen bilden sich Knotenpunkte 
an den Stellen u = 2x aus, und es genügt, den ersten davon 
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zu bestimmen; sein Parameter ergibt sich als die von Null 
verschiedene kleinste Lösung der Gleichung 


au — b sin u = 0, 
die geometrisch durch den Schnitt der Sinuslinie mit dem 
Strahl vom Richtungskoeffizienten -;, Fig. 88, bestimmt ist (in 


der Figur ist das Verhältnis = so groß angenommen, daß der 

Fig. 88. Strahl nach rechts hin keinen 
weiteren Schnittpunkt mit der 
Sinuslinie ergibt). Hat man 
denWert von u durch ein Nähe- 
rungsverfahren bestimmt, so 
gibt seine Einsetzung in y 
die Ordinate des Knotenpunktes und die Einsetzung in 


dy _ bsinu dy — bsin u 


Ye - un ee — — 
dz a — b cos u dx a — b cos u 





die Richtungskoeffizienten der beiden Tangenten. 

Die verlängerte Zykloide weist keine singulären Punkte, 
hingegen Wendepunkte auf (146, 5)). 

8) Man prüfe folgende Kurven auf singuläre Punkte: 

œ) (+ y’) (x — a”? — br’ = 0 

p) t — 2ay? — 2a + at= 0 

y) ay? = (x — a) (x — b) 

ò) xt— 2a’ y — azy? + ay?’ = 0. 

167. Endpunkt und Eckpunkt. Bei transzendenten 
Kurven können neben den bisher besprochenen noch andere 
Singularitäten auftreten, deren algebraische Kurven nicht fähig 
sind. Erscheinungen solcher Art sind der Endpunkt und die 
Ecke. 

Als Endpunkt bezeichnet man einen Punkt, in welchem 
die Kurve abbricht. Bei einer algebraischen Kurve tritt ein 
solcher Punkt nie auf, weil dort, wo ein Zweig endet, notwendig 
ein zweiter enden muß, wodurch eine Spitze sich ausbildet. 

Als Eckpunkt bezeichnet man einen Punkt, in welchem 
zwei Äste enden und voneinander verschiedene Tangenten da- 
selbst besitzen. Der analytische Grund, weshalb diese Erschei- 
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nung bei einer algebraischen Kurve nicht auftreten kann, ist 
nach den Ausführungen in 164 der nämliche, der für die Un- 
möglichkeit eines Endpunktes bei einer solchen Kurve erkannt 
worden ist. 

In einem Endpunkte kann nur von einem einseitigen Diffe- 
rentialquotienten der Ordinate die Rede sein, in einem Eck- 
punkte muß zwischen dem vorwärts und rückwärts genommenen 
Differentialquotienten unterschieden werden (20). 

Beispiele. 1) Bei der transzendenten Kurve 


1 


y-e 
ist die Ordinate im Ursprung nicht definiert; da jedoch 
1 1 
lim e7 = 0 lim e7 = + œ 
z=—-0 z=+0 


ist, so nimmt man an, der zu negativen Abszissen gehörige 
Kurrenast entspringe im Ursprung; der zu positiven Abszissen 
gehörige Ast dagegen hat die Ordinatenachse zur Asymptote. 
Hiernach hat der erstgenannte Ast im Ursprung einen End- 
punkt; die Tangente in diesem Punkte ergibt sich mittels 


⸗ 1 x 
y =— z0 5 
da (110) lim y = 0, so fällt sie mit der Abszissenachse zu- 
z=—0 


sammen. 
Weil ferner lim y= 1, so ist die Gerade y = 1 Asymptote 


z= +o 


für beide Kurvenäste. 
Der linke Ast hat, wie man aus 


1 
y= tle x 


erkennt, an der Stelle z = — > einen Wendepunkt (Fig. 89). 
2) Bei der transzendenten Kurve 
y = z 1 
1+ e” 


ist die Ordinate im Ursprung gleichfalls nicht definiert; es ist 
aber 





z=+0 
Czuber: Vorlesungen: L 3. Aufl. 29 
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und so nimmt man denn an, daß sowohl der Ast mit negativen, 
wie der mit positiven Abszissen im Ursprung beginnt. 


Fig. 89. Fig. 90. 
Y 





Die Richtung der Tangenten an diese Äste ergibt sich 
ohne Zuhilfenahme des Differentialquotienten direkt durch Unter- 
suchung von 





y 1 
s 1? 
1 +e” 
und da lim * = 1, lim %—0, so hat der erstgenannte Ast 
z=-0 T z=+0 T 


dié Halbierungslinie des Winkels X’ O Y’, der andere die Abs- 
zissenachse zur Tangente; die Kurve bildet sonach im Ursprung 
eine Ecke mit dem stumpfen Winkel von 135° (Fig. 90). 


§ 8. Einhüllende Kurven. 


168. Begriff und analytische Bestimmung der Ein- 
hüllenden. Es sei f(x, y, u) eine eindeutige stetige Funktion 
der Argumente z, y, u; die Gleichung 
(1) fo, y,u)=0 
stellt dann ein einfach unendliches System, eine Schar ebener 
Kurven oder ein Kurvenkontinuum dar; mit der Festsetzung 
eines besonderen Wertes für wird ein Element des Kontinu- 
ums, d. i. eine einzelne Kurve der Schar herausgehoben. 

Wir nehmen zunächst an, die Gleichung (1) sei algebraisch 
sowohl in bezug auf x, y wie in bezug auf den Parameter u 
und bezüglich des letzteren vom Grade p. Erteilt man z, y 
besondere Werte x,, y, und löst die Gleichung 


f (To, Yo, 4) = 
nach u auf, so erhält man die Parameter jener Kurven des 
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Systems, welche durch den Punkt z,/y, gehen; ist die Zahl 
der reellen unter diesen Kurven q(< p), so sagt man, die 
Ebene werde durch das Kurvensystem im Punkte z,/y, q-fach 
bedeckt. Ist die Bedeckung in allen Punkten der Ebene gleich 
vielfältig, so bedeckt das Kurvensystem die Ebene gleichförmig. 

Wenn dagegen die Multiplizität der Bedeckung wechselt, 
so teilt sich die Ebene in Regionen, die durch Kurven von- 
einander geschieden werden; und diese Kurven sind es, welche 
uns nun beschäftigen werden. 

Bei dem Übergange von einer Region zur benachbarten 
ändert sich die Zahl der reellen Wurzeln u, und da bei einer 
algebraischen Gleichung mit reellen Koeffizienten immer gleich- 
zeitig zwei Wurzeln aus dem reellen ins komplexe Gebiet oder 
umgekehrt übergehen und im Augenblicke des Überganges reell 
und gleich werden, so unterscheiden sich die Multiplizitäts- 
faktoren der Bedeckung zweier benachbarten Regionen um eine 
gerade Zahl und an der Begrenzung der Regionen werden min- 
destens zwei Wurzeln der Gleichung (1) einander gleich. 

Daraus geht schon hervor, daß man, um die Grenzlinien 
der Gebiete zu erhalten, nur die Bedingung aufzustellen hat, 
unter welcher die Gleichung (1) nach u aufgelöst mehrfache 
Wurzeln ergibt; diese Bedingung erhält man aber, wenn man 
zwischen den beiden Gleichungen 


(2) Í f(z, Y, u) = 0 , 

In Y, u) = 0 

u eliminiert; das Resultat dieser Elimination wird die Diskri- 
minante der Gleichung (1) in bezug auf u genannt und soll 
symbolisch durch 

8) Dskr, f(z, y, u) = 0 


dargestellt werden. Man kann sich dieses Eliminationsresultat 
auch durch die erste der beiden Gleichungen (2) vertreten 
denken, wenn darin für u jene Funktion von x, y gesetzt wird, 
welche die Auflösung der zweiten Gleichung liefert. 

Im Sinne dieser Ableitung ist die Gleichung (3) der Ort 
solcher Punkte der Ebene, für welche die Gleichung (1) eine 
mehrfache Wurzel für u ergibt. Zu diesen Punkten gehören 


aber auch die mehrfachen Punkte der Kurven des Systems; 
29* 
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denn da durch einen solchen Punkt eine und dieselbe Kurre 
des Systems mehrere Male hindurchgeht, so gibt für ihn die 
Gleichung (1) notwendig mehrere gleiche Lösungen in bezug 
auf u. 

Wenn also die Kurven des Systems mehrfache Punkte besitzen, 
so ist der geometrische Ort dieser Punkte mit in dem geometrischen 
Gebilde enthalten, welches die Gleichung (3) darstellt, unter Um- 
ständen bedeutet die Gleichung (3) diesen Ort allein. 

Um die volle Bedeutung dieser Gleichung, damit zugleich 
ihren Inhalt für den Fall kennen zu lernen, wenn die Kurven 
des Systems singuläre Punkte nicht aufweisen, gehen wir auf 
den geometrischen Sinn der Gleichungen (2) näher ein. 

Bei feststehendem « stellt die erste eine spezielle Kurve 
des Systems vor. Die. linke Seite der zweiten Gleichung ist 
der Grenzwert des Quotienten 


f(x, Y, u + h) — f(z, Y, u) 
h 


für lim 4 = 0; nun bestimmen die beiden Gleichungen 

f(z, yu+h)=0 
zusammen die Schnittpunkte der Kurve u mit jener u + h, und 
(5) f(z, y, u +h) — fhs, y u) = 0 
ist die Gleichung einer dritten Kurve, welche auch durch diese 
Schnittpunkte geht und daher, soweit es sich um diese handelt, 
statt der zweiten Gleichung in (4) genommen werden kann; 
vermöge 38 aber kann (5) weiter ersetzt werden durch 


hf, (2, Y, u + Oh) = 0 
oder schließlich, weil k += O, durch 
(5*) fu (£, Y, u + 0h) = 0, 
wobei 0 einen positiven echten Bruch bedeutet. Demnach sind 


die Schnittpunkte der beiden Kurven (4) des Systems durch 
das Gleichungspaar 
f (z, Y, u) = 0 


fu (£, y u +0h)=0 


bestimmt. Hält man die erste Kurve fest und läßt die zweite 
sich ihr unaufhörlich nähern, indem man h zur Grenze Null 
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führt, so bewegen sich die Schnittpunkte auf der ersten Kurve 
im allgemeinen gegen gewisse Grenzlagen hin, und diese Grenz- 
punkte oder letzten Schnitipunkte auf der Kurve u sind durch 
die Gleichungen 

f (z, Y, u) =0 


f „(2 y, u) = 0 

bestimmt. Der Ort dieser Grenzpunkte, durch diese selben 
Gleichungen, jedoch bei variablem u dargestellt, ist eine Kurve, 
welche man als Einhüllende, Umhüllungslinie oder Enveloppe*) 
des Kurvensystems (1) bezeichnet, während man die Kurven 
dieses Systems die Eingehüllien nennt. Besteht die Kurven- 
schar, wie dies bei kinematischen Problemen häufig vorkommt, 
aus den verschiedenen Lagen einer bewegten, an sich starren 
Linie, so pflegt man die Einhüllende auch mit dem Namen 
Hüllbahn zu belegen. 

Damit ist der volle Inhalt der Gleichung (3), wenn sie 
ein geometrisches Gebilde vertritt, erkannt: dieses Gebilde setzt 
sich zusammen aus dem Orte mehrfacher Punkte der Kurven 
des Systems und aus ihrer Einhüllenden, oder es bedeutet auch 
nur das eine oder nur das andere. Die Entscheidung darüber, 
welcher von diesen Fällen zutrifft, wird sich aus einem Satze 
des nächsten Artikels ergeben. 

Vorher mögen noch einige Bemerkungen hinzugefügt 
werden. 

Die Ergebnisse beschränken sich nicht nur auf den Fall 
algebraischer Gleichungen, sie gelten, sobald f(x, y, u) und die 
in Betracht gekommenen Ableitungen dieser Funktion stetig 
sind in einem Bereiche, welchem die Punkte der Kurven an- 
gehören. 

Dem Sinne der Herleitung gemäß existiert eine Kurve (3) 
nur dann, wenn die Gleichung (1) in bezug auf den Parameter 
u zum mindesten vom zweiten Grade ist, die Ebene also durch 
die Kurvenschar im allgemeinen wenigstens doppelt bedeckt 
wird. Tritt u linear auf, so daß (1) die Gestalt erhält: 

(6) p(z, y) + uy(z, y) =0, 
9 Von G. Monge herstammende Bezeichnung. Vgl. die durch 


. Liouville 1850 besorgte Ausgabe seiner „Application de l'Analyse à la 
Geometrie“, p. 30. 
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so ergibt die Differentiation nach u 


p(z, y) == 0 
und dies hat weiter auch 


p(z, y) = 0 
zur Folge; die beiden letzten Gleichungen bestimmen eine An- 
zahl von Punkten und durch diese Punkte gehen alle Kurven 
des Systems (6); ihr Komplex vertritt also das Gebilde (3). 
In der Tat bilden die Kurven (6) ein Büschel, das die Ebene 
durchaus einfach und nur in den genannten Punkten mehr- 
fach, und zwar unendlich vielfach, bedeckt. 

Haben die Kurven (1) keine singulären Punkte, so bedeutet 
(3) nur die Einhüllende. Dies ist insbesondere der Fall, wenn 
(1) ein System von Geraden ist. 

Man kann die Gleichungen (2) auch als analytische Be- 
stimmung des Gebildes (3) ansehen, indem man x, y als Funk- 
tionen von u auffaßt; dann ergeben sich zur Bestimmung des 
Richtungskoeffizienten 


dy 
dy du 
dx dz 
du 


der Tangente in einem Punkte dieses Gebildes die Gleichungen: 
‚d 4 
hithe tR E- 


du 
r re d 
fur + fuz aao 0, 
deren erste sich vermöge der zweiten Gleichung in (2) redu- 
ziert, so daß man schließlich zu dem gedachten Zwecke die 


Gleichungen hat: 


‚dz ‚,dy 
fz du t fy au 


n" d rI 
fiago t firqa hei 


x 


d dy 
diese aber geben eine Bestimmung für ;; und „,, nur dann, 


wenn die Determinante 
(T) 
nicht identisch Null ist. 


fl fy 
fuz fuy 
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169. Beziehung zwischen der Einhüllenden und 
den Eingehüllten. Die Einhüllende steht zu den Eingehüllten 
in einer geometrischen Beziehung, welche sich in folgendem 
Satze ausspricht: Die Einhüllende berührt jede Eingehüllte in 
deren Grenzpunkten. 

Für einen Punkt x/y der Kurve u des Systems ergibt 
sich der Richtungskoeffizient der Tangente aus der Gleichung 


‚ sd 


ist der Punkt Grenzpuukt, so gehört er auch der Einhüllenden 
an, erfüllt die Gleichung f, = 0, und der Richtungskoeffizient 
der Tangente an die Einhüllende in ihm folgt nach der unter 
(3) gemachten Bemerkung aus der Gleichung 


[4 [4 d r d 
(9) fz +f, tl ()-0, 
in welcher (5) den vollständigen Differentialquotienten von u, 


das jetzt Funktion von z, y ist, in bezug auf x bedeutet; ver- 
möge f, = 0 aber stimmt die Gleichung (9) mit (8) und in- 
folgedessen auch im Grenzpunkte z/y die Tangente an die Ein- 
hüllende mit der Tangente an die Eingehüllte überein. 

Zwischen der Ortskurve der mehrfachen Punkte und den 
Kurven des Systems findet Berührung im allgemeinen nicht 
statt; nur ausnahmsweise kann jene Ortskurve auch Einhül- 
lende sein. 

Sind die Linien des Systems (1) Gerade, so bilden sie die 
Tangenten der Einhüllenden. Jede Kurve läßt hiernach zwei 
Auffassungen zu: als Ort von Punkten und als Einhüllende 
von Geraden. Die Evolute einer Kurve kann hiernach ebenso- 
wohl als Ort ihrer Krümmungsmittelpunkte wie als Einhüllende 
ihrer Normalen erklärt werden (159). 


170. Fall zweier voneinander abhängigen Para- 
meter. Enthält die Gleichung des Kurvensystems zwei Para- 
meter «, v, so daß sie die Form 


(10) f (z, Y, t, v) =0 
hat, und besteht zwischen den Parametern eine Gleichung 
(11) plu, v) = 0, 
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so kann man, wenn es nicht leicht angeht, den einen Para- 
meter mittels (11) durch den anderen auszudrücken und aus 
(10) zu beseitigen, den folgenden Weg einschlagen. 
Man betrachte u als den unabhängigen Parameter; dann 
gibt die Differentiation von (10) nach ihm das Resultat: 
8 8 d 
fs th TTO 
der Differentialquotient 2 aber ergibt sich mittels (11) aus 
u 
8 8 d 
Pu + Pe q= 0; 
vollzieht man seine Elimination, so kommt die Gleichung 


( 12) f, u , f, e, 
Pu Po 
zustande. Die Elimination von «, v zwischen den drei Gleı- 
chungen (10), (11), (12) liefert das durch (3) bezeichnete 
Gebilde. 

Ähnlich hätte man vorzugehen, wenn n durch n — 1 Glei- 
chungen verbundene Parameter vorhanden wären. 


171. Beispiele. 1) Die Evolute der Parabel y? = 2pr 
als Einhüllende der Normalen ergibt sich in folgender 
Fig. 91. Weise. Die Gleichung der Normale im 
Punkte z/y 
n-y=- (6-2) 
auf die Form 
y°— 2p(& — p)y — 2p'n— 0 
X gebracht, enthält nur den Parameter y; 
bildet man die Diskriminante in bezug 
auf diesen, so entsteht 


- W (Ep) +p =O 


=0 












oder 
8 
1 = zp É PY 
als Gleichung der Evolute (160, 1)). Die Evolute teilt die Ebene 


in zwei Gebiete, wovon das eine, dem der Punkt P, (Fig. 91) 
angehört, durch die Normalen der Parabel dreifach, das andere, 
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in welchem P, liegt, einfach bedeckt wird; in den Punkten P 
der Evolute selbst findet dreifache Bedeckung statt, jedoch so, 
daß zwei der Normalen in eine zusammenfallen. Hierin liegt 
die Bedeutung der Evolute für das Normalenproblem der 
Grundkurrve. 

2) Eine Strecke AB (Fig. 92) von konstanter Länge a 
gleitet mit ihren Endpunkten auf den Fig. 92. 
Schenkeln eines rechten Winkels; es 
ist ihre Einhüllende zu bestimmen. 

Macht man die Schenkel des rech- 
ten Winkels zu Koordinatenachsen, be- 
zeichnet mit p die Länge des aus O 
auf AB gefällten Lotes und mit u 
seinen Neigungswinkel gegen O X, so ist 





x cos u + y sinu—p=0 
die Gleichung der Geraden AB; da aber p= OA cos u = 
a sin u cos 4, so nimmt diese Gleichung, wenn alle Bedingungen 
der Aufgabe ausgedrückt werden, die endgültige Form 

T COS u + y sin u — a sin u cos u = Q 


an. Differentiiert man sie in bezug auf den Parameter, so 
entsteht: 

— q sin u + y cos u — a (cos? u — sin? u) = 0 
und diese Gleichung stellt wieder eine Gerade dar, welche die 
AB im Grenzpunkte schneidet; schreibt man sie in der Gestalt 


— (x — a sin u) sin u + (y — a cos u) cos u = Q, 


so erkennt man, daß diese Gerade auf AB normal steht und 
durch den Punkt C geht, welcher die vierte Ecke des über 
AOB verzeichneten Rechtecks bildet. 
Löst man die beiden vorhandenen Gleichungen nach x, y 

auf, so kommt 

xz =a sin? u 

y = a cos? u; 
zum Zwecke der Elimination von w erhebe man beides zur 
Potenz 4 und bilde die Summe; dadurch entsteht 


(13) spy ma 
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als Gleichung der Einhüllenden. Diese ist eine Kurve sechster 
Ordnung und identisch mit der 130, 6) unter den algebraischen 
Hypozykloiden erkannten Astroide. 

3) Aus den Punkten einer gegebenen Parabel als Mittel- 
punkten werden Kreise beschrieben, welche durch den Scheitel 
der Parabel gehen; es soll die Einhüllende dieser Kreise be- 
stimmt werden. 

Ist y? + 4ax=0 die Gleichung der gegebenen Parabel 
und bezeichnet man die Koordinaten des Mittelpunktes eines 
der Kreise mit «a, ß, so lautet die Gleichung des Kreises 

2? + y? — 2axr — 2By=0, 
wobei jedoch 
B + 4aa=0 
sein muß. Differentiiert man beide Gleichungen nach «, so 
entsteht: 


und hieraus durch Elimination des Differentialquotienten: 
Br — 2ay = 0; 


die schließliche Elimination von «, ß zwischen dieser und den 
beiden ersten Gleichungen gibt als Einhüllende: 

(2? + y’) x = 2ay’, 
also die Zissoide (129, 2) und 132, 1)); es ist leicht, den Zu- 
sammenhang dieser Zissoide mit derjenigen nachzuweisen, welche 
sich als Fußpunktkurve der nämlichen Parabel in bezug auf 
den Scheitel als Pol ergibt. 

4) Über den zu einer festen Richtung parallelen Sehnen 
eines gegebenen Kreises als Durchmessern werden Kreise be- 
schrieben; es ist ihre Einhüllende zu bestimmen. 

Wählt man den Mittelpunkt des Kreises zum Ursprung 
und den zu den Sehnen konjugierten Durchmesser zur Abszissen- 
achse, so hat ein Kreis des Systems die Gleichung 


@- a} +y = p, 


a? + B? — r, 


wobei 
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wenn r der Halbmesser des gegebenen Kreises ist. Eliminiert 
man aus der ersten Gleichung 4 mit Hilfe der zweiten, so 


lautet jene: 
T? + y? —2ec +2? — r= 0 


und enthält nurmehr einen Parameter; differentiiert man nach 


diesem, so ergibt sich 
x = 20; 


dies ist die Gleichung einer zur Ordinatenachse parallelen Ge- 
raden, welche die Grenzpunkte aus dem Kreise, also seine Be- 
rührungspunkte mit der Einhüllenden ausschneidet; die Glei- 
chung der letzteren erhält man durch Elimination von «œ zwischen 
den beiden letzten Gleichungen, sie lautet: 


und stellt eine Ellipse dar, welche den in der Ördinatenachse 
liegenden Durchmesser des gegebenen Kreises zur kleinen Achse 
und die Endpunkte des dazu senkrechten Durchmessers zu Brenn- 
punkten hat. 

Aber nicht alle Kreise des Systems stehen mit der Ellipse 
in reeller Berührung; eine solche findet vielmehr nur so lange 
statt, als die Gerade x = 2« den Kreis schneidet, solange also 


202 <a+ß 


oder 


oder schließlich 


der kleinste wirklich berührende Kreis hat demnach die Mittel- 


punktsabszisse —— und den Radius --; alle kleineren Kreise 
y? y2 
haben mit der Ellipse nur ideelle (imaginäre) Doppelberührung; 
die kleinsten unter diesen sind die Nullkreise um die Brenn- 
punkte. | 
5) Es ist die Einhüllende des Kurvensystems 


xz? + (x + a)(y — uf — az? = 0 


zu bestimmen, wenn u der veränderliche Parameter ist. 


—— | 


— un u Se — 














G 
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Wenn man nach diesem differentiiert, so entstebt 
(x + a)(y — u) =0, 
und wenn man mit Hilfe dessen u aus obiger Gleichung eli- 
miniert, so ergibt sich das Gebilde 
2 — a) = 0, 


das aus der doppelt gelegten Ordinatenachse und aus der Ge- 
raden 
z=a 
besteht. 
Bezeichnet man die linke Seite der vorgelegten Gleichung 


mit f(x, y, u), so ist 
fa = — 2@ta)y— u) 
fa = 3x? + (y — u) — 2ar 
fs = 2 (x + a)(y — u) 
fuz = — 2(y — u) 
fay = — 2(2 +0); 
für y =u, x =0 verschwindet die Determinante 168, (7) iden- 
tisch, es verschwinden aber auch fz, fy; daher ist die Ordinaten- 
achse nicht Einhüllende, sondern ÖOrtslinie von mehrfachen 
Punkten. Für y = u, x =a hingegen sind fz, fy nicht gleich- 
zeitig Null, die Gerade z =a ist somit Einhüllende. 

Die vorgelegte Gleichung stellt ein System von Strophoi- 
den (129, 1)) dar, welche sich nur durch ihre Lage gegen die 

Fig. 93. Abszissenachse unterscheiden (Fig. 93); 66 
ist ihre gemeinsame Asymptote, YY” der 
Ort ihrer Doppelpunkte und HH’ die Ein- 
hüllende. 

6) Die Einhüllende der Bahnen zu be- 
stimmen, die ein Punkt beschreibt, wenn er 
von O aus unter verschiedenen Elevationenmit 
gegebener Geschwindigkeit v geworfen wird. 

7) Es ist die Einhüllende der Kurven 


Y z\m, (y\” 
+ 
zu bestimmen, deren Parameter a, b der Gleichung genügen: 
a" + b" = e. 
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Die Spezialisierung der Exponenten führt zu einer Reihe 
bemerkenswerter Einzelfälle, worunter sich auch anderweitig 
schon besprochene Linien befinden. 


8) Die Einhüllende (Hüllbahn) eines festen Kreisdurch- 
messers beim Abrollen des Kreises auf einer festen Geraden 
zu ermitteln. 


9) Zu den Tangenten (Normalen) der Parabel y? = 2px 
werden in den Punkten, wo sie die Abszissenachse schneiden, 
Lote errichtet; es ist die Einhüllende dieser Lote zu suchen 
und zu konstruieren. 


10) Aus den Punkten einer gegebenen Ellipse werden 
Kreise beschrieben, die durch deren Mittelpunkt gehen; es ist 
ihre Einhüllende zu bestimmen (vgl. 166, 5)). 


172. Fortsetzung. Brennlinien. Als physikalisch 
wichtige Anwendung der Theorie der Einhüllenden seien ab- 
schließend die Brennlinien vorgeführt. Wenn ein ebenes 
Strahlensystem an einer gegebenen Grenzkurve nach den be- 
kannten physikalischen Gesetzen reflektiert, beziehungsweise 
gebrochen wird, so besitzt das aus diesem Vorgange entstehende 
neue Strahlensystem im allgemeinen eine Einhüllende, und diese 
belegt man mit dem Namen der Brennlinie des betreffenden 
Vorgangs. Je nachdem es sich um Reflexion oder Refraktion 
handelt, unterscheidet man die Brenn- oder kaustischen Linien 
auch als Kata- und Diakaustiken. 

An erster Stelle soll der einfachste Fall behandelt werden, 
der sich ergibt, wenn das Strahlensystem ein Strahlenbüschel 
und die Grenzlinie eine Gerade ist. Wählt Fig. 9. 
man diese als Ordinatenachse und legt die 
Abszissenachse durch den Scheitel F des 
Büschels (Fig. 94), dessen Abstand von 
der Grenzlinie mit c bezeichnet werden 
möge, so hat ein Strahl FA, der unter 
dem Winkel « einfällt, nach der Reflexion 
den Neigungswinkel x — «œ gegen die Abs- 
zissenachse, und es lautet mit Benutzung der Abkürzung tg «=u 
die Gleichung des reflektierten Strahls 


y + uļlz—ce)=0, 
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seine Einhüllende ist also nach der zu Gleichung (6), 168 ge- 
machten Bemerkung durch die Gleichungen 

z=, y= 0 
bestimmt, d. h. die reflektierten Strahlen gehen durch den Spiegel 
punkt eu F in begug auf die Grenzlinie Y Y”. 

Findet Brechung statt mit dem Brechungsexponenten »n 
und heißt der Brechungswinkel desselben Strahls FA, so 
gilt jedesmal die Beziehung 

Bin « 

sinf 
Die Gleichung des gebrochenen Strahls in der Hesseschen 
Normalform lautet: 

x cos ($ +8) + ysin ($ + 8) — c tg « cos 8 = 0 
und mit Rücksicht auf obige Gleichung ausgeführt: 
m _ _ncein f cosh _ 
xsin + y cos ß —— O. 

Differentiiert man sie in bezug auf ß, so entsteht 

_ — y sin g — #ECO 7R — sin Inte) _ 

x cosß— y sin ß — pi 0. 
Durch Auflösung beider Gleichungen in bezug auf z, y ergibt sich 
nc cos? ß 
(1 — n? sin? Bj} 
nc(i—nNsin!f 


y = 


(1 — n? sin? f} 
und hieraus folgt zunächst 
s _ cos? ß 
ne (1 — n? sin? 6 
yi—-n’y _ (a—nNsin’ß, 
ne u (1 — n? sin? By} ' 
erhebt man beides auf die Potenz —, so findet sich durch 


g? 
Summierung als Gleichung der Einhüllenden: 
1—n! 

(2)'+ (= eni 1. 


ne ne 


Bei n < 1, also bei einer Brechung vom Lote, ist dies die 
Gleichung der Evolute einer gewissen Ellipse, zu der hiernach 
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die gebrochenen Strahlen normal sind; bei einer Brechung zum 

Lote, wobei n>1, ist es die Evolutengleichung einer be- 

stimmten Hyperbel, welche demnach die gebrochenen Strahlen 

rechtwinklig durchschneidet; in beiden Fällen ist der Scheitel F 

des ursprünglichen Strahlenbüschels ein Brennpunkt des be- 

treffenden Kegelschnitts, und von diesem kommt jedesmal nur 
Fig. 95. Fig. 9. 





5 
’ 
í 
A 
$ 
/ 
⸗ 
Pd 
f 


⸗ 


ein Teil, hier der links von der Grenzlinie liegende, in Betracht. 





Die Figuren 95 und 96 bringen die Fälle n = A und n $ 
zur Anschauung. 

Nun gehe das Strahlensystem, um das Problem allgemeiner 
zu fassen, rechtwinklig von einer gegebenen Kurve F aus und 
werde an einer ebenfalls gegebenen in derselben Ebene liegenden 
Kurve C reflektiert (Fig. 97), bzw. gebrochen (Fig. 98). 

Betrachten wir zuerst den Fall der Reflexion. Um zu 
dem Strahl A’A den reflektierten zu konstruieren, kann man 
so vorgehen, daß man aus A den Kreis K’ verzeichnet, der 
F in A’ berührt, auf diesem Kreise den Spiegelpunkt B zu 4’ 
in bezug auf die Tangente T zu C in A bestimmt, so ist da- 
mit ein Punkt gefunden, der mit A den reflektierten Strahl 
bestimmt. Zugleich sind aber A’ und B die Grenzpunkte, die 
der Kreis X’ mit dem benachbarten aus dem so konstruierten 
Kreissystem ergibt, also Punkte der Einhüllenden dieses Systems 
und die Brennlinie die Evolute jenes Teils dieser Einhüllenden, 
der die Punkte B angehören. Es ergibt sich also zur Auf- 
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findung der Brennlinie das folgende Verfahren: Man konstruiere 
aus den Punkten der Grenzkurve als Mittelpunkten jenes Kreis- 
system, das die Kurve F’ berührt; der von F verschiedene Teil 
der Einhüllenden dieses Kreissystems gibt in seiner Evolute 
die Brennlinie. 

Auf den vorhin behandelten einfachsten Fall angewendet, 
führt dieses Verfahren zu einem Kreisbüschel mit der Zentral- 


Fig. 97. Fig. 38. 





linie YY’ und dem Punkt F als dem einen Grundpunkt; der 
andere Grundpunkt vertritt die Brennlinie. 

Handelt es sich um Brechung mit dem vorgeschriebenen 
Exponenten n, so kann die Konstruktion des zu A’A gehörigen 
gebrochenen Strahls in folgender Weise geschehen. Man be- 
schreibt um A zwei Kreise K’, K”, deren erster F in A’ be- 


rührt, deren zweiter den Radius AA” = 44 hat. Das Lot 


A”D aus A” auf die Tangente T an C im Punkte 4 treffe 
K'’ in B’, dann verläuft der gebrochene Strahl so, als ob er 
aus B’ käme; denn zwischen dem Einfallswinkel œ und dem 
Brechungswinkel ß folgt aus 


AD=-AA’sn«a= AB sin ß 
die Beziehung . 


Verlängert man AB’ bis an den Kreis K”, der im Punkte 
B” getroffen wird, so ist B” einer der Grenzpunkte von X 
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und somit ein Punkt der Einhüllenden der Kreisschar K”. 
Dies ergibt sich aus folgender Hilfsbetrachtung, die zugleich 
den Fall des Strahlenbüschels erledigt, das an einer Geraden 
gebrochen wird. 

Man denke sich aus den Punkten der Geraden YY’ 
(Fig. 94a) zwei Scharen von Kreisen, K’ und K”, beschrieben, 
die erste mit der Gleichung Fig. 94a. 


t + ly- bsb te, 
die zweite mit der Gleichung 
b’-+c? 


n? ? 


z? + (y — b? = 





wobei c die konstante Strecke F'O 
bedeutet und b variabel ist. Zur 
Bestimmung der Einhüllenden der 
zweiten Kreisschar bilde man durch 
Differentiation nach b die Gleichung 


-(y—b)= 4, 


so bestimmt dieselbe die Lage der Sehne, die die Grenzpunkte 
verbindet, und zwar ist 





y=b- 5 
ihre Gleichung. Konstruktiv wird diese Sehne dadurch erhalten, 
daß man den in dem Lote A” D zu YY’ liegenden Punkt B’ 
auf K’ aus A nach B” auf K” projiziert und nun durch B” 
das Lot B”E zu YY’ zieht. Denn es ist 

0E = 0A— EA = 04 — B” A sin $p = 0A — "sin ß 
OA . b 
= QA — > —„sunß=b——: 

In Fig. 98 vertritt T die Stelle von YY’ und FA’ die 
Stelle von A“. 

Das Ergebnis der Untersuchung geht also dahin, daß die 
Brennlinie des Vorgangs die Evolute eines Teiles der Ein- 
hüllenden jener Kreise ist, die aus den Einfallspunkten der 
Strahlen beschrieben sind mit Radien, die durch Vervielfachung 


der Strecken AA’ mit entstehen. 


Czuber: Vorlesungen. I 3. Aufl. 80 
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Die Elimination von b zwischen den Gleichungen 
2 2 
at + (y — b) = ES 


b 
— (y —b)= -5 
führt tatsächlich zu der Gleichung eines Zentralkegelschnitts: 
niz? ny? 
et T ine 
als dessen Evolute sich die oben gefundene diakaustische 
Linie ergibt. 


1, 


B. Raumkurven und krumme Flächen. 


$ 1. Tangente und Normalebene einer Raumkurve. 
Die erste Krümmung oder Flexion. 

173. Analytische Darstellung der Kurven im 
Raume. Sind die veränderlichen rechtwinkligen Koordinaten 
£, Y, 2 eines Punktes M im Raume als eindeutige stetige Funk- 
tionen einer Hilfsvariablen, des Parameters, u gegeben: 


(1) z=z(u) y=yu) s—.u), 
so beschreibt, während u seinen Bereich stetig durchläuft, der 
Punkt M eine Kurve im Raume, sofern nicht eine der drei 
Funktionen beständig den Wert Null hat; in letzterem Falle 
würde in einer der Koordinatenebenen eine Kurve beschrieben 
werden. Von den Funktionen z(u), y(u), a(u) setzen wir 
weiter noch voraus, daß sie bis zu Gliedern der jeweilen er- 
forderlichen Ordnung nach der Taylorschen Formel entwickel- 
bar seien. 

Besteht zwischen den drei Funktionen eine lineare Identi- 
tät mit konstanten Koeffizienten 


Az(u) + By(u) + Cz(u)+ D=0, 


so liegen alle Punkte der Kurve in einer Ebene, die Kurve 
ist eine Plankurve; findet eine derartige Beziehung nicht statt, 
so heißt die Kurve eine Raumkurve. 

Zwei von den Gleichungen (1) für sich betrachtet (127), z. B. 


y = y(u), 8 = s(u), 
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bestimmen eine Kurve in der ys-Ebene; dieselbe wird gleich- 
zeitig mit der Raumkurve von dem Fußpunkte des Lotes aus 
M auf die ys-Ebene beschrieben, ist also die Projektion der 
Raumkurve auf dieser Ebene. Diese Projektion kann, wenn 
man 4 eliminiert, auch durch eine Gleichung der Form ọ(y, z2) = 0 
dargestellt werden; verfährt man mit den anderen Paaren aus 
(1) ebenso, so ergeben sich drei Gleichungen 

p(y, 2) = 0 

Y(z, 2) = 0 

ı(z, y) = 0, 
welche die drei Projektionen der Raumkurve bestimmen; zur 
Charakterisierung der Raumkurve reichen aber swei von diesen 
Gleichungen hin, die dritte ist jedesmal eine Folge der beiden 
anderen. Dies stimmt mit der geometrischen Tatsache über- 
ein, daß eine Linie im Raume durch zwei Projektionen (auf 
nicht parallele Ebenen) bestimmt ist. Jede der vorstehenden 
drei Gleichungen kann aber auch als Gleichung des zur be- 
treffenden Koordinatenebene normalen projizierenden Zylinders 
aufgefaßt werden und in diesem Sinne bestimmt das Gleichungs- 
paar 
(2) [797 

l —0 3) =0 

die Kurve als Durchschnitt zweier Zylinder, wovon der eine 
parallel zur y-Achse, der andere parallel zur x-Achse ist. 

Die Gleichungen (2) können aber so angesehen werden, 
als wären sie hervorgegangen aus zwei Gleichungen von der 
Form: 

(3) | f(z, y, s)=0 

F (z ‚Y: z) =0, 
indem einmal y, ein zweites mal x eliminiert wurde; jede dieser 
Gleichungen bestimmt s als Funktion von x, y und repräsen- 
tiert eine Fläche (45); die Raumkurve erscheint so als Durch- 
schnitt zweier Flächen im allgemeinen gegeben. 

Damit sind die drei gewöhnlichen Arten der analytischen Dar- 
. stellung einer Linie im Raume überhaupt, im besonderen einer 
' Raumkurve, erledigt. Für allgemeine Untersuchungen ist die 


erste Art den anderen vorzuziehen. 
80° 
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Beispiele. 1) Wenn ein Punkt um eine feste Gerade 
gleichförmig rotiert und gleichzeitig parallel zu dieser Geraden 
gleichförmig fortschreitet, so heißt die von ihm ausgeführte 
Gesamtbewegung eine schraubende Bewegung oder Schraubung. 
Die dabei beschriebene Linie wird gemeine Schraubenlinie (Helix) 
genannt. 

Wird die feste Gerade zur s-Achse eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems genommen und die &-Achse durch eine 
Lage M, (Fig. 99) des beweglichen Punktes gelegt, dessen Ab- 
stand von der festen Geraden = a sei; so ist für eine neue 
Lage M, welche aus M, durch Rotation um den Winkel u 

Fig. 99. und durch eine fortschreitende Bewegung 
von der Größe z hervorging, 


zZ 
au TK, 
wo k eine Konstante bedeutet; auf Grund 
dessen sind 





T = Q COS u 
(4) y =asin u 
g = bu 


die Gleichungen der Kurve, wobei b = ka gesetzt wurde. Das 
dem Werte u = 2m entsprechende 3 heißt die Ganghöhe der 
Schraubenlinie; ihr Ausdruck ist also 2xb. 
Durch Elimination von u zwischen je zweien der Glei- 
chungen (4) erhält man: 
g? + y? — a? 


£ = 4008, 
— b 


y = a sin ži 
die Projektion der Kurve auf der xy-Ebene ist ein Kreis; die 
Kurve liegt auf einem Kreiszylinder, der als Schraubenzyliuder 
bezeichnet wird. Die beiden anderen Projektionen sind kon- 
gruente transzendente Kurven. 

2) Das Gleichungspaar 


L H yH [= 4a? 
T? + yY? = 2ar 
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bestimmt eine Raumkurve als Durchschnitt einer Kugel vom 

Radius 2a um den Ursprung mit einem Kreiszylinder vom 

Radius a, der die ys-Ebene längs der s-Achse berührt. Die 

zweite dieser Gleichungen gibt zugleich deren Projektion auf 
Fig. 100a. Fig. 100b. 


DI ARN 
I 


der xy-Ebene. Für die beiden anderen Projektionen erhält 
man durch Elimination von x, bzw. y die Gleichungen: 


— Aa? z? _ y? 
(5) N 
2 + 2a(x — 2a) = 0; 
die erste gehört zu einer Kurve 4. Ordnung, welche im Ur- 
sprung einen Knotenpunkt mit den Tangenten z + y = 0, 
g — y =Q hat und symmetrisch ist zu beiden Achsen (Fig. 100a); 
die zweite entspricht einer Parabel (Fig. 100b)*). 

174. Die Tangente. Auf einer Raumkurve sei ein 
Punkt M mit dem Parameterwerte u und den Koordinaten 
x/y/z gegeben; es werde auf ibr ein zweiter Punkt M an- 
genommen, dem der Parameterwert «+ h zugehört; seine 
Koordinaten seien z + Az/y+ 4y/z + Az. Durch die beiden 
Punkte ist eine Gerade bestimmt, deren Gleichungen lauten: 


P 


— - u — ?’ 


die Kosinus der Winkel, welche die Richtung MM’ in dieser 

Geraden mit den positiven Achsenrichtungen bildet, sind durch 

die Quotienten 

41x dy dz 
C 


e? ? c 





Von der Parabel hat nur der innerhalb des Kreises enthaltene 
Teil reelle Bedeutung; der übrige Teil heißt parasitisch. 
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bestimmt, wobei 
ce=Y4a?+ Ayt 48 
und die Wurzel positiv genommen werden soll, wenn die Punkt- 
folge M, M’ dem Wachsen des u entspricht. Mit stetig gegen 
Null abnehmendem A, also bei beständiger Annäherung des 
Punktes M’ an den Punkt M, konvergieren diese Kosinus 
gegen bestimmte Grenzen, und zwar ist _ 
dt 
= im ————t — 
_ EX 3 3 
YET 
dz 
du 


dx\? dy\? dz\? 
Ve) +) + (a) 
und ähnlich die beiden anderen. Dadurch ist also eine Grenz- 
lage der durch M und einen zweiten Punkt der Kurve gelegten 
Geraden bestimmt, die man als Tangente der Kurve im Punkte 
M definiert. Werden die Winkel, welche die dem wachsen- 
den u entsprechende Richtung der Tangente mit den positiven 
Achsenrichtungen bildet, mit «, ß, y bezeichnet, so ist hier- 
nach: dx 
du 





Ve 


(6) CoB p = 2 du nn 


Va + GI + (a) 
| ds 
CO8 y = — — 
V (au) + (au) a) 
und es lauten die Gleichungen der Tangente: 


E— a LTY n EE 
COB & cos f cos y 











oder 


— — — E — b 


(1) dx dy de 
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Die Formeln (6) und die Gleichungen (7) sind unmittel- 
bar anwendbar, wenn die Kurve parametrisch dargestellt ist. 
Um auch die anderen Darstellungsformen einzubeziehen, führe 
man an Stelle der Differentialquotienten Differentiale ein, was 
in (6) durch Multiplikation von Zähler und Nenner mit du 
erfolgt; dann hat man: 


dz 
cos = —— =- 
Vax’t dy! F dz’ 

dy 
6* mm in 
(69) cos P Yaxz!’+ dy’+de? 
COBY = —_. — 
” T tar 


und es lauten die Gleichungen (7): 





(7%) E— z noy 58, 


Ist die Kurve durch das Gleichungspaar (2) oder durch 
jenes (3) gegeben, so lassen sich zwei der Differentiale linear 
durch das dritte ausdrücken; im Falle (3) kann man auch 
folgendermaßen vorgehen. Durch Differentialbildung ergibt sich: 


fdz + f; dy + f,de=0 
F; dz + F;dy+F,;dz=0 
und hieraus folgt: 


fy f f; f; f. A ! f. * f. [4 | 
dz : dy: dz = 3,: 3 lo >; 
T: y: 4 F., ° | F; F. F/ F; I 

bedient man sich für diese aus den partiellen Differential- 
quotienten gebildeten Determinanten der von Donkin vor- 
geschlagenen Bezeichnung 
fy f, r 
F, F; 

















a, 2) 








so können die Gleichungen der Tangente so geschrieben werden: 
se LAZI _ IE, 

(1**) IF, F) of, F) lf, F) 
ly, e) Ow, a) (z, y) 
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Beispiele. 1) Für die Schraubenlinie erhält man auf Grund 
der Gleichungen (4) und der Formeln (6) die Richtungskosinus 


der Tangente: 
cosa = FÜ oosp=2 oosp = t: 
Va + b Vato’ Vas +o 
der Winkel mit der positiven Richtung der z-Achse ist also 
konstant; sein Komplement, d. i. der Neigungswinkel der Tangente 
mit der zy-Ebene, wird der Siteigungswinkel der Schrauben- 
linie genannt. 
Die Gleichungen der Tangente lauten dann mit Rücksicht 
auf (4): 
Benny _ SE, 
— y x b ? 
für die Spur S (Fig. 99) der Tangente auf der zy-Ebene 
ergeben sich hieraus, indem man ¢ = Q setzt, die Koordinaten: 


E=2+% 
T 
7-77: 


demnach ist 
. 2 2 
PS = (E — 2) + (1 W-FDE a 
und 
PS = au = arc PM,. 
Der Ort der Tangenten einer Raumkurve ist eine krumme 
Fläche und heißt die Tangentenfläche der Kurve. Ihre Spur suf 
der xy-Ebene ist der Ort der Punkte S; für die Schrauben- 
linie ist diese Spur durch die letzte Gleichung als eine Evolvente 
jenes Kreises charakterisiert, in welchen sich die Schraubenlinie 
auf der xy-Ebene projiziert (159). 
2) Bei der in 173, 2) betrachteten Kurve ist 
f(z, y, 2) = 2 +y’ +e — 4a, 
F(z, y, 2) = x° — 2az + y, 
— ef, F) 
ly, e) 4yz, (2, ©) 
und unter beständiger Rücksichtnahme auf die Gleichungen (5) 
der Kurve erhält man hieraus: 


af, F) a, F) 


PIC tay, 


= 4z(x — a), 


cos — — -- _—%° -— ea —— 
— ayia’— x?’ cos 3 = ayta!— x!’ CO8 Y = ga 
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hiernach hat man beispielsweise für den Punkt a/a/aY2 der 
Kurve: 


cose =- $, cos f = 0, osz = 4, 


und es ist hierdurch die Richtung der Tangente im Sinne des 
ef, F) 
Oly, 2) 





abnehmenden x bestimmt, wie aus dem Vorzeichen von 


zu erkennen ist. 

Für den Punkt 2a/0/O hören die Formeln auf bestimmte 
Bedeutung zu haben; es ist dies ein singulärer Punkt der 
Kurve, wie auch ihre Projektion auf der yz-Ebene (Fig. 100b) 
es erkennen ließ. 

Die Gleichungen der Tangente im Punkte z/y/z sind: 

—æ__ n—y _S5o#, 
—yz g(æx—a) ay 








175. Bogendifferential einer Raumkurve. Die in 
153 aufgestellte Definition der Länge eines ebenen Kurven- 
bogens läßt sich auch auf eine Raumkurve ausdehnen. Wir 
definieren die Länge eines Bogens M, M einer Raumkurve als 
den Grenzwert eines in diesem Bogen von M, bis M ver- 
laufenden Sehnenzuges bei beständig wachsender Zahl der 
Sehnen und Abnahme jeder einzelnen gegen die Grenze Null. 

Dieser Definition zufolge ist der Differentialquotient der 
Funktion s von u, welche die Bogenlänge ausdrückt, der Grenz- 
wert des Quotienten aus der Sehne MM’=c durch die zu- 
gehörige Änderung h von u für lim h = O, d.h. es ist: 


> L lim © — lim HER 
du „oh h=0 ho I 
denn diese Sehne kann als Seite des Sehnenzuges von M, bis 
M’, also als Änderung der Länge des Sehnenzuges in M,M 
bei dem Fortschreiten von M zu M’ aufgefaßt werden. Führt 
man die Division mit % unter der Wurzel aus und vollzieht 


dann den Grenzübergang, so ergibt sich 


(8) nV GI +G +G 


Geschieht die Zählung des Bogens so, daß er mit u zugleich 
wächst, so ist die Quadratwurzel positiv zu nehmen. 
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Daraus erhält man durch Multiplikation mit dw das Bogen- 
differential, das, wenn die unabhängige Variable nicht ersicht- 
lich gemacht wird, die Formel hat: 


(9) ds =Vdx? + dy? + de’. 

Hiermit gestatten die Formeln 174, (6*) für die Rich- 
tungskosinus der Tangente die Schreibweise: 
(10) cosa = $7, cosf = $Y, cosy = $- 

Bei allgemeinen Untersuchungen empfiehlt es sich, der 
Einfachheit der Formeln wegen, den von einem festen Punkte 
M, an gezählten Bogen s als Parameter zu wählen; ist wirk- 
lich eine solche Darstellung der Koordinaten x, y, g als Funk- 
tionen von s möglich, so bedeuten die rechten Seiten in (10) 
Differentialquotienten; im andern Falle sind sie als Quotienten 
von Differentialen bezüglich einer und derselben Variablen 
aufzufassen. 

Aus den Gleichungen (10) ergibt sich, bei der zuletzt 


angeführten Auffassung, die eigentliche geometrische Bedeutung 
von ds; da nämlich 


dx = ds cos«, dy=dscosß, dz = ds cosy, 
so stellt ds jene Strecke der Tangente vor, die vom Kurven- 
punkte x/y/z bis zum Nachbarpunkte x + dz/y + dy/z +ds 
der Tangente reicht. 
Beispiel. Das Bogendifferential der Schraubenlinie ergibt 
sich nach Formel (8) aus den Gleichungen 173, (4): 


ds =V Va? + bdu; 


diese Differentialformel kann aber nur eine Folge einer end- 
lichen Gleichung 5 l 
s=Va +b -u+C 


sein, in welcher O eine Konstante bedeutet. Zählt man den 
Bogen von M, (Fig. 99) an, so werden s und u zugleich Null 
sein, daher ist dann auch C = QO und 


s =V + b . u. 
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Beachtet man, daß 
arc M, P = au 
PM = bu 

ist, so ist hiernach 


arc M, M = Y arc M,P + M P. 


Dieser Zusammenhang, der auf den pythagoreischen Satz 
hinweist, wird unmittelbar verständlich, wenn man beachtet, 
daB der Schraubenbewegung auf dem Zylinder eine geradlinige 
Bewegung auf seiner Abwicklung entspricht. 

176. Die Normalebene. Die durch den Punkt M einer 
Raumkurve senkrecht zur Tangente gelegte Ebene wird Normal- 
ebene der Kurve in M genannt. Ihre Gleichung folgt unmittel- 
bar aus den Gleichungen der Tangente und lautet: 

dz dy dz 

(11) E-DE+n-WE+E-DE-0, 
wenn % der Parameter ist, durch welchen die Koordinaten 
ausgedrückt sind, oder: 
(19  (§—a)dz + (n — y)dy + (€ — s)dz 0 
oder endlich: 

of, F) of, F) of, F) 

(& — z) Jy, © + (n — y) J(e, z) +(6— 2) dl y) 0, 


wenn die Kurve durch die Gleichungen 173, (3) gegeben ist; 
diese letzte Gleichung kann mit Rücksicht auf die Bedeutung 
der Koeffizienten auch in der folgenden Gestalt geschrieben 
werden: 


(11) or dy oz | = 0. 


Beispiel. Aus den Gleichungen der Tangente an die Kurve 
173, (5), die in 174, 2) abgeleitet worden sind, ergibt sich die 
Gleichung der Normalebene im Punkte r/y/s: 

— ysl — z) + e(z — a)(n — y) + ay — z) = 0 
und nach vollzogener Reduktion 
— yz + g(x — a)n +ay$=0. 
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Alle Normalebenen gehen hier also durch einen festen Punkt, 
den Mittelpunkt der Kugel, eine Beziehung, die für jede sphä- 
rische Raumkurve zurecht besteht. 


177. Die erste Krümmung oder Flexion. Wenn eine 
Gerade, in welcher eine Richtung als positiv gewählt ist, eine 
Bewegung in der Ebene ausführt, so ist die Größe der dabei 
vollzogenen Drehung durch die Endlagen der Geraden be 
stimmt*); ihr Maß ist der Winkel der positiven Richtungen 
dieser Endlagen. 

Bei einer Bewegung der Geraden im Raume reicht die 
Kenntnis der Endlagen nicht aus. Um hier die Größe der 
Drehung zu messen, kann man sich einer Kugel bedienen; ein 
aus dem Mittelpunkte derselben parallel zur positiven Richtung 
der Geraden gezogener Halbstrahl vollführt dieselbe Drehung 
und beschreibt auf der Kugeloberfläche einen Kurvenbogen; 
die Länge dieses Bogens, gemessen durch den Halbmesser der 
Kugel, welcher also als Längeneinheit dient, ist das natürliche 
Maß für die Größe der räumlichen Drehung der Geraden. 

Diese von Gauß eingeführte Betrachtungsweise wenden 
wir auf die Tangenten einer Raumkurre M,C (Fig. 101) an. 
Die Kurve TTT’, welche der Parallelstrahl OT zur positiven 

Fig. 101. Tangentenrichtung MT auf der 

C,r' Kugeloberfläche beschreibt, wird 

u/T die sphärische Indikatrix der Tan- 

genten genannt und bildet eine in 

der beschriebenen Weise erzeugte 

sphärische Abbildung der Raum- 
kurve selbst. 

Setzt man 


M,M = s, MM'=4s 
TT =r, TT = Ar, 
und bezeichnet mit u, u + h die Parameterwerte der Punkte 
M, M’, durch welche zugleich auch die Punkte T, 7 bestimmt 
sind, so ist 





9 Wenigstens bis auf etwaige volle Umdrehungen und wenn die 
Drehung fortwährend in einem Sinne erfolgt. 
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die Geschwindigkeit der Änderung des Bogens und 
Ir dr 


die gleichzeitige Geschwindigkeit der Drehung der Tangente 
bei gleichförmiger Änderung von u; das Verhältnis der zweiten 
Geschwindigkeit zur ersten, also den Bruch 


dr 

du dr 
ds des’ 
du 


definiert man als erste Krümmung oder Flerion*) der Raum- 
kurve im Punkte M; den Halbmesser e eines Kreises von 
dieser Krümmung bezeichnet man als Krümmungshalbmesser 
oder als Radius der ersten Krümmung der Kurve in M und 
hat hiernach 


1 d 
(12) =i 


Nun hat der Punkt z, da der Halbmesser der Kugel 
die Längeneinheit ist, die Koordinaten: 


Emcosa, n=coß, &=cosy, 
daraus folgt als Bogendifferential der Indikatrix: 
de = V(d cos a)? + (d cos B)* + (d cos y)? 
und hiermit ergibt sich: 


d cos a\' *) d cos ß d cos y 
(13) Py -VS HERA +7 ds N: 
Ist s der Parameter, J welchen die Koordinaten aus- 
gedrückt sind, so wird auf Grund der Formeln 175, (10): 


d? z 
(14) e -yV (7) ) + Ga)” 
Die Flexion wird als eine absolute Größe betrachtet; die 


Wurzel in den Formeln (13) und (14) ist daher positiv zu 
nehmen. 





* Die Terminologie ist nicht einheitlich. Mitunter wird die im 
nächsten Artikel behandelte Torsion auch als Flexion bezeichnet, z. B. 
Enzykl. der mathem. Wissensch., Band III 3, p. 78. Wir schließen uns 
L. Bianchi, Lezioni di geometria differenziale, Pisa 1893 (2. Aufl. 1902), 

deutsch von M. Lukat, Leipzig 1899, an. 
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Je kleiner das Bogenelement M M’, um so genauer kann 
die räumliche Drehung der Tangente bei dem Übergange von 
M zu M’ durch den Winkel der beiden Tangenten MT, M'T', 
welchen man den Kontingenewinkel des Bogenelements MM’ 
nennt, gemessen werden; aus diesem Grunde bezeichnet man 
auch das Bogendifferential dr der Indikatrix mit dem Namen 
Kontingenzwinkel und definiert wie bei einer ebenen Kurve 
(156) die Flexion als Quotienten aus dem Kontingenzwinke 
durch das zugehörige Bogendifferential der Kurve. 

Die einzige reelle Linie, bei welcher die Flexion in allen 


Punkten Null ist, ist die Gerade. Denn soll Ž=0 sein, 80 
muß laut (14) beständig 


d’z d? dꝰ ⸗ 
as T O ae ™ 0, da ™ D, 
also 
dy ds 
ds TO GTO nt 
also weiter 
z=as+a, y =bs +v, g=cs+c 
sein; diese Gleichungen, in welchen a, a’, ... willkürliche Kon- 


stanten bedeuten, stellen aber alle Geraden des Raumes dar. 

Beispiele. 1) Die Richtungskosinus der Tangente an eine 
gemeine Schraubenlinie sind (174, 1)): 
cos e = — L5H B =< cosy = — 8 
Ver + bt? Va +b” Va’ +0 
das Bogendifferential (175): 

ds = Va? + b!du; 

hieraus ergibt sich 


ds +b? ds 
demnach ist 


dcos« a cos u daß a sin u d cosy / 


a +03 ds 
1 a 

e Tanpi 

und ọ =a + =. Es hat also die Schraubenlinie auf einem 
Kreiszylinder in allen Punkten dieselbe Flexion und ihr Krüm- 
mungshalbmesser ist um so größer im Vergleich zum Halb- 


messer des Schraubenzylinders, je größer b oder je größer der 
Steigungswinkel. 
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2) Um für den Punkt P(0/0/2a) der Raumkurve 173, 2): 
2 4 y? + =m 4a? 
2? + yp? = 2ax 


den Krümmungsradius zu finden, hat man folgende Rechnung 
anzulegen. Durch enge Differentiation nach s erhält man: 


+y 4-0 
ee =0 
GOGA +G + ia yis Etri 
— — + 6-4) ds! Typy Tu = 0; 


mit Berücksichtigung von (3 z)! + G9 + (3 ar == 1 und der dar- 
aus folgenden Beziehung 


dx d'z dy d’y dg d’z 0 
ds ds? ds da + ds ds? 


ergeben sich für den Punkt P die Werte: 


dx dy dz 

daO Bl u 

d’x 1 d'y d'z 1 
ds! a dë ds? 2a’ 


daraus 


& 2. Oskulationsebene einer Raumkurve. Die zweite 
Krümmung oder Torsion. 


178. Die Oskulationsebene. Durch den Punkt M der 
Raumkurve mit den Koordinaten z/y/s und dem Parameter- 
wert u werde eine Ebene gelegt, 

(1) - (Ẹ— x)cosa + (n — y) cosb + (Ẹ — z) cos c = 0 
sei ihre Gleichung; a, b, c sind die Richtungswinkel des Lotes 
zur Ebene. 
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Ein dem Punkte M benachbarter Punkt M’ der Kurve 
gehöre zum Parameterwert u + h und habe die Koordinaten 


x,/y,/2,; dann ist 
d'z k’ 
n =at Ehta z +8 


d’y h’ 
(2) y=y + Eht z tê 


d’z h’ 
n= tih t IoT + ês. 
Die Entfernung dieses Punktes von jener Ebene ist 


ð = (Zu cos a + $Y cos b + Z cos c) h 


d? x A: 
+ (Ta cosa +$ Y cos b + Zu, cos e) = + E; 


dabei bedeutet E, als lineare Form der &,, &,, &, ebenso wie 
diese eine Größe dritter Ordnung in bezug auf A. 

Mit h wird, solange die Ebene keine besonderen Bedingungen 
erfüllt, ð zugleich unendlich klein, und zwar von der ersten 
Ordnung, ändert daher mit A zugleich sein Vorzeichen, die 
Ebene schneidet die Kurve. 

Wenn jedoch die Stellung der Ebene eine solche ist, daß 


(3) 7 cos a + SF cos b + $É cos c= 0, 


so wird ô mit k unendlich klein, aber nunmehr von der zweiten 
Ordnung, ändert daher innerhalb entsprechend enger Grenzen 
sein Vorzeichen nicht, wenn h es wechselt.. Da mit Rücksicht 
auf die Formeln 174, (6) für eine solche Ebene vermöge (3) 
die Beziehung 


cos œ cos a + cos ĝ cos b + cos y cos e = 0 


besteht, so geht die Ebene durch die Tangente in M und heißt 
daher eine TZangentialebene der Kurve im Punkte M. 
Erfüllt die Ebene neben der Relation (3) auch noch die: 


d’x d'y d?z 
(4) dus COS 0 + gga CO8 b + gya 08C — 0, 


so reduziert sich für sie ô auf E, also im allgemeinen auf eine 
Größe der dritten Ordnung, so daß es mit k zugleich das Vor- 
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zeichen wechselt. Durch die Bedingungen (3) und (4) ist die 
Ebene (1) eindeutig bestimmt, und diese ausgezeichnete unter 
den Tangentialebenen wird Oskulations- oder Schmiegungsebene 
der Kurve in M genannt; nach der eben gemachten Bemer- 
kung liegt die Kurve beiderseits von M und in der nächsten 
Umgebung dieses Punktes zu verschiedenen Seiten dieser Ebene, 
sie wird von ihr berührt und geschnitten. 


Aus den Gleichungen (3), (4) folgt: 











| dy àz | ds dz 
du du du du 
cos a = x |! |, co b= x , 
‚d’yd’z. d’s d’x 
Au! du! ĩ Jut 
(5) ‚du! du | du? du 
ı dz dy 
| du du 
COS C = X 
d'z d'y | 
| du! du? | 


und x ist, bis auf das Vorzeichen, vermöge der Beziehung 
cos®’a + cos?b + cos?c = 1, als reziproke Quadratwurzel aus der 
Quadratsumme der drei Determinanten bestimmt; durch Ein- 
setzung dieser Werte in (1) ergibt sich die Gleichung der Os- 
kulationsebene: 


| 
(6) az dy de = 


In Analogie mit der bei der Berührung zweier Plankurven 
gebrauchten Ausdrucksweise (148) kann man sagen, eine Tan- 
gentialebene habe mit der Kurve eine Berührung erster und 
die Oskulationsebene eine solche der zweiten Ordnung. 


179. Superoskulierende Ebenen. Geometrische De- 
finitionen der Oskulationsebene. Es ist nicht ausgeschlos- 
sen, daB in einzelnen Punkten der Kurve die Berührung der 
Oskulationsebene von höherer als der zweiten Ordnung ist; 
man sagt dann, es bestehe hier Superoskulation. Es wird ins- 
besondere eine Berührung der dritten Ordnung eintreten, wenn 
bei weiter fortgesetzter Entwicklung in (2) in dem Ausdrucke 


Czuber, Vorlesungen. L 3. Aufl. 31 
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für d auch das Glied dritter Ordnung verschwindet, wenn also 
die Kosinus (5) auch noch die Bedingung 
d’x 


3 3 
dys cos at ds cos b + * cos c = 0 


erfüllen, d. h. wenn für den betreffenden Punkt 
dz dy dz 
du du du 
d'z d’y uı?z 
du? du? du? 
d’x d’y d’z | 


, du’ du’ du’ 


(7) d= =0 


ist. Weil in diesem Falle d von der vierten Ordnung ist, ver- 
hält sich eine solche Oskulationsebene zur nächsten Umgebung 
der Kurve wie eine gewöhnliche Tangentialebene und wird eine 
stationäre Oskulationsebene genannt. Die Gleichung (7) kann 
dazu dienen, die Parameterwerte der Punkte mit stationärer Os- 
kulationsebene zu bestimmen. 

Für eine ebene Kurve ist die Gleichung (7) identisch er- 
füllt; denn, gilt für jeden Punkt der Kurve 


Ax+By+Ce+D=0, 
so ist auch für jeden 


dx dy de 
A Tu TB au tO au nm. 
d’ x d’y d’z 
At Ban tC aa 


d’x d’y d’z 
A gus t But un! 


und die Gleichung (T) drückt eine notwendige Folge dieser 
drei Gleichungen aus. 

Es mag bemerkt werden, daß man in den Gleichungen (5). 
(6), (7) die Differentialquotienten auch durch die betreffenden 
Differentiale ersetzen oder statt u auch s als Parameter ver- 
wenden kann. 

Neben die analytische Definition der Oskulationsebene als 
einer Ebene, welche mit der Kurve eine Berührung mindestens 
zweiter Ordnung hat, lassen sich auch geometrische Definitionen 
stellen. Zunächst die folgende: Die Oskulalionsebene im Punkte 
M ist die Grense einer Tangentialebene, welche außer M noch 
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einen sweilen gegen M sich bewegenden Punkt M’ mit der Kurve 
gemein hal. 

Drückt man nämlich die Forderung aus, daß der Punkt (2) 
der Ebene (1) angehöre, wenn deren Kosinus der Beziehung (3) 
entsprechen, so kommt man zunächst zu der Gleichung: 


(3 cosa + 2% cos b + dr cose) $ + E= 0; 
dividiert man durch X und läßt dann k gegen Null konver- 


gieren, so ergibt sich wegen lim ui = 0 folgende, die Grenz- 
lage der Ebene charakterisierende Gleichung: 


d’x d'y d’z 
dus 005 @ + -gga C08 b + Jui CO8 C= 0, 


welche mit (4) übereinstimmt und also tatsächlich zur Osku- 
lationsebene führt. 

Beachtet man, daß laut 174 die Tangente in M die Grenzlage 
einer Geraden ist, welche außer M noch einen zweiten dem M 
unaufhörlich sich nähernden Punkt mit der Kurve gemein hat, 
so kommt man zu der weiteren Definition: Die Oskulations- 
ebene in M ist die Grenzlage einer Ebene, welche mit der Kurve 
neben M noch zwei weitere gleichzeitig gegen M komvergierende 
Punkte gemein hat. Zwischen Oskulationsebene und Kurve findet 
also mindestens drei-, unter Umständen mehr als dreipunktige 
Berührung statt. 


180. Beispiele. 1) Für den Punkt x/y/z der Schraubenlinie 


T = Q CO8 U 
y=asinu 
z = bu 


schreibt sich die Gleichung der Oskulationsebene zunächst in 
der Form 
E— z qn—y cz 
— y x b |=0 
— —y Q 
und lautet nach vollzogener Entwickelung 


byg — bzn + ag — a'z = Q; 
31* 
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die Spur SS’ dieser Ebene in der zy-Ebene, by — bzn — ade =0, 
ist also parallel dem Radius OP (Fig. 102). 

Der Umstand, daß die eben entwickelte Gleichung der 
Schmiegungsebene auch in bezug auf die Koordinaten z, y, z 
des Berührungspunktes linear ist, hat seine besondere geo- 
metrische Bedeutung. Betrachtet man nämlich &/n/& als fest, 
so besagt er: Die Berührungspunkte der durch einen festen 





Fig. 108. Punkt an eine gemeine Schraubenlinie 

Z gelegten Schmiegungsebenen liegen in 
einer Ebene. 

S’ 2) Für den Punkt P(0/0/2a) 


x (Fig. 100a) der Kurve 
x? p y? + e? =m 4a? 

z? + yẹ? = 2ar, 
schreibt sich mit Hilfe der in 177, 2) für diesen Punkt ge- 
fundenen Werte der Differentialquotienten die Oskulationsebene 


E n &-2a 
0 1 0 = 0; 
Io -4 
a 2a 
entwickelt gibt dies 
E +2 = 4a 


und läßt erkennen, daß die Schmiegangsebene in dem be- 
trachteten Punkte parallel zur y-Achse ist und daß ihre Spur 
in der zx-Ebene mit der Tangente an die Parabel, welche die 
gleichnamige Kurvenprojektion bildet, übereinstimmt. 

Daß diese Schmiegungsebene stationär ist, ergibt sich, wenn 
man zu dem an der zitierten Stelle entwickelten Gleichungs- 
system dz dy dz 

2ds TY as tide m! 
d d 
(x — a) I, +y er =0 
d!x d’y d'z 
eat Yan tan? 
dz\?, (dy\® -a d'z d*y _ 
(a3) +(e) tC- AT tY Tl 
dzd’z  dyd’y , dz d'z 0 


—— — — 


da da T de daf T ds Tu 
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die durch weitere Differentiation der drei letzten entstehenden 
Gleichungen 
dsx d’y d'z 
Tas TYT ta 9 
dz d’z d’x d? 
-Js de ta) as tY O 
d!z\?, /d’y\?, /(d2e\? dxd’'zx dydy  ded’z 
(+) + as a te da t a zn 0 
hinzufügt und nun die Koordinaten von P einführt; man 
findet so: 





dz dy dz 

ds 7O ds 7 1l de 7O 
d'e l a'y O d'e 3 
ds? a ds? ds? 2a 
d’x d’y 6 d’z 
rt ten 0 nd 


Werte, deren Determinante tatsächlich Null ist. 


181. Hauptnormale und Binormale. Die Normalebene 
im Punkte x/y/e: 


, d d d 
(8) E-NE+@-WEHE-)E=0 
und die Oskulationsebene: 
dy ds ds de | 
ds de ds ds 
(= 2) d'y d’ +a—=y9)] a, A 
ds! ds’, ds? ds? 
dx dy 
te- "oo 
: d?r d’y = 
| ds! ds? 





schneiden sich in einer Geraden, welche, zur Tangente senk- 
recht, die Hauptnormale der Kurve im Punkte M heißt. 

Die zu dieser Geraden durch M senkrecht gelegte Ebene, 
als rektifisierende Ebene der Kurve in M bezeichnet, geht durch 
die Tangente und schneidet die Normalebene nach einer Ge- 
raden, welche, ebenfalls senkrecht zur Tangente, die Binormale*) 





* Diese Bezeichnung hat B. de Saint-Venant in der für die 
geschichtliche Entwicklung der Theorie der Raumkurven wichtigen Ab- 
handlung im Journ. de l'école polyt., cah. 80 (1845) eingeführt. 
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der Kurve im Punkte M genannt wird. Die Gleichung der 
rektifizierenden Baene lautet: 


(10) (£ — 55 S+ (n — y) $ ay +> s) $. Sam 
denn wegen 
dz d's _ dy- d'y 





dz * 
ta ante de TO) 
ist die Ebene (10) senkrecht zur Normalebene (8), und wegen 
‚ay as $z dz dz dy 
d’z ds ds d’y ds des d?z ds ds 
d | d'y d's | T Te | d'e d's’ T aS d'e d'y 
' ds? ds’ dè ds! | Te de 
d’z d'y d'z ' 
ds? ds! ds’! 
_|dz dy ds! = 0 
S| äs ds ds. ~ 
| d!x d'y d'z | 
ds? ds! ds’ 


ist sie senkrecht zur Oskulationsebene (9), erfüllt also tatsäch- 
lich die ihr auferlegten Bedingungen. 

Als positiv setzen wir in der Hauptnormale diejenige 
Richtung fest, welche von M aus nach jener Seite der rekti- 
fizierenden Ebene (10) verläuft, auf welcher sich die Kurre 
in der Umgebung von M befindet; die Winkel dieser Richtung 
mit den positiven Achsenrichtungen seien mit A, u, v bezeichnet. 
Um ihre Kosinus darzustellen, führen wir folgende Betrach- 
tung durch. Der Abstand des Punktes M’ (178, (2)) von der 


Ebene (10): i EEC ana p u 
Ve) — +E 
O =a Vlan) + (aa + (aa) +E, 


* Diese in 177, 2) schon benützte Beziehung ergibt sich durch 
Differentiation der Relation 


EE- 








in bezug auf s. 
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wo E’ wieder eine Größe dritter Ordnung in bezug auf h 
bedeutet, fällt bei entsprechend kleinem h positiv aus, wenn 
man die Quadratwurzel mit dem positiven Zeichen nimmt. Bei 
dem gleichen Vorzeichen der Wurzel muß dann auch der Ab- 
stand eines Punktes r/y/3, der von M aus in der positiven 
Richtung der Hauptnormale u von der Ebene (10) d. i. 


d? 
(€ 1) +0 atO Ag 


o d’z d'y? (dings 
(a) + (Ta) + (asi) 
positiv ausfallen; für einen solchen Punkt ist auch 
(£ — x) cos 4 + (Y — y) cos u + (3 — z) cos v 


positiv und stellt denselben Abstand dar; folglich hat man 
(177, 14): 














d'z 
cos į = n — = ọ Tt, 
via ) + (aa) + (F1) 
y 
(11) cos p —. 
VE +a tG 
d'z 
Cos v = — - - ds? — 055, 








Vha) + (a 


die Wurzel positiv genommen. 

Es bleibt jetzt noch übrig, in der Binormale die positive 
Richtung festzusetzen. Dies soll so ge- 
schehen, daß die positiven Richtungen der 
Tangente M T, der Hauptnormale M H und 
der Binormale MB ein dem Dreikant der 
positiven Halbachsen OX, OY, OZ gleich- 
stimmiges, d. h. ein solches Dreikant bil- 
den, welches sich mit dem letztgenannten 
durch Translation und Rotation zur Dek- 
kung bringen läßt (Fig. 102a). Die Winkel, 
welche die positive Richtang der Binormale mit den positiven 
Achsenrichtungen bildet, mögen mit p, y, y bezeichnet werden. 


Fig. 102a. 
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Das von der positiven Tangente, Hauptnormale, Binormale 
und den sie verbindenden Ebenen: Normalebene, Schmiegungs- 
ebene und rektifizierende Ebene gebildete Dreikant ist für die 
Untersuchung der Raumkurven von fundamentaler Bedeutung. 
Man nennt es das den Kurvenpunkt begleitende Dreikant. 

Trägt man von M aus auf MT, MH, MB je die Längen- 
einheit ab, so sind die Koordinatendifferenzen der Endpunkte 
dieser Strecken cos «, cos f, cos y; Cos A, CO8 u, COB v; CO8 Q, 
cos v, cos y beziehungsweise, und das sechsfache Volumen des 
Tetraeders, welches jene vier Punkte zu Ecken hat, kommt gleich 


| cosæ cosß cosy| 
i 
cos À cosu COSV ı; 





coso cos cosy 
ein auf dieselbe Weise mittels der positiven Koordinatenhalb- 
achsen konstruiertes Tetraeder hat den sechsfachen Rauminhalt 


1100 
0 1021, 
001 





und da beide Tetraeder gleich und gleichstimmig sind, so ist 
| cos & cosß cosy| 
(12) |cosA cosy cosy|=1. 

| cos cosYy cosy 

Jedes Element dieser Determinante ist der ihm adjun- 
gierten Unterdeterminante gleich. Entwickelt man nämlich 
beispielsweise nach den Elementen der dritten Zeile, so folgt 
cos ꝙ (cos ß cosy—cosy cosu) + cosy (cosy CosA— cosa cosy) 

+ cos y (cos « cos u — cos ĝ cos 2) = 1; 
vergleicht man dies mit 

cos? p + cos? y + cos? y = 1, 
so ergibt sich, da beide Gleichungen für alle Lagen des Drei- 
kants M(THB) bestehen müssen, daß 


COS @ = cos ß cos v — CO8 y COS u 
COS Y = COS y CO8 A — CO8 & CO8 V 
COS y == COS œ COS u — cos ß cos A; 


ebenso wird der Beweis für die anderen Elemente geführt. 
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Setzt man in den letzten Gleichungen für die Richtungs- 
kosinus der Tangente und Hauptnormale die dafür bereits be- 
stimmten Werte ein (175, (10) und 181, (11)), so ergeben 
sich schließlich auch die Richtungskosinus der positiven Bi- 
normale: 

dy de 
ds ds 
—— 
ds’ ds’. 
ds de 
ds des 
d'z d'z 
ds?’ ds? 


cos Q = Ẹọ | 


(13) cos Y = ọ 


e 


dx dy 


ds ds 
d'x d'y 


ds?’ ds? 


cos y = ọ 


Sie sind, bis auf die Entscheidung über das Vorzeichen, bereits 
als Richtungskosinus der Oskulationsebene in 178, (5) gefunden 
worden. 


182. Die zweite Krümmung oder Torsion. Die 
Änderung in der Stellung der Oskulationsebene kann durch die 
Änderung in der Richtung der Binormale gemessen werden, 
weil die Binormale zur Oskulationsebene normal ist. Die Be- 
wegung der Binormale wird aber wieder mit Hilfe ihrer sphä- 
rischen Indikatriz zu beurteilen sein, wie dies bei der Tangente 
schon geschah (177). 


Sind B, B' die zu den Punkten M, M’ gehörigen Punkte 
der sphärischen Indikatrix, also die Endpunkte der zu den 
positiven Binormalen MB, M’B’ parallelen Radien der Ein- 
heitskugel, und setzt man (die zugehörige Figur wäre konform 
der Fig. 101): 

M,M =s MM'=4s 


BB=-6, BB = 49, 


Bo ist 
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die Geschwindigkeit der Änderung des Bogens und 
40 do 


lim ZU. _ 9 
1-0 È du 


die gleichzeitige Geschwindigkeit der Drehung der Oskulations- 
ebene bei gleichförmiger Anderung von u; das Verhältnis 
beider Geschwindigkeiten, und zwar: 


do 
du do 
ds ds’ 
du 


definiert man als zweite Krümmung oder Torsion*) der Kurve 
im Punkte M; den Halbmesser T eines Kreises, welcher eine 
der Torsion gleiche Krümmung hat, nennt man Torsionshalb- 
messer und hat hiernach den Ansatz: 
1 _dö 
(14) TTd 
Nun hat der Punkt B®, wenn der Mittelpunkt der Ein- 
heitskugel mit dem Ursprung zusammenfällt, die Koordinaten: 


E=c08p n = cos% G=c087; 
demnach ist d0 als Bogendifferential der Indikatrix der Binormale: 
d0 = +Y(d cos p)? + (d cos y}? + (d cos y)? 


und darans 
a SE DET Du: 


Für sehr nahe aneinander liegende Punkte M, M kommt 
d0 sehr nahe dem Neigungswinkel der Oskulationsebenen in 
M, M’; diesen Winkel bezeichnet man als Torsionswinkel**) 
zum Kurvenelement MM’. In diesem Sinne kann die Torsion 
als Quotient aus dem Torsionswinkel durch das zugehörige Bogen- 
differential erklärt werden. 

Um zu erkennen, daß es berechtigt ist, die Torsion als 
eine relative Größe aufzufassen, erinnern wir uns der in 178 











9 Auch die Bezeichnungen Windung, Schmiegung sind gebräuchlich. 
Vgl. hierzu die Fußnote p. 477. Wegen des Vorhandenseins der zweiten 
Krümmung oder „Windung‘“ nennt man die Raumkurven auch gewunden: 
Linien. 

*) Auch als Windungs- oder Schmiegungswinkel. 
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festgestellten Tatsache, daß die Kurve von der Oskulations- 
ebene — wenn diese nicht stationär ist — berührt und ge- 
schnitten wird. Ein Auge, das in der Hauptnormale sich 
befindet und in deren positiver Richtung gegen die Kurve 
blickt, sieht die Oskulationsebene als Gerade TT, und die 
Kurve bietet ihm in der Umgebung von M eines der Bilder 
in Fig. 103a, b; bei a) geht ein von links nach rechts bewegter 
Punkt absteigend, bei b) aufsteigend durch die Oskulations- 


Fig. 108a. Fig. 103b. 
B B 


T’ p 





ebene, wenn er M durchschreitet. Diese zwei Fälle sind es, 
welche sich durch die Vorzeichen + und — in einer noch fest- 
zusetzenden Weise werden unterscheiden lassen. Man spricht 
im Falle a) von einer rechtsgewundenen, im Falle b) von einer 
linksgewundenen Kurve. Die Verhältnisse kehren sich um, 
wenn die positive Tangente von rechts nach links verläuft. 


183. Die Formeln von Frenet. Man kann die Flexion 


ay (eea ( —— J (Een 
ds ds 


als Geschwindigkeit der Richtungsänderung der Tangente und 
der Torsion 


es (Fr 2 /dcosy\? 

rt Ve ds ) t ( ds ) 
als Geschwindigkeit der — der Oskulationsebene 
bei gleichförmiger Änderung des Bogens auffassen, und jede 


dieser Geschwindigkeiten erscheint der Formel gemäß zusammen- 
gesetzt aus drei rechtwinkligen Komponenten: die Flexion aus: 














d cos œ d cos ß d cos y 
ds ? ds ? ds 








die Torsion aus: 
d cos ꝙ d cosy d cos 8z. 
ds ? ds ? ds 








Man kann noch ein drittes Krümmungsmaß aufstellen, in- 
dem man in analoger Weise die Richtungsänderung der Haupt- 
normale an der Einheitskugel mißt und mit der Bogenlänge 
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der Kurve in Beziehung setzt; die Komponenten dieses 
Krümmungsmaßes, das man als ganze Krümmung bezeichnet 


(es heiße für den Augenblick 3)» sind 


d cos 1 d cos u d cos y , 
ds ? ds ? ds 








Alle diese Komponenten lassen sich wie folgt einzeln be- 
stimmen. 
Aus den Formeln 181, (11) in Verbindung mit 175, (10) 
ergibt sich sogleich: 
(I) d cos « _ C081 d cos dcos _ cos u d cos y _ eer. 
ds e d8 e ds e 





Differentiiert man die Gleichungen: 
cos? o + cos? y + cos? y= 1 
cos œ cos p + cos f cos y + cos y cos z = 0, 


deren zweite die Tatsache ausdrückt, daß Tangente und Binor- 
male zueinander senkrecht sind, in bezug auf s und nimmt 
gleich Rücksicht auf (I), so wird: 


d cos ꝙ d cos p 
cos p ~- gg t cos Y —;,. + cosy i 70 





Z (cos A cos p + cos u cos y + cos v cos 7) 


+ cos a ®P 4 cos s B — z + cosy = 0; 


d cos ꝓ d cos z 
d 
das erste Glied der zweiten dieser Gleichungen entfällt, weil 
Hauptnormale und Binormale einen rechten Winkel bilden, 
und dann ergibt sich aus dem homogenen Gleichungspaar mit 
Beachtung dessen, was bezüglich der Determinante 181, (12) 
festgestellt worden ist: ` 


d | cos Y COS 
P =x v 2| 4008 A 
8 cos ß cos | 
d cos y Cos Ọ | 
Snar 1 P = % COS u 
8 | COS y COS «& | 


dcos y „| 9 cos | 


| = % CO8 V; 
ds COB œ COB Ê, ? 
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die Quadratsumme dieser Gleichungen führt zu 


EHEN -T 


demnach hat man endgültig: 














(U) dcosp _ cosl d cos Y _ Cosu d cos z _ Cosy. 
ds T ds T ds T 
Aus der Determinante 181, (12) folgt schließlich: 
COS A = CO8 cos y — COB % cos ß, 
daraus weiter durch Differentiation nach s unter Rücksicht- 
nahme auf (I) und (II): 


d cos? _ CO8 Y CO8 y — CO8 7 CO8 u COS { COS y — CO8 v COS ĝ 














ds o + T 
und vermöge der erwiesenen Eigenschaft jener Determinante: 
deosl _ cosg 
ds 0 T ? 
nach Analogie dieser Formel hat man also: 
d eos cosa cos ꝙ deep _cosß _ cosa 
de nn T? d&a eo T ? 
an d cos v cos 
| _ y _ cm, 
ds ọ T 


Die Quadratsumme dieser letzten Gruppe von Gleichungen 
führt zu folgender Beziehung zwischen den drei Krümmungs- 


maßen: 
1 


G 7 * + * 
vermöge deren der ganzen Krümmung neben der Flexion und 
Torsion keine selbständige Stellung zukommt. 

Die neun Formeln (I), (U), (III), nach ihrem Urheber 
die Frenetschen Formeln genannt*), enthalten die Bewegungs- 
gesetze des begleitenden Dreikants, und da sich in diesen die 
Eigenschaften einer speziellen Raumkurve ausdrücken, so sind 
die Frenetschen Formeln für die Kurventheorie von grund- 
legender Bedeutung. Auch bei einer ebenen Kurve kann von 


* Häufig auch als Serretsche Formeln bezeichnet; F. Frenet 
hatte sie 1847 als Doktordissertation bei der Toulouser Fakultät ein- 
gereicht, P. Serret sie unabhängig von ihm gefunden und 1851 im 
Journal von Crelle veröffentlicht, wo 1852 auch Frenets Arbeit erschien. 
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einem begleitenden Dreikant gesprochen werden; seine Bewe- 
gungen sind aber von einfacherer Art, weil die eine Kante, die 
Binormale, ihre Richtung beibehält; man sieht daher von dieser 
Kante und den zwei durch sie gehenden Seitenflächen ab und 
richtet die Aufmerksamkeit nur auf das Winkelkreuz aus Tan- 
gente und Normale. 


184. Das Vorzeichen der Torsion. Durch Ausführung 
der Formeln (II) auf Grund von 181, (11) und (13) erhält man: 





dy ds, jay ae 
de | de dsi ds ia| edz 
ds d’yd’z d’y d’s T ds? 
ds! d8? | ds! ds? 
ds dz| |ds de} 
dọ : ds de | Er dsi _ ẹọ d'y 
ds | d’s d’x e, d?z d'z) T ds’ 
dst de | | Ta dat | 
dz dy| de dy: 
dọ ; ds ds | ds ds, _ od? 
ds d’xzd’yı e| asz d'y; Tds’ 
ı d8? ds? ds? dss | 
multipliziert man diese Gleichungen der Reihe nach mit 
d'z d'y d'z 


Ast? dat? ga und bildet die Summe, so erhält se zum Koeff- 


zienten eine Determinante dritten Grades, welche zwei gleiche 
Reihen hat und daher Null ist; rechts ist die Formel 177, (14) 
zu beachten; man findet so: 

! dx dy ds 

| Ts ds ds 

2 2 2 

(16) r= ei aa da da) 
a’z d'y d’ | 
ds? ds’ da’ | 
Daraus folgt, daß die Torsion das entgegengesetzte Vorzeichen 
der Determinante 4 hat, von welcher in 179 schon die Rede 
war; dort ergab sich auch, daß in einem Punkte mit statio- 
närer ÖOskulationsebene diese Determinante verschwindet, in 
einem solchen Punkte hat also die Torsion den Wert Null 
und wechselt bei dem Durchgange durch denselben das Vor- 
zeichen. Dieses Verhalten erinnert an den Wendepunkt einer 
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Plankurve, dem auch -die Eigenschaft zukommt, die Krümmung 
Null zu haben und Punkte entgegengesetzter Krümmung zu 
scheiden. 

Das beständige Verschwinden der Torsion hat nach (15) 
zur Folge, daß 


d cos ꝙ d cos ꝓ d cos _ 
ds 0, ds =0, ds 0, 





daß sonach cos ꝙ, cos Ņ, cos y konstant sind; es kommt diese 
Eigenschaft also nur einer ebenen Kurve zu; demnach ist eine 
ebene Kurve im Raume dadurch gekennzeichnet, daß in allen 
ihren Punkten 4 = Q ist. 


Ersetzt man in der linken Seite der Gleichung 
(E — x) cos p + (n — y) cos y + (E — 2) cos z = 0 


der Oskulationsebene &, ņ, & durch die Koordinaten eines 
Punktes, welcher von dieser Ebene in der positiven Binor- 
malenrichtung abweicht oder auf ihrer positiven Seite liegt, 
so ergibt sich dessen Abstand ò positiv, im anderen Falle 
negativ; wählt man als solchen Punkt den Punkt M’ der 
Kurve, zu welchem der Bogen s + h gehört und dessen Koor- 


dinaten demnach 
d’x h’ d’xz h? 
at En Ha tg HE 


= æ + h cos æ + g cos A + ty 74⸗ & 


d’y h’ 
nt EHRE + 
= y + h cos B + 5,0000 + A m u 


d? h? d? h3 
a=s tht art arti 


=s5+hcosy+, rt te 


sind, so ist sein Abstand: 
h’/d®’ 
ô = — S (Ta cos p + 4 cos y + $s cosg) + E, 


unter Æ wie unter &,, &,, & Größen vierter Ordnung in bezug 
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auf h verstanden; mit Benutzung der Formeln 181, (13) und 
184, (16) setzt sich dies um in: 


h’ h® 
(17) = 4 +E= -igr t E. 
Und nun sieht man, daß für F >0 und bei Verfolgung der 


Kurve im Sinne des wachsenden Bogens der Punkt M’ von 
der positiven zur negativen Seite der Oskulationsebene über- 
geht (Fig. 103a), für * <0 von der negativen zur positiven 
Seite (Fig. 103b). Dies die Zeichenbestimmung der Torsion, die 
mit den Frenetschen Formeln im Einklang steht. 

185. Beispiele. 1) Für die gemeine Schraubenlinie 


x£ = Q COS U 
y =a sin u 
g = bu 


ist aus früheren Beispielen bereits bekannt: 


s: =V@ + b’, 











2 2 
p= H, 
ferner berechnet sich: 

dx dzrdu asin u dy  acosu de b 

ds duds yarıı? ds ya}? ds yaryb' 
Pe ul) = _acou dy__asnu d's o 

ds? du’\ds a’-+b!’ ds! a?+b?’ ds? 
d’z d’x (Fe) asinu d'y a COS % d's 

ds? T du? (ds) T apop dr Tag de 


Mit Hilfe dieser Elemente findet man 


Fig. 104. cos — — COS u 
Z 
co8u = — sin u 
cos y = 0; 


x die positive Richtung MH der Haupt- 
normale (Fig. 104), ist also dem OP 
entgegengesetzt. 

Ferner hat man für die positive Richtung MB der Binor- 


male die Kosinus: 
b sin u b cos u a 


KT I 


Yarfb 





g? 
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die Binormale bildet demnach mit der z-Achse einen konstanten 
Winkel. 


Endlich ist 
| — Inu cosu 1 
a?b | , a?d 
I= gps — Cosu — sin“ 0 = ario 


sinu — cosu 0O- 


und daraus berechnet sich die ebenfalls konstante Torsion: 
1 b 


T æo 

Ihr Vorzeichen ist das entgegengesetzte von b; nach den 
getroffenen Festsetzungen ist bei b > O die Schraubenlinie links, 
bei b < 0 rechts gewunden. 

2) Die gemeine Schraubenlinie ist ein besonderer Fall 
der allgemeinen zylindrischen Schraubenlinie, einer Kurve, welche 
die Erzeugenden einer beliebigen Zylinderfläche unter einem 
konstanten Winkel œ schneidet. Macht man die z-Achse des 
Koordinatensystems den Erzeugenden der Zylinderflüche parallel, 
so sind alle zylindrischen Schraubenlinien durch die Beziehung 


cos y = cos w = konst. 


charakterisiert, welche aussagt, daB die Tangente mit der 
#-Achse beständig denselben Winkel einschließt. Aus dieser 


Beziehung folgt 
dcosy 
ds 0 





und hieraus vermöge der letzten Frenetschen Formel der 
Gruppe (I), 183, 


cos y = Q0; 
damit gibt die letzte Formel der Gruppe (II) toog = 0, also 
cos y = konst.; 
und die letzte Formel der Gruppe (III) führt hiermit zu 


E 
T = konst. . 


Die letzten drei Ergebnisse haben folgende geometrische 
Bedeutung: Bei allen zylindrischen Schraubenlinien ist die 
Hauptnormale senkrecht zur Erzeugenden der Zylinderfläche, 


die Binormale zur Erzeugenden unter einem konstanten Winkel 
Czuber, Vorlesungen. I. 3. Aufl. 32 
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geneigt und das Verhältnis der beiden Krümmungen im ganzen 
Verlauf der Kurve konstant. 

Über dieses Verhältnis sowie über den Zusammenhang 
zwischen Flexions- und Torsionshalbmesser einer allgemeinen 
Schraubenlinie und dem Krümmungsradius des Normalschnitts 
der Zylinderfläche, auf der die Schraubenlinie liegt, gibt der 
folgende Rechnungsgang Aufschluß.*) 

P,M (Fig. 105) sei die Schraubenlinie, P,P die Leitlinie 
des zur 2-Achse parallelen Zylinders, P, der gemeinsame 
Anfangspunkt der Bögen s, ø beider Linien, deren positive 
Richtungen übereinstimmen sollen. Die Koordinaten von P 

Fig. 108. seien als Funktionen des Bogens ø dar- 
r gestellt: 

| z= z(o), y= y(0); 


+ y!=l 






dann ist 


x und der Krümmungsradius der Leitlinie in 


P (157, (79) 
_ 1 


% J 
wobei sich die angezeigten Differentiationen auf ø beziehen; 
zufolge der Identität 
(x? + y (g? + y” 2) — (£ x” + yyy = xy" — yxy 
und weil aus + y ?= 1 folgt 2” + yy” = 0, ist auch 
— 1 
rs 
Des weiteren ergibt sich aus dz? + dy?+ de’ ds? durch 
Division mit ds? 
gs = sin y = 8INn0. 
‚ Aus den Gleichungen der Schraubenlinie 
z=x(0), y=y(o), z= 6 cotgw 
z dzz 


sa = Ê; 
cosa = Is ~ do 


folgt nun: 

sin y = z’sino 
cos ĝ = y' sin © 
cos y = CO8 0; 


9 G. Scheffers in der Enzykl. d. mathem. Wissensch., II. $, 
p. 242. 
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d cos « = x” sin w do = z” sin? œ ds 
d cos 8 = y” sin? œ ds 


d cos y = 0; 
daraus 


1 ZE N AL in? 
ve 24 ’) sinto = =e 


=el, 
? = into 


Die letzte Gleichung der Gruppe III führt auf 


0 = — 087 _ cosg 


und 





e T 
woraus sich ergibt: 
T-_ ọsin o — — 
cos @ sin © cos œ 
Demnach ist 
(4 
T = — cotg 0. 


Das Vorzeichen von T hängt davon ab, ob œ spitz oder 
stumpf ist. 

Es sei noch auf die besondere Eigenschaft der Tangenten- 
fläche der allgemeinen Schraubenlinie hingewiesen, daß alle 
ihre Erzeugenden gegen eine feste Ebene gleich geneigt sind; 
man nennt sie wegen dieser Eigenschaft eine Böschungsfläche. 
Umgekehrt kann man schließen, daß jede abwickelbare Fläche, 
die eine Böschungsfläche ist, zur Gratlinie eine Schraubenlinie 
besitzt. 


8 3. Tangenten und Tangentialebenen, Normalen und 
Normalebenen einer krummen Fläche. 

186. Analytische Darstellung krummer Flächen. 
Diejenige analytische Darstellung einer krummen Fläche, welcher 
wir zunächst begegnet sind (45) — sie ist die in älterer Zeit 
fast ausschließlich gebrauchte — besteht darin, daß im recht- 
winkligen Koordinatensysteme ø als Funktion der Variablen 
T, y gegeben ist: 

(1) z = f(x, y). 
Wo wir im Folgenden von dieser Darstellung Gebrauch machen, 


setzen wir voraus, daß die Funktion f nach der Taylorschen 
32° 
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Formel entwickelbar sei, mindestens bis zu den Gliedern zweiter 
Ordnung, daß sie also vollständige Differentialquotienten der 
ersten zwei Ordnungen besitze, für welche wir die allgemein 
üblichen Bezeichnungen gebrauchen werden: 
0 0£ . Pz_ gz 
js P? jy et Jay 
Allgemeiner als (1) ist die Gleichungsform: 
(2) F(z, y, z) = 0, 


welche æ als implizite Funktion von z, y bestimmt; die Ab- 
leitung der Differentialquotienten von g auf Grund dieser 
Gleichung ist in 59 erläutert worden. 

Zu einer dritten Darstellungsweise gelangt man, von der 
geometrischen Erzeugung einer krummen Fläche durch stetige 
Bewegung und eventuell gleichzeitige Formänderung einer 
Kurve ausgehend. Wenn die Koordinaten z, y, æ eines ver- 
änderlichen Punktes M als stetige Funktionen eines Parameters u 
gegeben sind, so beschreibt M, indem u seinen Bereich stetig 
durchläuft, eine Kurve; und enthalten jene Funktionen noch 
einen zweiten Parameter v, bezüglich dessen sie ebenfalls stetig 
sind, so beschreibt die Kurve, während v das ihm zugehörige 
Intervall stetig durchläuft, eine krumme Fläche. Demnach ist 
auch durch drei Gleichungen von der Form 


(3) = z(u, v), y = y(u, v), 8 = z(u, v) 


eine Fläche dargestellt. 

Erteilt man in (3) dem u einen festen Wert, so stellen 
sie eine Kurve dar, welche der Fläche angehört oder ihr auf- 
geschrieben ist und die man kurzweg die Kurve u nennen 
kann. 

Aber auch einem festen Werte von v entspricht bei varı- 
ablem u eine Kurve auf der Fläche, welche die Kurre r 
heißen soll. 

Im Grunde dieser Auffassung erscheint die Fläche mit 
zwei Scharen von Linien, gekennzeichnet durch u = konst. und 
v = konst., überzogen, und jeder ihrer Punkte als Schnitt zweier 
dieser Linien, jede einer der Scharen angehörig. Man nennt 
die Linien Paranieterlinien, u, v auch krummlinige Koordinaten. 
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Die zuletzt erklärte Darstellungsweise krummer Flächen 
ist durch Gauß*) in die Flächentheorie eingeführt und aus- 
gebildet worden; sie hat sich für tiefer gehende Untersuchungen 
als die geeignetste erwiesen. 

Von der Darstellung (3) gelangt man durch Elimination 
von 4, v zu der Form (2) und, falls hier Lösung nach 3 mög- 
lich ist, zu der Form (1). 

Neben der Beziehung einer Fläche auf ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem ist die Darstellung in räumlichen Polar- 
koordinaten œ, 0, r am gebräuchlichsten; die Transformation 
der ersteren Koordinaten in die letzteren geschieht (68, I) 
mittels der Gleichungen: 


x = r sin Ô cos ꝙ 
y = r sin ĝ sing 
g = r cosl. 


187. Einige Flächengattungen und ihre analy- 
tische Darstellung. 1. Als Beispiel der unmittelbaren Dar- 
stellung in rechtwinkligen Koordinaten seien die Gleichungen 
der Flächen zweiten Grades angeführt, wenn diese auf ihre 
Hauptachsen als Koordinatenachsen und ihre Hauptebenen als 
Koordinatenebenen bezogen werden. 

Das allgemeine Ellipsoid: Zy +Y; +2; —1. Spezielle 
Fälle davon sind die Rotationsellipsoide (wenn zwei der Größen 
a, b, c gleich sind) und die Kugel (wenn alle drei gleich sind). 


Die Hyperboloide, und zwar das einschalige: - i + A — s =1, 
das zweischalige: — 2 — r + 5 = 1, darunter die Rotations- 


hyperboloide als besondere Fälle (a=b und die z-Achse 


Rotationsachse). 
. . os 2 3 ? 
Die Paraboloide, und zwar das elliptische: = =F, +I, 
. 2z z? y? . . . 
das hyperbolische: ~“ =`, — :,; bei a=b ist das erste ein 
c a b»? 
Rotationsparaboloid, heißt das zweite gleichseitig. 
9 Disquisitiones generales circa superficies curvas, 1827. Deutsch 
von A. Wangerin in Ostwalde Klassikern (Nr. 5). 
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Der allgemeine Kegel: 7; +Y; — 4, der bei a =b in die 
spezielle Form des Kreis- oder Rotationskegels übergeht. 

' Die Zylinder, deren Gleichungen bei der gewählten An- 
ordnung des Koordinatensystems gleichlautend sind mit den 
Gleichungen jener Linien zweiter Ordnung, die als Leitlinien 
dienen. 


2. Regelflächen. Als Regelfläche, Linienfläche oder gerad- 
linige Fläche wird jede Fläche bezeichnet, die durch Bewegung 
einer Geraden erzeugt werden kann. 

Legt man durch einen festen Punkt Parallele zu den Er- 
zeugenden einer Regelfläche, so ist deren Ort im allgemeinen 
ein Kegel, den man den Leit- und Richikegel der Regelfläche 
nennt. Erfüllen die Parallelen eine Ebene, so nennt man diese 
eine Leit- oder Richtebene. Zu den Regelflächen gehören auch 
die Kegel und Zylinder; bei einem Kegel ist der Richtkegel 
ihm selbst kongruent, bei einem Zylinder reduziert er sich auf 
eine Gerade. 

Unter den Flächen zweiten Grades bietet das einschalige 
Hyperboloid das Beispiel einer Regelfläche mit einem Richt- 
kegel, der ebenfalls vom zweiten Grade ist, das hyperbolische 
Paraboloid das Beispiel einer Regelfläche mit zwei Richtebenen, 
die beim gleichseitigen aufeinander senkrecht stehen. 


Die Regelfläehen zerfallen in zwei Klassen. 


a) Geschieht die Bewegung der erzeugenden Geraden so, 
daß zwei unmittelbar benachbarte Lagen einen festen Punkt 
im Endlichen oder einen festen Punkt im Unendlichen oder 
einen während der Bewegung stetig veränderlichen Punkt ge- 
mein haben, so heißt die beschriebene Fläche eine abwickelbare 
Regelfläche. Im ersten der drei unterschiedenen Fälle haben 
alle Erzeugenden denselben Punkt im Endlichen gemein, es 
entsteht eine Kegelfläche. Im zweiten Falle gehen alle durch 
denselben festen Punkt im Unendlichen, d. h. sie sind unter- 
einander parallel, die beschriebene Fläche ist eine Zylinder- 
fläche. Bei diesen beiden Flächenformen ist die Bezeichnung 
„abwickelbar“ ohne weiteres verständlich. 

Einer besonderen Erörterung bedarf der dritte Fall. Hier 
beschreibt der veränderliche Punkt eine Linie, die eine Plan- 
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kurve ist bei Vorhandensein einer Richtebene und eine Raum- 
kurve bei Vorhandensein eines Richtkegels. Beidemal sind die 
Erzeugenden Tangenten der Linie, ihr Ort im ersten Falle 
eine Ebene, im zweiten Falle eine abwickelbare Fläche; die 
Linie ihre Gratlinie oder Rückkehrkante. Jede Erzeugende zer- 
fällt durch den Berührungspunkt mit der Gratlinie in zwei 
Halbstrahlen, die Fläche dementsprechend in zwei Mäntel, die 
in der Gratlinie zusammenstoßen, welche Fig. 106. 

als scharfe Kante der Fläche in die Er- Z 

scheinung tritt. 

Die parametrischen Gleichungen der 
abwickelbaren Fläche von gegebener 
Gratlinie ergeben sich in folgender Weise. 
Die Koordinaten x, y, 3 eines Punktes M 
der Gratlinie G (Fig. 106) und der von 
diesem Punkt und einem festen Anfangs- 
punkt M, begrenzte Bogen s seien als Funktionen eines ersten 
Parameters u bestimmt und auf der Tangente in M werde der 
Punkt P so bestimmt, da8 M,P = v sei, wobei v als zweiter 
Parameter dienen soll; dann ist P ein allgemeiner Punkt der 
Fläche und seine Koordinaten stellen sich mit Hilfe der ge- 
nannten Größen wie folgt dar: 


d 
z=t+(-9)% 





y, 


(4) v-1+W-9)% 


d 
s=; +w- s) 


Bei konstantem s (somit konstantem u) sind dies die 
Gleichungen einer Erzeugenden, bei konstantem v die Glei- 
chungen der vom Punkte P bei Abwicklung der Strecke v 
von der Gratlinie beschriebenen Kurve: die Erzeugenden und 
diese Kurven sind die Parameterlinien. 

Als Beispiel sei die abwickelbare Fläche vorgeführt, deren 
Gratlinie die gemeine Schraubenlinie ist; man nennt sie die 
abwickelbare Schraubenfläche. Ihre Gleichungen lauten bei der 
in 173 gewählten Anordnung mit Benützung der in 174 und 
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175 gefundenen Resultate, wenn man noch zur Abkürzung 
Va? + b?! =c setzt: 


x = a (usin u + cosu) — avsinu 

(5) . y = a (sinu — u cos u) + — 
bv 
8g = -e 


C 


Bei konstantem v bleibt auch æ konstant, die v-Linien sind 
somit die ebenen Schnitte der Fläche parallel zur zy-Ebene. 


b) Bewegt sich die Erzeugende so, daß zwei benachbarte 
Lagen sich kreuzen, so heißt die von ihr beschriebene Fläche 
eine nichtabwickelbare oder windschiefe Regelfläche. In jeder 
Erzeugenden gibt es dann einen Punkt, der der unmittelbar 
benachbarten Erzeugenden am nächsten ist; man nennt ihn den 
Zentralpunkt der Erzeugenden und den Ort der Zentralpunkte 
die Striktionslinie, auch Kehllinie der nichtabwickelbaren Regel- 
fläche. Überträgt man die Vorstellung des „Nächstliegens“ auf 
die erstbesprochene Gattung von Regelflächen, so kommt man 
zur Gratlinie. 


Unter den Flächen zweiten Grades gibt es zwei windschiefe 
Regelflächen: das einschalige Hyperboloid A + y — A =], 
seine Striktionslinie ist der Hauptschnitt A + y = 1 (Kehl 
ellipse); das hyperbolische Paraboloid Az = i — y 
238 


tionslinie ist der Hauptschnitt 0 = A — s> der in ein Geraden- 


, seine Strik- 


paar zerfällt. 


Eine spezielle Klasse von windschiefen Regelflächen sind 
die Konoidflächen, Linienflächen mit einer Richtebene und einer 
Leitgeraden, entstanden also durch Gleiten einer beweglichen 
Geraden längs einer festen, wobei die bewegliche Gerade 
während ihrer drehenden Bewegung einer festen Ebene parallel 
bleibt. Je nachdem die Leitgerade zur Richtebene geneigt oder 
senkrecht ist, spricht man von einem schiefen oder geraden 
Konoid. Verlegt man beim geraden Konoid die Richtebene in 
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die ry-Ebene, die Leitgerade in die z-Achse, so nimmt seine 
Gleichung die Form 

(6) s= f($) 

an; denn einem konstanten z entspricht ein (oder auch mehrere) 
konstantes z, jeder Schnitt parallel zur xy-Ebene ist eine 
(eventuell mehrere) die s-Achse schneidende Gerade. 

Zwei besondere Konoide sollen hier angeführt werden: 
das Schraubenkonoid, auch als gewöhnliche oder flachgängige 
Schraubenfläche oder als Wendelfläche bezeichnet, und das 
Zylindroid. 

Bei dem ersteren wird die Führung der Geraden vervoll- 
ständigt durch eine um die s-Achse beschriebene Schrauben- 
linie; sind z = a cosu, y = a sinu, g = bu deren Gleichungen, 
so gibt die Elimination von u zwischen der dritten und der 
aus den zwei ersten folgenden 3 =æ tgu die Gleichung des 
Schraubenkonoids: 


— Y, 
(1) z = b Aretg -< 
Als Zylindroid bezeichnet man die durch die Gleichung 
, 2 
(8) g = aiy 


bestimmte Fläche; daß sie ein Konoid ist, erkennt man nach 
Abkürzung der rechten Seite durch z”. Durch die Substitution 
z =r coso, y =r sing ergibt sich 


z =smn2 o 


und das läßt einmal erkennen, daß z das Intervall (— 1,1) 
durchläuft und daß zur weiteren Führung der Erzeugenden 
eine Kurve auf einem Zylinder vom Radius 1 benutzt werden 
kann, die in der Abwicklung in zwei Gängen der Sinuslinie 
besteht (vgl. auch 45). 

3. Schraubenflächen. Jede Fläche, die durch eine schraubende 
Bewegung einer Linie erzeugt wird, heißt eine Schraubenfläche. 
Außer der erzeugenden Linie ist auch das Verhältnis der fort- 
schreitenden Bewegung zur Drehbewegung für die Gestalt der 
Fläche maßgebend; seinen Wert b bezeichnet man als den 
Parameter der Schraubenfläche. 
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Die Achse der schraubenden Bewegung werde als s- Achse 
gewählt, die erzeugende Linie C (Fig. 107) sei durch die Glei- 
chungen 


r = v cosa 
(9) y =v sin 
= v(o) 


gegeben, wobei auch « von v abhängt; C’ sei ihre Projektion 
auf der zy-Ebene. Jeder Punkt M von C vollführt eine 
schraubende Bewegung, indem er sich um einen bestimmten 
Winkel œ nach Q dreht und gleichzeitig um eine diesem 
Fig. 107. Winkel proportionale Strecke bp parallel 

der s-Achse verschiebt; er kommt dadurch 
in die Lage P. Sind x, y, g die Koor- 
dinaten dieses allgemeinen Punktes der 
Schraubenfläche, so hat man dafür die 
Ansätze: 

xz = v cos ( + p) 

y =v sin(« +9) 

z=} + bọ, 
und setzt man « + p = u, — ba + (v) = f (v), so ergeben sich 
die parametrischen Gleichungen der Schraubenfläche: 





== U COS u 
(10) y-vsinu 

z = bu + f(v). 
Durch Elimination von u, v erhält man daraus die andere 
Darstellung: 


(11) s = bArctg +- + fV + y’). 


Ist die erzeugende Linie eine die z- Achse normal schneidende 
Gerade, so sind 


t=vcose 
y =vsing 
3 = ba 


deren Gleichungen, wenn man annimmt, daß die x-Achse eine 
Lage der Erzeugenden bildet; es ist dann f(v) = — ba +ba=0 
und daher 
z = bArctg X- 
x 
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die Gleichung der Fläche, der früher schon unter den Konoiden 
angeführten gewöhnlichen Schraubenfläche. 

Die Erzeugende sei ferner eine die #-Achse unter einem 
schiefen Winkel schneidende, gegen die zy-Ebene unter dem 
Winkel 0 geneigte Gerade; die Fläche, die dabei entsteht, wird 
schiefe oder scharfgängige Schraubenfläche genannt. Die Glei- 
chungen der Erzeugenden sind 

t = v cosa 
y =v sing 
3 = ba + k(r— v), 
wenn man tg0= k setzt und den Radius r eines um die 
g-Achse gelegten Kreiszylinders als Konstante einführt; aus 
ihnen ergibt sich f(v) = — ba + ba + k(r — v) = k(r — v) und 
hiermit die Gleichung der Fläche: 


(12) s = b Arctg I + k(r Var + 4). 


4. Rotationsflächen. Die Rotationsflächen, entstanden durch 
Drehung beliebiger starrer Linien um feste, mit ihnen ver- 
bundene Achsen, bilden eine Klasse der zyklischen Flächen, 
worunter man Flächen versteht, auf welchen sich eine einfach 





unendliche Schar von Kreisen befindet. Hier sind es die ` 


Kreise, die von den einzelnen Punkten der erzeugenden Linie 
beschrieben werden und die, in parallelen Ebenen liegend, 
Parallelkreise genannt werden. 

Den Schraubenlinien gegenüber unterscheidet sich das 
Erzeugungsgesetz durch den Entfall der fortschreitenden Be- 
wegung, der sich durch b = O ausdrückt; hierdurch geht denn 
auch aus der allgemeinen Gleichung der Schraubenflächen die 
allgemeine Gleichung der Rotationsflächen bei Annahme der 
2-Achse als Rotationsachse hervor: 


(13) z = f (Vt + 4°). 
Unter den Flächen zweiten Grades bieten die als Rotations- 
flächen hervorgehobenen Spezialformen Beispiele hierzu. 


188. Die Tangentialebene als Ort der Tangenten. 
Es sei M mit den Koordinaten z/y/s ein Punkt der Fläche 
(1), P seine Projektion auf der xy-Ebene; durch M werde 
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auf der Fläche eine beliebige Kurve C gezogen, welche sich 
in der zy-Ebene in die durch P laufende Linie von der 
Gleichung 


(14) p(z, y) = 0 
projizieren möge. Nimmt man auf C einen zweiten Punkt M” 
an — seine Koordinaten seien: 
zz =ı+h 
(15) Yy =y+k 
z=z2z+ph+qk+e, 
wobei & eine Größe bedeutet, die in bezug auf h, k im al- 
gemeinen von der zweiten Ordnung ist, — und verbindet ihn 
mit M, so hat die Gerade M M’ bei beständiger Annäherung 
von M’ an M die Tangente MT an die Kurve C im Punkte M 
zur Grenzlage; gleichzeitig nähert sich die Projektion von MM’ 
auf der zy-Ebene der Tangente an die Kurve (14) im Punkte 
P als Grenze, und diese Tangente hat den aus (14) bestimm- 
baren Richtungskoeffizienten 
(16) o = lim É. 
h=0 
Man nennt die Tangente MT an die Kurve C auch eine Tan- 
gente der Fläche im Punkte M; ihre Gleichungen ergeben sich 
aus den Gleichungen der Geraden MM’: 
t—r=" YÈ 7 Z - 
T P+4,+% 
für lim k = 0, lauten also: 
(17) -r= Yn 88 








Um den geometrischen Ort all dieser Tangenten zu be- 
stimmen, hat man zwischen den beiden Gleichungen (17) den 
Parameter œw zu eliminieren; schreibt man die Gleichungen zu 
diesem Zwecke in der Form: 


6-2)o=1-y 
16 — z)o = $ — z — p ($ — 2), 
so vollzieht sich die Elimination durch Multiplikation der 


Sechster Abschnitt. Anwendung der Differential-Rechnung usw. 509 


ersten Gleichung mit q und nachherige Subtraktion; das Resul- 
tat lautet: 

(18) E — z= p — z) + 4(n — y). 

Der geometrische Ort der Tangenten, welche man an eine krumme 
Fläche in einem Punkte M legen kann, ist hiernach eine durch 
diesen Punkt gehende Ebene; man definiert sie als Tangential- 
ebene oder Tangentenebene der Fläche im Punkte M, nennt diesen 
den Tangential- oder Berührungspunkt; (18) ist die Gleichung 
der Ebene. 

Aus dieser Definition der Tangentialebene läßt sich eine 
andere ableiten, welche dem geometrischen Inhalte nach das 
Analogon zur Definition der Tangente an eine Kurve bildet. 
Nimmt man nämlich auf zwei durch M geführten einander 
schneidenden Kurven je einen Punkt M’, M” an, so konver- 
gieren die Geraden MM’, MM” bei beständiger Annäherung 
von M' und M” an M gegen die Tangenten jener Kurven im 
Punkte M, die Ebene MM’M” hat also die Tangentialebene 
zur Grenze. 

Hiernach ist die Tangentialebene im Punkte M die Grenze 
einer durch M und zwei weitere Punkte M’, M” der Fläche 
gelegten Ebene, wenn diese Punkte sich irgendwie, jedoch in ver- 
schiedenen Richlungen, dem Punkte M als Grenze nähern. 

Ist die Fläche durch die Gleichung (2) gegeben, so hat 
man, um die Gleichung der Tangentialebene zu erhalten, p, q 
in (18) durch die Werte (60) 


oF oF 

_ 0x _ OY 
P=- 7P’ 1=-— F 
3z oz 


su ersetzen; dies führt zu der Gleichungsform 
"OF oF oF 
0) E-a) iT ta-n E-A Eo. 


Soll diese Gleichung einen Inhalt haben, so muß wenigstens 
einer der drei partiellen Differentialquotienten, deren Werte 
für den Punkt M gelten, von Null verschieden sein. Wäre 
hingegen 
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so würde dies auf einen Punkt hinweisen, in welchem von 
einer Tangentialebene in dem erörterten Sinne nicht gesprochen 
werden kann, also auf einen besonderen oder singulären Punkt 
der Fläche; das nächstliegende Beispiel eines solchen ist die 
Spitze eines Kegels. 


189. Die Tangentialebene als oskulierende Ebene. 
Die Tangentialebene läßt noch eine andere Auffassung zu, die 
zugleich geeignet ist, das Verhalten der Fläche zur Tangential- 
ebene in der Umgebung des Berührungspunktes näher kennen 
zu lehren. 

Jede Ebene, die man durch den Punkt M auf der Fläche (1) 
legen kann, hat eine Gleichung von der Form: 


(20) A(§ — x) + B(q — y) + C — 2) = 0; 
wir denken uns eine dieser Ebenen herausgehoben und be- 
stimmen den Abstand des Punktes M’ mit den Koordinaten 
(15) von derselben; er ist 
~ AtCp)ht+(B+C)k, y 
I= yarmrga 16 
wobei ¿ wieder eine Größe zweiter Ordnung bedeutet. 

Im allgemeinen ist also ô in bezug auf h und x von der 
ersten Ordnung, ändert sein Vorzeichen, wenn h, k es ändern, 
die Ebene (20) schneidet daher im allgemeinen die Fläche in Jf. 

Hat aber die Ebene eine solche Stellung, daß 


A+Cp=0, B+ Cq=0 


ist, dann wird von der zweiten Ordnung. Die Ebene ist 
dadurch völlig bestimmt; denn setzt man in (20) A = — Cp, 
B = — C4, so geht die Gleichung über in 


E — z = p — xz) + (n — y). 


Man kann also die Tangentialebene als diejenige unter den 
Ebenen durch den Punkt M definieren, welche sich der krummen 
Fläche in der Umgebung des Punktes am engsten anschließt, sie 
oskuliert, oder in Anwendung einer in 148 eingeführten Termi- 
nologie als diejenige Ebene, welche mit der Fläche im Punkte 
M eine Berührung mindestens der ersten Ordnung aufweist. 
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Führt man die Entwicklung von z, in (15) weiter, so wird 
z =s + ph+gk+ >È (rh? + 2shk + tk’) +e, 


wo nunmehr & eine Größe der dritten Ordnung bezeichnet; für 
den Abstand des Punktes M’ von der Ebene (20) ergibt sich 
dann der Ausdruck: 


(A+Cp)h+(B+CgY)k+ . (rh? + 2shk + tk”) 


u y+ B+ te 
und insbesondere für seinen Abstand von der Tangentialebene 
21 ô — rh? + 2shk +tk? + E” 
01) 2V1 +P H ? 


wobei auch &” von der dritten Ordnung ist. 

Ist die quadratische Form rh? + 2shk + tk? der Variablen 
h,k definit (vgl. die Fußnote zu 121), also zeichenbeständig, 
so liegt die Fläche in der nächsten Umgebung des Punktes M 
ganz zu einer Seite der Tangentialebene; die notwendige und 
hinreichende Bedingung dafür ist: 


(22) rt— ?>0. 

Ist die Form indefinit und darum verschiedener Vorzeichen 
fähig, was dann der Fall ist, wenn 
(23) rt— s <0, 
so liegt die Fläche in der Umgebung des Punktes M teils 
zur einen, teils zur andern Seite der Tangentialebene, wird 
also von dieser, da Stetigkeit vorausgesetzt ist, geschnitten; 
die Grenzen der Gebiete verschiedener Vorzeichen von ô er- 
geben sich aus der Gleichung 

rh? + 2shk + tk? = 0 
mit den reellen und ungleichen Wurzeln 
k _—stVe—rt 
t 


? 


hierdurch sind zwei in der xry-Ebene liegende durch den 
Punkt P laufende Geraden bestimmt; dieselben teilen die xy- 
Ebene in vier Gebiete; diesen entsprechen auf der Fläche vier 
Gebiete der Umgebung von M, welche abwechselnd zur einen 
und zur andern Seite der Tangentialebene liegen. 








512 Erster Teil. Differential-Rechnung. 


In dem Grenzfalle der semidefiniten Form, gekennzeich- 
net durch 


(24) rt — s =0, 

ist das Trinom im Zähler von ô ein vollständiges Quadrat, 
7 (rh + sk)”, ò behält im allgemeinen dasselbe Vorzeichen; 
aber in der durch 


bestimmten Richtung } -= — = = — Ž verschwindet der erste 


Teil von ð und es hängt die weitere Entscheidung von den 
Gliedern höherer Ordnung ab. 
190. Beispiel. 1) Um für die Fläche 


_ g? y? 
2e = r tT 
die Tangentialebene im Punkte z/y/s zu bestimmen, be- 
rechne man 
z y 
PS 1”y’ 
und erhält nun unter Berücksichtigung der Gleichung der Fläche 
TTT Er 


als Gleichung jener Tangentialebene. 
Ferner folgt aus 


1 
r= 7? s=0, t = 


- daß rt — s? = 3 positiv ist, wenn a, b gleichbezeichnet sind, 


und negativ, wenn sie ungleich bezeichnet sind; im ersten Falle 
findet bloße Berührung statt — die Fläche ist ein elliptisches 
Paraboloid —, im zweiten Falle ist die Berührung mit einem 
Schneiden verbunden — die Fläche ist ein hyperbolisches 
Paraboloid. Der Schnitt der Tangentialebene mit der Fläche 
ergibt sich dann wie folgt: Zu seiner Bestimmung hat man 
die drei Gleichungen: 


5* n? 
25 
xE yn 
E+te=- tn 
2g - + 
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die erste gehört der Fläche an, die zweite der Tangentialebene, 
und die dritte sagt aus, daß der Punkt x/y/z auf der Fläche 
liegt. Subtrahiert man die mit 2 multiplizierte zweite Gleichung 
von der Summe der beiden andern, so ergibt sich 


E-a any’ 
0=-7,04 0757: 
und ist z.B. a>0, b<O und b= — b, so zerfällt diese 
Gleichung in die reellen Gleichungen ersten Grades: 


vb &+Yan— (Ybxz + Yay)= 0 
WE-Van—- (Vb z — Vay) = 0; 
die Projektion des gesuchten Schnittes in der xy-Ebene besteht 
sonach aus zwei durch x/y gehenden Geraden, der Schnitt 
selbst, da er in einer Ebene liegt, ist gleichfalls ein System 
zweier Geraden durch den Punkt z/y/z. Jede Tangentialebene 
des hyperbolischen Paraboloids schneidet demnach die Fläche in 
gwei durch den Berührungspunkt laufenden Geraden, den Erzeu- 
genden aus den beiden Regelscharen, die die Fläche enthält. 
2) Bei der gewöhnlichen Schraubenfläche (7): 


z = b Arctig A 


hat man zur Bildung der Gleichung der Tangentialebene und 
zur Beurteilung ihres Verhaltens der Fläche die folgenden 
Hilfsgrößen: 





P=T ar; 17 Sy 
bay _ = _ bei) .__ 22V 
"SaF aty OO 


daher lautet die Gleichung der Tangentialebene im Punkte 
miul® bien — y$) 
£- z=- ty ' 
b? 
æy 
also ständig negativ ist, so ist in jedem Punkte mit der Be- 


rührung ein Schneiden verbunden. 
Czuber, Vorlesungen. L 3. Aufl. 58 


Weil ferner 


ri— sS =- 
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3) Um für die algebraische Fläche dritter Ordnung 
zy2 = 0? 
die Tangentialebene zu bestimmen, setze man 


F(z, y, 2) = zye — a, 
leite daraus è 


5 oF_ öF 
Ja TY gy T g TTY 


ab und trage dies in (19) ein; unter Berücksichtigung der 
Gleichung der Fläche ergibt sich 
ysg + zen + tyg = 3a? 
als Gleichung der Tangentialebene. 
Die Abschnitte auf den Koordinatenachsen sind hiernach 
8a? 8a? 8a? 
« = ys T32, B=— =3y, y = zy = 3z. 
Das Volumen des Tetraeders aus der Tangentialebene und den 
Koordinatenebenen 
1 9 9, 
ehr =z ty = za 
ist also konstant. 


In dem Dreieck, welches die Koordinatenebenen aus der 
Tangentislebene ausschneiden, spielt der Berührungspunkt die 
Rolle des Schwerpunktes; denn die Koordinaten des Schwer- 
punktes jenes Dreiecks sind 


«+0+0_ y PFEF? L 0+0+r_ 
8 2 
4) Dem dreiachsigen Ellipsoid 
x? y? g? _ 
a! + b? + eo 1 


ein reguläres koaxiales Oktaeder zu umschreiben. 
Die Tangentialebene im Punkte x/y/z hat die Gleichung 


z$ 


a 


+3147 =l; 


soll sie eine Seitenfläche des Oktaeders sein, so muß 
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sein; bezeichnet man den gemeinsamen Wert der drei Brüche 
mit x, so ergibt sich unter Benutzung der Flächengleichung 
x= __ 
Ve! + b? + c? 
und es sind 
x =a°x, y=bx, 8=c% 
die Koordinaten des Berührungspunktes einer solchen Ebene, 


E+n+ti=Va+b'+c 
ihre Gleichung; die Gleichungen der sieben andern ergeben 
sich durch Zeichenabänderung auf der linken Seite. 
5) Durch den Punkt z,/y,/z, an die Fläche F(z, y, z)=0 


Tangentialebenen zu legen. 
Der Berührungspunkt z/y/z einer solchen Tangentialebene 


muß den Gleichungen 
F (z, Y, 2) =0 
o F 0 


(25 3 F ð F 
) (2o — 2) Jæ t (Y NW, t-32) z= 


genügen, deren erste aussagt, daß er auf der Fläche liegt, und 
deren zweite die Forderung ausdrückt, daß die Tangentialebene 
durch den gegebenen Punkt zu gehen hat. 

Beide Gleichungen zusammen bestimmen eine Kurve auf 
der gegebenen Fläche, den Ort der Berührungspunkte aller 
Tangentialebenen durch 2,/Yu/2)- 

Fügt man die Gleichungen der Tangente 





(25%) 6— x _ 19 _ Ez 

To I Y—yYy 22 
hinzu und eliminiert zwischen den vier Gleichungen (25) und 
(25%) x, y, z, so ergibt sich der Ort der aus z,/y,/2, an die 
Fläche geführten Tangenten oder der der Fläche aus dem ge- 


gebenen Punkte umschriebene Kegel. 
6) Parallel zu der Geraden 5 = F =Ż an die Fläche 
F(x, y, 3) = 0 Tangentialebenen zu legen. 
Der Berührungspunkt z/y/z einer solchen Tangentialebene 
hat den Gleichungen 
F (X ‚Y; g) =0 


DF o 


(26) IF ,8F 
a Jg TP gy +7 Jz = 


33* 








2 
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zu genügen. Diese bestimmen zusammen die Ortskurve aller 
Berührungspunkte von der verlangten Eigenschaft. Die durch 
einen solchen Punkt parallel zur gegebenen Geraden geführte 
Tangente hat die Gleichungen 
e BE Zu 

eliminiert man zwischen allen vier Gleichungen z, y, 2, so kommt 
man zur Gleichung des der Fläche parallel zur gegebenen Ge- 
raden umschriebenen Zylinders. 

Insbesondere erhält man die Gleichung des zur z-Achse 
parallelen Zylinders durch Elimination von z zwischen den 
Gleichungen 


(26*) —— n-y_5—8, 


F(z, Y, g) = 0, 


Die so erhaltene Gleichung bestimmt auch den sichtbaren 
Umriß der Fläche auf der zy-Ebene bei orthogonaler Pro- 
jektion. 

T) Unter der Fußpunktfläche einer gegebenen Fläche in 
bezug auf einen Punkt, den Pol, versteht man den Ort der 
Fußpunkte der Lote, welche aus ihm zu den Tangentialebenen 
der Fläche gefällt werden. Es ist die sinngemäße Übertragung 
des Begriffs der Fußpunktkurven auf den Raum. 

Ist 

F (z, y, z)=0 
die Gleichung der gegebenen Fläche, gilt der Ursprung als Pol, 
so kommt es auf die Elimination von z, y, 3 aus der ange- 
schriebenen Gleichung, aus der Gleichung 


ð F ð F ð F 
6—2) zz t0; t E-z) a= 


der Tangentialebene und den Gleichungen des Lotes: 


—— 
0E T oF OF 
dx 0y 02 


an; ihr Ergebnis ist die Gleichung der Fußpunktfläche. Bei 
anderer Darstellungsform der Ausgangsfläche treten auch ent- 
sprechend andere Formen der übrigen Gleichungen auf. 
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Als ein bemerkenswertes Beispiel soll die Fußpunktfläche 
des geraden Schraubenkonoids in bezug auf einen Punkt seiner 
Achse (den Ursprung) vorgeführt werden. Nach Beispiel 2) 
dieser Nr. hat man die Elimination an folgenden Gleichungen 
auszuführen: 


z = b Arctg * 


E— g= bien — y $) 





s? + y’ 
— — 
by —bz z’+y? 
Aus den zwei letzten ergibt sich das Gleichungspaar 
ın-y5=--—b 
x + yn = 0, 
daraus weiter 
Y$ 
£ n’ 
= — m. bE 
z = E24 n?? y £3 + n? 


mit diesen Hilfswerten erhält man aus den zwei ersten Glei- 
chungen 
m 
E + nè + t = b (Arctig 3—3) E 
als Gleichung der Fußpunktfläche. 
Über die Natur dieser Fläche geben die Schnitte durch 
die z-Achse Aufschluß. Setzt man 
f = konst., £ += o, 
bezeichnet den Hauptwert der zyklometrischen Funktion mit «, 
so ist die Gesamtheit ihrer Werte durch 
«+x A=0, +1, +2,--') 
dargestellt und das Schnittgebilde durch 
v? + E = b(a + (4 — Ha); 
es besteht also aus einer abzählbaren, weil auf die ganzen 
Zahlen beziehbaren Menge von Kreisen aus dem Kreisbüschel 
v? + ¢ = pE, Kreisen also, die durch den Ursprung gehen und 
hier die zy-Ebene berühren. Die Fläche gehört also zur 
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Klasse der zyklischen Flächen (187, 4). Es sei darauf hi- 
gewiesen, daB ¢ als Funktion von &, n an der Stelle }=|, 
n=0 ein ähnliches Verhalten aufweist, wie es in 45 bezig 


lich der Funktion g = er Sy 3 

191. Normale und Normalebenen. Die im Berührung: 
punkte zur Tangentialebene errichtete Senkrechte wird die 
Normale der Fläche in jenem Punkte genannt. Ihre Gleichungen 
ergeben sich unmittelbar aus der Gleichung der Tangential- 
ebene und lauten: 


dargelegt wurde. 


$-2 _ny_6-® 
(27) — Fu 
oder aber 

$-2_n-y_T-: 
(28) HET IFT pr?’ 


FE 3y os 
je nach der Form der Gleichung der Fläche. 

Aus (27) ergeben sich für die Projektionen der Normale 
auf der zz- und ys-Ebene die Gleichungen: 
DEE 

n-y+96-9)- 

Die beiden Richtungen in der Normalen sind durch die 
Richtungskosinus bestimmt: 


(27%) 








+97’ tVP ++ 
(29) Vr’ Hi u VP+ a+ 
+V F+ 
beziehungsweise durch 
( oF 
— br ⸗— 
ôF er! are’ 
+V GE) - +2) +6) 
Aa 
(30) yE Lp + e” 
\ 
Z= = 7 


VCH +) GET 
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Die Wahl einer Richtung als der positiven geschieht von Fall 
zu Fall durch besondere Festsetzungen. 

Jede durch die Normale im Punkte z/y/z gelegte Ebene 
heißt eine Normalebene der Fläche in dem gedachten Punkte. 
Beachtet man, daß das Gleichungspaar (27*) die Normale als 
Schnittlinie zweier (projizierenden) Ebenen bestimmt, so ist 


20) 5-2 +P&-2)+Am-y+gaß—2)]— 0 


die Gleichung des Büschels der Normalebenen; jedem besonderen 
Werte des unbestimmten Multiplikators A entspricht eine spe- 
zielle Normalebene. 


192. Beispiele. 1) Der Ort der Normalen einer krummen 
Fläche in den Punkten einer ihr aufgeschriebenen Kurve ist 
eine krumme Fläche, welche man die zu dieser Kurve gehörige 
Normalenfläche (nach A. Mannheim „Normalie“) nennt. Die 
Normalenfläche ist als Ort von Geraden eine Regelfläche und 
im allgemeinen windschief. 

Es ist die xy-Spur der Normalenfläche des geraden Schrau- 
benkonoids 


g = b Are tg * 


längs der durch g =c charakterisierten Erzeugenden zu be- 
stimmen. 

Mit Hilfe der in 190, 2) zusammengestellten Differential- 
quotienten erhält man zunächst dıe Gleichungen der Normalen 
in einem Punkte x/y/z: 

$-e_n-y_ dos 


oy T ee er, 





für die Punkte der ins Auge gefaßten Erzeugenden ist 
=, I-wien 


demnach hat die Spur der Normalen in der xy-Ebene die 
Koordinaten: 
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die Elimination von z zwischen den ersten zwei Gleichungen 
gibt die Gleichung der verlangten Spur. Zum Zwecke dieser 
Elimination löse man die Gleichungen nach x und 4 auf; 
dies gibt 

sten ı_nzeb 
if T de 


und daraus folgt durch Multiplikation 
(E + un) (0 — u$) = be (1 + p’). 


Die Spur der betrachteten Normalenfläche in der zy- Ebene 

ist also eine gleichseitige Hyperbel mit den Asymptoten 

Fig. 108. E+un=0, uġ— n =0 (Fig. 

108). Dem Teile CG der Er- 

zeugenden des Schraubenkonoids 

entspricht der Hyperbelzweig 

N”N'N, dem Teile CG der 

andere nicht gezeichnete Zweig; 

SE y N”M”, N'M’, NM sind einige 
Lagen der Normalen. 

Was die Normalenfläche 
selbst betrifft, so ist zunächst 
unmittelbar zu erkennen, daß sie bei jeder nicht abwickelbaren 
Fläche längs einer Erzeugenden ein gerades Konoid ist; denn 
alle Normalen in den Punkten einer Erzeugenden sind zu 
dieser selbst senkrecht. Im vorliegenden Falle ist als Schnitt 
der Normalenfläche mit der zy-Ebene eine Linie zweiter Ord- 
nung gefunden worden; folglich ist die Normalenfläche selbst 
vom zweiten Grade; das einzige Konoid zweiten Grades ist 
aber das hyperbolische Paraboloid. Der Satz, daß die Nor- 
malenfläche längs einer Erzeugenden ein hyperbolisches Para- 
boloid ist, gilt nicht von der geraden Schraubenfläche im be- 
sonderen, sondern allgemein von allen nicht abwickelbaren 
Regelflächen. 

Die zy-Spur ist vorstehend mit Umgehung der Gleichung 
der Normalenfläche festgestellt worden. Will man sie aus 
dieser ableiten, so hat man zwischen den vier Gleichungen 








z 





appo Te Imu 


Sechster Abschnitt. Anwendung der Differential-Rechnung usw. 521 


z, y, 5 zu eliminieren; das Resultat lautet: 


b(1 + u’) g = be(1 + w’) — Etumln— u), 
bestätigt die gemachten Schlüsse und führt mit £= 0 wieder 
zu der gefundenen Spurgleichung. 
2) Durch den Punkt 7,/Y%,/%, die Ebene zu legen, welche 
zu der Fläche 
tyg = aè 
in deren Punkt a/a/a normal ist. 


Man findet durch Differentiation der Flächengleichung in 


bezug auf z und y: 
Z 8 

P=— z) 9707, 
und hiermit als Gleichung des Büschels der Normalebenen im 
Punkte a/a/a: 

E — $+ å(n — $) = 0; 
soll die Ebene durch den gegebenen Punkt z,/y,/z, gehen, so 
muß A so bestimmt werden, daß 


Lo — Zo + å (Yo — 2%) = 0 


sei; biernach ergibt sich als Gleichung der gesuchten Normal- 
ebene: 


(Yo — Zo) E + (£o — 2o) n + (Zo — %) 0O. 


& 4. Einhüllende Flächen. 


193. Einhüllende einer einfach unendlichen Flä- 
chenschar. Es sei f(x, y, g, u) eine eindeutige stetige Funk- 
tion der vier Argumente z, y, g, u; die Gleichung 


(1) fa, y, s, u) - 0 
stellt dann eine Schar von co! Flächen oder ein einfach aus- 
gedehntes Flächenkontinuum dar. 

Ist die Gleichung in bezug auf u algebraisch vom Grade 
p und liefert sie für den Punkt z,/y,/2, 4(< p) reelle Werte 
von %, so sagen wir, der Raum sei durch die Flächenschar in 
dem genannten Punkte q-fach erfüllt. Bleibt die Zahl q für 
alle Punkte des Raumes dieselbe, so erfüllt das Flächensystem 
den Raum gleichförmig. 
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Wechselt die Zahl q ihren Wert, so zerfällt der Raum in 
Gebiete, welche ungleich vielfach erfüllt sind; an den Grenzen 
dieser Gebiete werden aus den in 168 näher entwickelten 
Gründen mindestens zwei der Werte u einander gleich. Dem- 
nach sind diese Grenzen durch das Resultat der Elimination 
von u zwischen den Gleichungen 
(2) | f(z, Y, 2, u) =0 

fa (£, Y, z, u)=0 
bestimmt, das symbolisch dargestellt werden soll durch 
(3) Dskr f(x, y, £, u) = 0. 

Das Gebilde, welches dieser Gleichung entspricht, umfaßt 
auch den Ort mehrfacher Punkte (Knotenlinien usw.) der 
Flächen (1), falls sie solche besitzen. 

Sehen wir von Singularitäten ab, so ergibt sich die Be 
deutung des in (3) enthaltenen Gebildes durch folgende Be- 
trachtung. 

Bei feststehendem Werte von u gehört zur ersten der 
Gleichungen (2) eine spezielle Fläche aus der Schar (1); die 
linke Seite der zweiten Gleichung geht aus 

f(z, Y, nuth— fe, Y, Z, u) 


bei dem Grenzübergange lim k = O hervor. Nun: bestimmen 
die beiden Gleichungen 
A | ann 9-0 
f(z, Y, z, u +h) = 0 

die Durchschnittskurve der Flächen, die den Parameterwerten 
u und u + h entsprechen; durch diese Kurve geht aber auch 
diejenige Fläche, welche die Gleichung 
(5) f2, Y, z, u +h) — fi, Y, 2, u)=0 
hat; zur Bestimmung jener Durchschnittskurve kann also statt 
der zweiten der Gleichungen (4) auch diese letzte Gleichung 
herangezogen werden, die aber nach dem Mittelwertsatze in 37 
wieder ersetzt werden kann durch 

hf, (£, Y, 2,u + 0h) = 0 
oder endlich durch 
(5*) fa (£, Y, 3, u + Oh) = 0. 
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Demnach ist die Schnittlinie der beiden Flächen (4) auch 
durch das Gleichungspaar 
f(x, y, 2, u) =0 
fu (©, Y, 2, u + 0h) = 0 
bestimmt. Indem nun h gegen Null konvergiert, kann es ge- 
schehen, daß sich die Schnittlinie auf der Fläche u gegen eine - 
Grenzlage bewegt, die dann dargestellt ist. durch das Glei- 
chungspaar 
f(x, y, 2, u) = 
fa (£, Y, 2, u) = 
das übereinstimmt mit dem Gleichungspaar (2). Mit stetig 
varierendem `w kommt sowohl die Fläche wie die auf ihr 
liegende Grenzkurve in Bewegung und letztere beschreibt dabei 
eine neue Fläche, die man die Einhüllende, Umhüllungsfläche 
oder Enveloppe der Flächenschar (1) nennt; die Flächen dieser 
Schar heißen die Eingehüllten. Die Grenzkurven, als deren 
Ort die Einhüllende erscheint, heißen deren Charakteristiken. 

Damit ist die geometrische Bedeutung der Gleichung (3) 
gewonnen. Man kann sich die Einhüllende auch durch die 
Gleichung 

f(x, Y, 2, u) = 
vertreten denken, wenn man darin unter u diejenige Funktion 
von x, y, 3 versteht, die sich durch Auflösung von 

fa (£, Y, Z, u) =0 
nach u ergibt; denn in diesem Vorgange liegt der Eliminations- 
prozeß. 

194. Die Rückkehrkante der Einhüllenden. Die 
Beziehung der eingehüllten Flächen zur Einhüllenden spricht 
sich in dem folgenden Satze aus: Jede eingehüllte Fläche wird 
von der Einhüllenden längs der zugehörigen Charakteristik berührt. 

Vermöge der soeben gemachten Bemerkung über die ana- 
lytische Darstellung der Einhüllenden hat die Tangentialebene 
im-Punkte x/y/s derselben die Gleichung: 


-aftra [fr a 


+E [f HR - 
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weil aber für die Punkte der Einhüllenden f, = 0 ist, so ver- 
einfacht sich diese Gleichung zu 


E — afa + —y)fy +6 ef= 0; 

das aber ist auch die Gleichung der Tangentialebene an die 
Fläche u der Schar, aber in einem Punkte, für den f= 0, 
d. h. in einem Punkte der Charakteristik. Es fallen also die 
Tangentialebenen der Einhüllenden und der eingehüllten Fläche 
in einem solchen Punkte zusammen, beide Flächen berühren 
sich dort. ' 

Auf der Einhüllenden kann aber noch eine besondere Er- 
scheinung zutage treten. Die Charakteristik auf der Fläche u, 
durch das Gleichungspaar 


(6) f(z, Y, £, u) =0, fu (£, Y, 2, u) = 0 
mit festem u bestimmt, kann nämlich von der Fläche des 
Systems mit dem Parameter u + h, d. i. von 

f(z, Y, g,u+hk)=0 


oder 
(1) F(æ, y, 2,4) + fua (£,Y, 2, 4)h + f. (, Y, £, U+ 8h) s 20 


in einzelnen Punkten geschnitten werden; für diese Punkte 
bestehen die Gleichungen (6) und (7) zugleich und vereinfacht 
sich daher die letzte auf 

may, 2, u + 0h) = 0; 
wenn nun h gegen Null konvergiert, so werden sich diese 
Schnittpunkte auf der Charakteristik (6) bewegen und können 
sich gewissen Grenzpunkten nähern, zu deren Bestimmung die 
Gleichungen 
(8) f(z, Y, z, u) =0, fu E, “, ò, u) =0, f. ( Y, z, 4) =0 
zu dienen hätten. Mit stetig sich änderndem u kommen diese 
Grenzpunkte in Bewegung und ihr Erzeugnis ist eine auf der 
Einhüllenden gelegene Kurve, welche man als die Rückkehr- 
kante oder auch als Gratlinie der Einhüllenden bezeichnet, 
weil sie, wenn sie vorhanden ist, in Form einer scharfen Kante 
auf der Fläche erscheint. Analytisch ist die Kurve durch die 
drei Gleichungen (8) oder durch die zwei ersten derselben ge- 
geben, wenn darin für u der aus der dritten resultierende Wert 
eingesetzt wird. 
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Jede Charakteristik wird in den ihr angehörigen Grenz- 
punkten von der Rückkehrkante berührt. 
Auf Grund der zuletzt gemachten Bemerkung ist nämlich 
die Richtung dz : dy: de der Tangente in einem Punkte z/y/s 
der Rückkehrkante durch das Gleichungspaar | 
, ‚cu r D ou ⸗ ‚ou 
re) rn) aut (Ertl a) d= 
n" „ou n „ du r ndu 
(thnsa) dx + (fiv tfau gy) dy + ( us T MR) de = 0 
bestimmt (174); weil aber in den Punkten der Rückkehrkante 
fs =0, f= 0 ist, so reduzieren sich diese Gleichungen auf 


az +f,dy+f,d=0 
fuz02 + fuydy + fe, d8 = 0; 
hierdurch ist aber auch die Richtung der Tangente in einem 
Punkte der Charakteristik (2) bestimmt, aber in einem Punkte, 
für welchen auch f; = 0 ist, d. h. in einem Grenzpunkte. 
Die Rückkehrkante, falls eine solche zustande kommt, ist 
demnach die Einhüllende der Charakteristiken. 


195. Beispiele. Unter den zyklischen Flächen sind wegen 
ihrer vielfachen technisohen Anwendung diejenigen von be- 
sonderem Interesse, die sich als Einhüllende einer einfach un- 
endlichen Kugelschar auffassen lassen. Die Kugelschar entsteht 
dadurch, daß der Mittelpunkt einer Kugel von variablem oder 
konstantem Halbmesser eine Linie, die Bahnlinie oder Achse, 
beschreibt. Über die Anordnung der Charakteristiken einer 
solchen Fläche läßt sich vorweg eine allgemeine Aussage 
machen. Da der Schnittkreis zweier Kugeln in einer zu ihrer 
Zentrallinie senkrechten Ebene steht, da ferner die Zentrallinie 
zweier unmittelbar benachbarten Kugeln der Schar mit der 
Tangente der Bahnkurve zusammenfällt, so liegt die Charak- 
teristik jeweilen in einer Ebene, die auf der Tangente des zu- 
geordneten Bahnkurvenpunktes senkrecht steht. Eine weitere 
allgemeine Eigenschaft besteht darin, daß die Normalen der 
Umhüllungsfläche längs einer Charakteristik als Normalen einer 
Kugel einen Kegel bilden, dessen Spitze in der Bahnlinie liegt, 
unter Umständen eine Ebene, jenachdem die Charakteristik ein 
Neben- oder ein Hauptkreis der Kugel ist. 
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1) Aus den Punkten der Parabel „+4ar=0 in der 
xy-Ebene eines räumlichen Koordinatensystems werden Kugeln 
beschrieben, welche durch den Scheitel der Parabel, also durch 
den Ursprung des Systems gehen; es ist die Einhüllende dieser 
Kugeln zu bestimmen. 

Eine Kugel des Systems ist durch 


(z — a) + (y — B+ e= at p 


dargestellt, wenn f? + 4aa« = Q ist; eliminiert man mit Hilfe 
dessen «, so lautet die Gleichung des Kugelsystems: 


+y et E-a 204-0, 


darin ist ß der alleinige veränderliche Parameter. Bildet man 
die Diskriminante der Gleichung in bezug auf ß, so ergibt sich 
(+y+2)x = 2ay? 

als Gleichung der Einhüllenden; diese ist also eine algebraische 
Fläche dritter Ordnung. 

Die Charakteristik auf der Kugel vom Parameter ĝ ist 
durch die Gleichungen 

HYHH 2 2By- 0 


fg 2y =0 


(A) 


bestimmt; die zweite gehört einer Ebene an, die durch die 
2-Achse geht und zur Parabeltangente 
in M normal ist; folglich projiziert sich 

‘ die auf der Kugel M liegende Charakte- 
ristik in die Sehne OP (Fig. 109). Der 
Ort des Punktes P ist eine Zissoide 
(171, 3)); daraus folgt, daß die gefun- 
dene Fläche der Ort jener Kreise ist, 
welche die Leitstrahlen OP einer ge- 
wissen Zissoide ((£?+ y?) x = 2ay’) zu 
Durchmessern haben und deren Ebenen auf 
der Ebene dieser Zissoide normal stehen. 
Um die Rückkehrkante zu bestimmen, hat man zu den 
Gleichungen (A) noch jene Gleichung hinzuzufügen, die durch 


Fig. 109. 
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Differentistion der zweiten nach ß entsteht; diese Gleichung 
lautet aber 


woraus z = Q folgt; dies in die Gleichungen (A) eingeführt 
gibt auch noch y = 0 und g =0. Die Rückkehrkante zieht 
sich also hier auf einen Punkt zusammen, der ein singulärer 
Punkt der Fläche ist. 

2) Die Einhüllende einer variablen Kugel zu ermitteln, 
deren Mittelpunkt sich stetig auf einer Geraden bewegt. 

Wählt man die Gerade zur z-Achse, so hat die Schar der 
Kugeln die Gleichung: 


a? + y’+ (z — u)? = 29 (u); 
Differentiation nach u ergibt: 
z = u — g (u), 


woraus hervorgeht, daß die Charakteristik ein Kreis ist, dessen 
Ebene normal zur z-Achse ist und dessen Mittelpunkt in dieser 
Achse liegt. Löst man zum Zwecke der Elimination die zweite 
Gleichung nach u auf, so ergibt sich dafür eine Funktion von 
#, welche in die erste Gleichung eingetragen dieser schließlich 
die Form z? + y? = f(z) oder, nach Umkehrung, 


(9) z= F(@+ y°) 


verleiht. Dies ist also die allgemeine Gleichung der Rotations- 
flächen, deren Rotationsachse die z-Achse ist. Der Unterschied 
gegen die in einem andern Zusammenhange in 187, 4 ge- 
fundene ne Gleichung (13) ist nur formal, da jede Funktion von 
Vt? + y® auch eine Funktion von z?'+ y? ist. 

3) Die Einhüllende einer Kugel konstanten Halbmessers, 
deren Mittelpunkt auf einer gegebenen Kurve (Achse) sich 
bewegt, nennt man eine Röhrenfläche oder auch Kanalfläche; 
ihre Gestalt hängt von der Achse ab. 

Sind 

= X(u) 
Yo = Y(u) 


2, = Z (u) 
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die Gleichungen der Achse, so hat die Kugelschar die Gleichung: 


(£ — T0)? + (Y — Y)? + (€ — 2) = r°; 
fügt man dazu die durch Differentiation nach u entstandene: 


(z — T) Ez 4 (y — Yo) 4am, 


so führt die Elimination von u zwischen beiden zur Gleichung 
der Röhrenfläche. 

Die zweite Gleichung stellt die Normalebene der Achse 
im Mittelpunkte der Kugel u dar; demnach ist der durch diese 
Ebene aus der Kugel geschnittene größte Kreis die Charak- 
teristik. Dadurch also unterscheiden sich die Umhüllungsflächen 
mit konstantem Kugelradius von jenen mit veränderlichem 
Halbmesser, daB bei ersteren die Ebene der Charakteristik 
durch den betreffenden Punkt der Bahnkurve geht, was bei 
den letzteren im allgemeinen nicht zutrifft. Des weiteren geht 
aus der letzterwähnten Tatsache hervor, daß man eine Röhren- 
fläche auch durch eine solche Fortbewegung eines starren 
Kreises erzeugen kann, bei der der Mittelpunkt eine Linie 
durchläuft und die Kreisebene zu ihr beständig normal bleibt. 

Um die Rückkehrkante zu bestimmen, hätte man den 
obigen zwei Gleichungen noch 


d’ 0 
Bo) HE) R 


o 32de9) 
anzufügen. 


Zwei spezielle Röhrenflächen sollen besonders angeführt 
werden: der Kreiswulst oder Torus und die Schraubenröhren- 
fläche; bei dem ersteren ist die Achse ein Kreis, bei der letzteren 
eine gemeine Schraubenlinie. Der Kreiswulst kann auch als 
Rotationsfläche, die Schraubenröhrenfläche auch als Schrauben- 
fläche aufgefaßt und erzeugt werden. 

Ordnet man die Achse des Torus so an, daß ihre Glei- 
chungen lauten: 

= R cos u 
Y= Rsin u 
Z = 0, 
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so erhält man die Gleichung des Torus selbst durch Elimination 
von u zwischen 
(x — R cos u) + (y — Rsnu’ + e = r 
x ain u — y cos u = Q; 
in rationaler Form lautet sie: 
(+y R AR H y). 
Für die Rückkehrkante kommt noch die Gleichung 
x cos u -+ y sin u = Q 
hinzu; die beiden Gleichungen 
z sgin u — y cos u = 0 
x cosu + ysinu=0 
werden, da ihre Determinante von Null verschieden (= 1) ist, 
nur durch z = 0, y = 0 befriedigt und hiermit ergibt die erste 
Gleichung 
8 = r? — Rè; 
dies hat nur dann reelle Bedeutung, wenn R<r ist; ist R<r, 
so besteht die Rückkehrkante in zwei singulären Punkten der 
Fläche mit den Koordinaten 0/0/+Yr?— R?; ist R=r, so ist 
nur ein solcher Punkt, 0/0/0, vorhanden. 

196. Abwickelbare Flächen. Eine spezielle Gattung 
von Einhüllenden einfach-unendlicher Flächenscharen erfordert 
vermöge ihrer Wichtigkeit eine besondere Betrachtung. Sind 
nämlich die Flächen der einfach-unendlichen, also von einem 
veränderlichen Parameter abhängigen Schar Ebenen, so heißt 
die Einhüllende eine abwickelbare oder developpable Fläche oder 
eine Dereloppable kurzweg. 

Es seien A, B, C, D stetige Funktionen von u und 
(10) Az+By+Cz+D=-0 


die Gleichung der Ebenenschar. Durch Differentiation nach u 
entsteht eine neue in bezug auf x, y, z lineare Gleichung: 


(11) Az+By+Cs:+D=0; 
die Charakteristik der Developpablen ist also eine Gerade und 
sie selbst als Ort von Geraden eine Regelfläche. Ihre gerad- 


linigen Erzeugenden sind als Charakteristiken Tangenten an die 
Czuber; Vorlesungen. I 3. Aufl. 34 
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Rückkehrkante, die bestimmt ist durch die Gleichungen (10) 
und (11) in Verbindung mit der Gleichung 


(12) A’z+B’y+C"s+D"=0. 


Die Einhüllende einer einfach-unendlichen Ebenenschar ist 
demnach eine Regelfläche, deren Erzeugende das System der Tan- 
genten einer Raumkurve bilden, die auf der Einhüllenden als Rück- 
kehrkante oder Striktionslinie auftritt. Jede Ebene der Schar 
ist Tangentialebene der einhüllenden Fläche in allen Punkten 
einer Charakteristik. 

Wir stellen die Gleichungen (10), (11), (12) zu einem 
System zusammen: 


Ax + By +Cz +D =0 
(13) Axz+By+Cz+D=0 
A"c+ B’y+ C”’z+D"’=0 


und bemerken hierzu folgendes. 

Die erste Gleichung bedeutet bei festem u eine einzelne 
Ebene der Schar, bei variablem u die Schar selbst. 

Die zwei ersten Gleichungen repräsentieren bei festem u 
eine einzelne Charakteristik oder Erzeugende, bei veränder- 
lichem «u deren Gesamtheit oder die Einhüllende. 

Alle drei Gleichungen zusammen stellen bei festem u einen 
einzelnen Punkt der Rückkehrkante dar, bei variablem u die 
Rückkehrkante selbst, indem sie z, y, # als Funktionen von u 
definieren. 

Im Grunde dieser Auffassung können wir nun noch nach- 
weisen, in welcher Beziehung die Ebenen der Schar zu der 
Rückkehrkante stehen: sie sind deren Oskulationsebenen. 

Um dies zu zeigen, fassen wir die Gleichungen (13) als 
Gleichungen der Rückkehrkante auf und differentiieren die erste 
nach u; dies gibt zunächst: 


Az+By+Cz+D +45 = BÝ ‚0-0 
und reduziert sich vn der zweiten auf: 


(14) “+ B% 1402-0; 
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ee Differentiation pach s u ofort zunächst: 


wenn man aber die zweite ——6 so erhält man unter 
Berücksichtigung der dritten 


A o7 „t B$? at CO dz = 0 
und damit reduziert Sich die —* Gleichung auf 
(15) 433 + BT, du + cz dw =0. 


Mittels der Gleichungen (14) und (15) drücken sich die 
Verhältnisse der Koeffizienten A, B, C wie folgt aus: 
idy dz ds dx dz , 
Idy de ide dr ide dyl 
die gleichen Verhältnisse aber bestehen zwischen den Rich- 
tungsko6ffizienten der Oskulationsebene im Kurvenpunkte u 
(178, (6)); es ist also tatsächlich die Ebene u der Schar Os- 
kulationsebene im zugehörigen Punkt der Gratlinie. 

Man kann aber auch, von einer Raumkurve ausgehend, 
zeigen, daß die Einhüllende ihrer Oskulationsebenen identisch 
ist mit ihrer Tangentenfläche (174, 1)). 

Benutzt man nämlich für die Raumkurve die früher ge- 
brauchten Bezeichnungen und den Bogen s als Parameter, so 
schreibt sich die Gleichung der Oskulationsebene 
16)  (Ẹ — 1) cos p + (1 — y) cos y + (£ — 2) cos z = 0; 
differentiiert man sie, um die Charakteristik zu bestimmen, 
nach s, so entsteht zuerst 

(£ — — q) ER 4 EE georg 
— (cos & cos pœ + cos ß cos y + cos y cos D= 

der letzte Klammerausdruck hat den Wert Null, und berück- 
sichtigt man im übrigen die Gruppe (II) der Frenetschen 
Formeln (183), so lautet die letzte Gleichung endgültig: 

(17)  (Ẹ— x) cos 4 + (n — y) cos u + ($ — 2) cos v = 0 

und stellt die rektifizierende Ebene dar; folglich wird (16) 
durch (17) tatsäcblich längs einer Tangente der Raumkurve 
geschnitten. 





A: B: C= 





34* 
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197. Kategorien abwickelbarer Flächen. Man hat 
zwei Gattungen von abwickelbaren Flächen zu unterscheiden. 

Solche Flächen, bei welchen eine eigentliche Räckkehr- 
kante auftritt, nennt man allgemeine Developpable. | 

Solche Flächen, bei welchen die Rückkehrkante sich auf 
einen singulären Punkt zusammenzieht, durch welchen dann 
notwendig alle Charakteristiken hindurchgehen, heißen Kegel- 
flächen; der singuläre Punkt wird Scheitel genannt. Rückt er 
insbesondere in bestimmter Richtung ins Unendliche, so sind 
alle Charakteristiken parallel und die Fläche heißt eine Zy- 
linderfläche. 

Die zweite Kategorie von abwickelbaren Flächen entsteht 
dann, wenn zwischen den Koeffizienten A, B, C, D der Ebenen- 
schar eine lineare (für alle Werte von u geltende) Relation 


(18) aA+bB+cC+D=0 


mit konstanten Koeffizienten a, b,c besteht. Aus dieser er- 
gibt sich nämlich durch ein- und zweimalige Differentiation 
nach u 

(19) aA’ +bB’ +cC’+D’=0 

(20) aA” + bB” + cC”+4+ D"=0 

und wenn man die Gleichungen (18), (19), (20) von den korre- 


spondierenden Gleichungen (13) subtrahiert, so tritt an die 
Stelle von (13) das System: 


A (x—a)+ B (y—b)+C (z—ce)=0 
(21) ÆA (x—a)+ B' (y—b)+ C (e—e)=0 

A"(z — a) + B”(y —b) + C” (e — c) =0, 
das aber nicht eine Kurve, sondern den Punkt a/b/c bestimmt, 
weil es nur durch 

z—a=0, y — b = 0, z—c=0 


befriedigt wird, sofern die Determinante 


ABOC 
ABC 
| A” B” C” 


nicht identisch Null ist. Findet aber dieses statt, ohne daß 
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alle Unterdeterminanten zweiten Grades verschwinden würden, 
so bestimmen die Gleichungen nur die Verhältnisse 


@—-a):y—b):(@-e), 
also eine Richtung, die Fläche wird zur Zylinderfläche. 
Hierdurch erscheint das, was in 187, 2a) bei der ersten 
Einführung der abwickelbaren Regelflächen gesagt worden, weiter 
ausgeführt. 


198. Differentialgleichungen der abwickelbaren 
Flächen. Der geometrische Unterschied zwischen einer deve- 
loppabeln und einer nicht-developpabeln Linienfläche drückt 
sich darin aus, daß die Tangentialebene in einem Punkte einer 
Fläche der ersten Art zugleich Tangentialebene in unendlich 
vielen anderen Punkten ist, während sie bei einer Fläche der 
zweiten Art — von Ausnahmefällen abgesehen — nur in dem 
einen Punkte berührt. Es entsteht die Frage, wie sich dieser 
Unterschied analytisch ausdrückt, mit andern Worten, welche 
besonderen Eigenschaften der Funktion f(x, y) zukommen, die 
die Applikate g einer developpablen Fläche darstellt. 

Die erste der Gleichungen (13), als Gleichung einer Tan- 
gentialebene an die durch die beiden ersten Gleichungen dar- 
gestellte abwickelbare Fläche aufgefaßt, enthält außer den ver- 
änderlichen Koordinaten nur einen Parameter in den Koeffi- 
zienten. Denkt man sich daber die Gleichung der Tangential- 
ebene an eine Fläche in der Form 


-s=-plE— z) +g4ln—Y) 


pE+qn—+2—-pr—qgy=0 
geschrieben, so sind die Koeffizienten p,q,2— px — qy, falls 
die Fläche abwickelbar, Funktionen nur eines Parameters; es 
müssen daher p, q notwendig voneinander abhängen, d. h. 


(22) qg = o(p) 
sein. Diese Gleichung, in welcher ọ eine willkürliche Funktion 
bedeutet, charakterisiert also die abwickelbaren Flächen und 
wird als die Differentialgleichung erster Ordnung dieser Flächen- 
gattung bezeichnet, weil sie eine Beziehung zwischen Differential- 
quotienten erster Ordnung darstellt. 


oder 


534 Erster Teil. Differentisl-Rechnung. 


Man kann indessen aus (22) noch eine andere für die 
abwickelbaren Flächen charakteristische Gleichung ableiten, 
welche frei ist von einer willkürlichen Funktion. Differentiiert 
man nämlich (22) zuerst nach x, dann nach y, so ergeben 
sich die Gleichungen: | 


s-=9,(p)r 

t = p',(p)s 
und durch Division weiter = = — oder 
(23) l rt— 2-0. 


Diese Gleichung (vgl. 189), welche eine Beziehung ausdrückt, 
die für jeden Punkt einer developpablen Fläche zwischen den 
drei Differentialquotienten zweiter Ordnung zu Recht besteht, 
nennt man die Differentialgleichung zweiter Ordnung der ab- 
wickelbaren Flächen. Diese Feststellung hat für uns vorläufig 
nur die Bedeutung, daß sie in den Stand setzt, von einer durch 
ihre Gleichung in rechtwinkligen Koordinaten gegehenen Fläche 
zu entscheiden, ob sie abwickelbar ist; man bestimmt zu diesem 
Zwecke aus der Gleichung r, s, t und prüft, ob rt — s? iden- 
tisch Null ist. 

199. Die Abwicklung. Die Erzeugenden einer allge- 
meinen Developpabeln, als Tangenten an ihre Rückkehrkante, 
zerfallen durch den Berührungspunkt in je zwei Halbstrahlen; 
die Halbstrahlen MT (Fig. 110), 
welche der positiven Richtung 
der Tangente entsprechen, bilden 
einen Mantel. S, die anderen 
Halbstrahlen M T” einen zweiten 
Mantel S’, und beide Mäntel ver- 
einigen sich in der Kurve C 
zu einer scharfen Kante; ein 
ebener Schnitt wie PM P’ be- 
steht demgemäß aus zwei Ästen, 
welche sich im Punkte M der 
Rückkehrkante zu einer Spitze 
verbinden. 

Ihren Namen haben die abwickelbaren Flächen auf Grund 
der folgenden Eigenschaft erhalten. Wenn der Punkt M sich 














Sechster Abschnitt. Anwendung der Differential-Rechnung usw. 535 


stetig auf der Kurve C bewegt, so vollführt die zu ihm ge- 
hörige Oskulationsebene auch eine stetige Bewegung, indem 
sie sich auf der Fläche wälzt, sie beständig berührend; dabei 
nimmt sie nach und nach alle geradlinigen Erzeugenden und 
somit alle Punkte der Fläche in sich auf. Stellt man sich 
vor, daß jeder Punkt der Fläche in dem Augenblicke, wo er 
in die sich wälzende Tangentialebene zu liegen kommt, auf 
ihr haften bleibt, so wird diese Ebene nach und nach die 
ganze Fläche in sich aufnehmen, und zwar so, daß dabei keine 
Faltungen und Dehnungen, sondern nur Biegungen erfolgen 
und daher alle Linien, die vordem auf der Fläche waren, in 
unreränderter Länge, aber in veränderter Form in die Ebene 
übergehen. Man sagt dann, die Fläche sei auf der Ebene ab- 
gewickelt. Die Abwicklung bedeckt die Ebene zweifach, indem 
die beiden Mäntel nun übereinander zu liegen kommen; ihre 
gemeinsame Begrenzung ist diejenige Kurve, in welche sich die 
Rückkehrkante bei dem Abwicklungsprozesse transformiert. 

Weil Bogenlängen bei der Abwicklung unverändert blei- 
ben und weil zwei Tangenten von C in der Abwicklung einen 
Winkel einschließen, welcher die wirkliche Drehung mißt, durch 
welche die eine Tangente im Raume in die andere übergeführt 
wird (177), so hat die transformierte Rückkehrkurve in jedem 
Punkte eine Krümmung, welche der Flexion der Raumkurve 
in dem korrespondierenden Punkte gleichkommt. Die Flexion 
der Rückkehrkante bleibt also bei der Abwicklung unverändert 
erhalten, die Torsion aber geht verloren, weil aus der Raum- 
kurve eine ebene Kurve wird. 

Der Begriff der Abwickelbarkeit, wie er sich hier dar- 
bietet, ist ein spezieller: er bedeutet die Möglichkeit der Aus- 
breitung einer Fläche durch bloße Biegung auf einer Ebene; 
umgekehrt kann jede Developpable als eine Biegungsform der 
Ebene aufgefaßt werden. Der allgemeine Begriff der Abwickel- 
barkeit betrifft die Möglichkeit der Ausbreitung einer Fläche 
durch bloße Biegung auf einer andern Fläche; zwei Flächen, 
die in diesem Verhältnis zueinander stehen, heißen aufeinander 
abwickelbare Flächen. So sind zwei developpable Flächen stets 
auch aufeinander abwickelbar, weil sie zwei verschiedene Bie- 
gungsformen der Ebene darstellen. 
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Die Abwickelbarkeit ist wiederum ein besonderer Fall 
einer viel allgemeineren Beziehung, die man als Abbildbarkeit 
zweier Flächen aufeinander bezeichnet; man versteht darunter 
die Angebbarkeit eines Prinzips, nach welchem die Punkte 
beider Flächen eindeutig einander zugeordnet werden können. 
Die Abwickelbarkeit spielt im Gebiete der Abbildbarkeit die 
Rolle der Kongruenz. 


200. Einhüllende einer zweifach-unendlichen 
Flächenschar. Die Funktion f(x, y, z, u,v) sei eindeutig 
und stetig in bezug auf die Koordinaten z, y, 3 wie in bezug 
auf die voneinander unabhängigen Parameter u, v; dann stellt 
die Gleichung 
(24) f(z, Y, 2, %, v) =0 
ein System von oo? Flächen oder ein zweifach ausgedehntes 
Flächenkontinuum dar. Auch bei einem solchen kann unter 
Umständen von einer Einhüllenden gesprochen werden, doch in 
einem gegenüber dem früheren Falle (193) veränderten Sinne. 

Erteilt man nämlich dem v einen festen Wert, so stellt 
die Gleichung (24) eine einfach-unendliche Flächenschar dar, 
deren Einhüllende im früheren Sinne, wenn sie existiert, durch 
Elimination von u zwischen den Gleichungen. 

(25) f(z, Y, Z, %, v)=0, f(z, Y, Z, t, vo) =0 
bestimmt wird. Diese Elimination kann man sich so voll- 
zogen denken, daß man aus der zweiten Gleichung u ausdrückt 
und den Wert dafür, der aus z, y, g, v sich zusammensetzt, in 
die erste Gleichung einträgt. 

Die Gleichung der Einhüllenden enthält nun v, und denkt 
man sich dieses jetzt veränderlich, so hat man es neuerdings 
mit einer einfach-unendlichen Flächenschar zu tun, deren Ein- 
hüllende durch Elimination von v zwischen 


í ð 
f(T, Y, 2, t, v)=0, f(s, Y, 2, %, v) +f. (z, Y, 2, U, o) gs7 0 


erhalten wird; die zweite dieser Gleichungen ist aus der ersten 
gebildet, nachdem darin u in der besprochenen Weise durch 
den Ausdruck in x, y, g, v ersetzt worden ist; sie erfährt aber 
vermöge (25) eine Vereinfachung und lautet schließlich 


(26) F. Eœ, Y, z, u, v) = 0. 
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Diese zuletzt bestimmte Einhüllende, deren Gleichung man 
also, alles zusammenfassend, dadurch erhält, daß man zwischen 
den drei Gleichungen (25) und (26), oder kurz zwischen 


f= 0, f u — 0, f eo 0 
beide Parameter u, v eliminiert, nennt man die Einhüllende 
des zweifach unendlichen Flächensystems. 

Auf der Fläche u/v entsteht bei dem ersten Prozesse eine 
Charakteristik der Fläche (25); auf dieser entsteht bei dem 
zweiten Prozesse abermals eine Charakteristik, welche die 
frühere im allgemeinen in einer Anzahl Punkte schneidet: 
in diesen Punkten wird die Fläche u/v des Systems von der 
schließlichen Einhüllenden berührt. Darin also liegt der Unter- 
schied gegenüber dem früheren Falle, daß nunmehr jede Ein- 
gehüllte von der Einhüllenden nur in einer Anzahl vereinzelter 
Punkte berührt wird. 

Beispiele. 1) Jedem Punkte eines dreiachsigen Ellipsoids 
mit den Halbachsen a, b, c wird eine Ebene in der Weise zu- 
geordnet, daß sie durch die Projektionen des Punktes auf den 
Hauptachsen der Fläche hindurchzugehen hat. Es ist die Ein- 
hüllende dieses Ebenensystems zu bestimmen. 

Die Hauptachsen mögen als Koordinatenachsen gewählt 
werden; die reziproken Abstände der Projektionen eines Punktes 
M des Ellipsoids auf OX, OY, OZ von O seien u, v, w; dann 
lautet die Gleichung des Ebenensystems: 

uz + vy + wz—i=0, 
wobei jedoch u, v, w an folgende Bedingung geknüpft sind: 
1 1 1 
tt 1-0. 

Hier empfiehlt sich ein Rechnungsgang, der dem in 193 
erläuterten analog ist. Betrachtet man «, v als die unabhängigen 
Parameter, so gibt die Differentiation beider Gleichungen nach 
u einerseits und nach v andererseits: 


ð Jw 
z+s5=0, y +e =O, 


1 1 dw 1 1 ðw 
atu t giw pu 7O b'o? T otw jo 


= 0; 
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durch Elimination der Differentialquotienten erhält man die 
Beziehung 

aus = b!u’dy = ewe 
und es bedarf nur noch der Elimination von u, v, w zwischen 
diesen zwei und den ursprünglichen zwei Gleichungen. Be- 
zeichnet man den gemeinsamen Wert der letzten drei Produkte 
mit p, so hat man einmal: 


p 
ur = zii 


p 
IT yo 


wa = P u 

c w 

woraus sich durch Addition unter Beachtung der gegebenen 
Gleichungen p = 1 ergibt; andererseits ist mit Benutzung dieses 
Wertes von p: 


x 1 
a atu’ 
y 1 
vi 
Zo o 1 
E T ew 


und daraus erhält man als Gleichung der Einhüllenden: 


z$ t sd 
(a) +) tC) = L 

Zwei Bemerkungen mögen hinzugefügt werden. Für alle 
Punkte eines Hauptschnittes des Ellipsoids fällt die Ebene des 
Systems mit der Ebene dieses Hauptschnittes zusammen; dem- 
nach ist eine solche Ebene Tangentialebene an die Einhüllende 
nicht in einem einzelnen Punkte, sondern längs einer Linie; 
in der Tat hat die Fläche in den Koordinatenebenen scharfe 
Kanten (Schneiden). 

Für die Scheitelpunkte des Ellipsoids wird die Ebene des 
Systems unbestimmt, dieser Umstand deutet auf singuläre Punkte 
an der Einhüllenden hin; diese hat denn auch in den Koordi- 
natenachsen vierschneidige Spitzen. 

2) Aus den Punkten desselben und auf das nämliche Koor- 
dinatensystem bezogenen Ellipsoids werden Kugeln beschrieben. 
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die durch den Mittelpunkt der Fläche gehen. Es ist die Ein- 
hüllende dieses Kugelsystems zu bestimmen. 

Sind «œ, ß, y die Koordinaten eines beliebigen Punktes des | 
Ellipsoids, so kommt dem Kugelsystem die Gleichung 


T +y? +2? — 2a —2ßy— 2ye =0 


zu, wobei jedoch 
2 
++? 
ist Sieht man «, ß als die unabhängigen Parameter an und 
differentiiert beide Gleichungen danach, so entstehen die Glei- 
chungspaare: 


ð 
x+ z5- =0, y+? Ti , 
y 2y B 72 
atazm= = Q, tea” 0; 


nach Ausscheidung der Differentialquotienten ergibt sich daraus 


die Relation 
dz = A - (=x). 
Geht man mit den Werten 
a", p=” 2, p= 
in die beiden gegebenen Gleichungen ein, so entsteht: 
ar? + b’y? + ceg? — x? 


pyp aa PPHU H o 


x 
und durch Elimination von x die Gleichung der Einhüllenden: 
(x? + y? + g?) — 4(a?ı? + b?y? + c? g’). 

Alle Kugeln des Systems gehen durch einen Punkt, den 
Mittelpunkt des Ellipsoids; dieser erscheint denn auch als 
Punkt der Einhüllenden, aber als ein singulärer, indem er außer 
Zusammenhang mit der übrigen Fläche steht und daher als 
ein isolierter Punkt zu bezeichnen ist. 


8 5. Die Polarfläche einer Raumkurve,. 
201. Analytische Bestimmung der Polarfläche. 
Drei abwickelbare Flächen stehen mit einer Raumkurve in 
einem organischen Zusammenhange und sind für die Erfor- 
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schung ihrer Eigenschaften von grundlegender Bedeutung; sie 
sind der Reihe nach bestimmt durch die Schar der Oskulations- 
ebenen, die Schar der Normalebenen und die Schar der rekti- 
fizierenden Ebenen. 


Die an erster Stelle genannte Developpable ist bereits 
Gegenstand der Untersuchung gewesen (196); da ihre Charak- 
teristiken die Tangenten der Raumkurve sind, so wird sie als 
deren Tangentenfläche bezeichnet. 


Die zweite, die jetzt näher betrachtet werden soll, führt 
den Namen Polarfläche. 


Von der dritten sei außer dem Namen rektifisierende De- 
veloppable noch erwähnt, ‘daß man ihre Charakteristiken als 
rektifizierende Geraden bezeichnet. 


Sind diese drei Flächen durch die Seitenebenen des be- 
gleitenden Trieders bestimmt, so liegt es nahe, auch jenen 
Flächen die Aufmerksamkeit zuzuwenden, die sich als Orte 
seiner Kanten: der Tangenten, Hauptnormalen und Binormalen 
ergeben. Die Fläche der Tangenten ist identisch mit der erst- 
genannten Developpablen; die Flächen der Hauptnormalen und 
der Binormalen sind im allgemeinen windschief und werden 
hier nicht weiter in Betracht gezogen. 


Nicht ohne Nutzen ist es, darnach zu fragen, was aus 
, allen diesen Gebilden bei einer ebenen Kurve wird. Als Tan- 
gentenfläche tritt die Kurvenebene, genauer gesprochen ein be- 
stimmter Teil derselben (der von den reellen Tangenten be- 
deckte) auf. Die Polarfläche ist vertreten durch den zur Kurven- 
ebene senkrechten Zylinder, dessen Leitlinie die Evolute der 
Kurve ist. Als rektifizierende Developpable erscheint der gleich- 
gerichtete Zylinder durch die Kurve selbst. Die Orte der Tan- 
genten, der Hauptnormalen und Binormalen liefern nichts Neues 
mehr. 


Alle auf die Polarfläche bezüglichen Fragen finden ihre 
Erledigung in jenen drei Gleichungen, auf welche die Theorie 
der abwickelbaren Flächen geführt hat, nämlich in der Glei- 
chung der Normalebene eines veränderlich gedachten Punktes 
M(z/y/z) der gegebenen Kurve C und jenen zwei Gleichungen, 
welche aus ihr durch ein- und zweimalige Differentiation nach 
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dem veränderlichen Parameter hervorgehen; als solchen wählen 
wir die Bogenlänge s. Die erste Gleichung lautet: 


($ — z) cos a + (n — y) cos B + ( — £) cos y = 0; 


die zweite, zunächst in unentwickelter Form: 


( — a) EEEE i y) SE a g g) tE 
- (Z ose +% cos B+ 5, * cos y) = 0; 


der letzte Klammerausdruck aber hat den Wert 1, weil F = 


cos æ, ... daher ist mit Beachtung der Gruppe (I) der Frenet- 
schen Formeln (183) die endgültige Form dieser Gleichung: 


(£ — z) cos å + (n — y) cos u + ($ — g) cos v = ọ; 
die dritte ergibt sich zuerst in der Gestalt 


(E — tm y EEE g e De 





dx dọ 
— ($E cos 4 + $Ë cosp + Gr cos v) = F 


und weil der letzte Klammerausdruck den Wert Null hat, so 
hat man schließlich mit Benutzung der Gruppe (III) der Frenet- 
schen Formeln und unter Rücksichtnahme auf die erste Glei- 
chung: 


(E — z) cos p + (1 — y) cos y + (£ — 2) cos z = — T ÎE 


Demnach lautet das die Polarfläche charakterisierende 
Gleichungssystem: 

(E — x) cos æ + (n — y) cos B + (Ẹ — £) cos y = 0 
(1) (Ẹ— z) cos 4 + (n — y) cos u + (Ẹ — 2) cos v = ọ 

d 

(E — 2) cosp + (7 — y) cos + (E — 2) cos z = — TG 

Einzeln und bei festem M betrachtet, stellen diese drei 
Gleichungen vermöge ihrer Richtungskosinus drei zueinander 
senkrechte Ebenen dar, welche sich in jenem Punkte M, der 
Rückkehrkante C, der Polarfläche schneiden, der durch die- 
selben drei Gleichungen zusammen bestimmt ist; sie bilden, 


wie sich leicht erkennen läßt, das begleitende Dreikant des 
Punktes M, der Kurve C,. 
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Denn die erste Ebene ist Oskulationsebene von C, in M,; 
die zweite schneidet sie längs der Charakteristik, also längs 
der Tangente an C, in M,, und da sie auf ihr senkrecht steht, 
so ist sie die rektifizierende Ebene; die dritte, zu den beiden 
vorgenannten senkrecht, ist demnach die Normalebene. 

Daraus folgt weiter, daß die Schnittlinie der zweiten Ebene 
mit der dritten die Binormale, die Schnittlinie der dritten mit 
der ersten die Hauptnormale von C, in M, ist. Nimmt man 
hinzu, daß die Richtungskosinus der Schnittlinie zweier der 
Ebenen (1) übereinstimmen mit den Richtungskosinus der je- 
weilen dritten Ebene (181), so ergibt sich der Satz: Die Kurven 
C und C, stehen in solcher Beziehung zueinander, daß in korre- 
spondierenden Punkten die Tangente der einen der Binormale der 
anderen parallel ist, die Hauptnormalen aber untereinander par- 
allel laufen. 

Die Auflösung der Gleichungen (1) nach £, n, & werde 
mit Zo, Yo, 2, bezeichnet; da die Determinante des Systems 
den Wert 1 hat, so lautet diese Auflösung wie folgt: 


0 cosß cosy| 


t=T, ọ COS u COSY =x + gc08A— TE cosp 





de 
— Tis cosp cosy 
CO8 & 0 cos y 
(2) Y=Yyr cos A ọ COS v = y+ gcosu— T'E cosy 
cos ꝙ TE cos x | 


| coa« cosß 0 


4 
CoS y. 
ç Cos% 


| 
Te +| cos 4 COB u ọỌ | =s +ọc0sv— T$ 
' | 


| coso cos y — T 
Bei festem s bestimmen diese Gleichungen den dem Punkte M 
von C korrespondierenden Punkt M, der Rückkehrkante C, 
der Polarfläche, bei veränderlichem s stellen sie die Kurve C, 
selbst dar. 

202. Die oskulierende Kugel. Der Punkt M, hat für 
die Kurve C im Punkte M noch eine andere wichtige geo- 
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metrisch®e Bedeutung: Er ist der Mittelpunkt derjenigen unter 
den durch M gehenden Kugeln, welche sich der Kurve C in 
der Umgebung von M am engsten anschließt; sie wird die 
oskulierende Kugel oder Schmiegungskugel der Kurve C im Punkte 
M genannt. 

Um dies zu erweisen, gehen wir von der allgemeinen 
Gleichung einer Kugel mit dem Mittelpunkt M,: 


(8) (E — T)? + (1 — Y)? + (E — 2) = R 
aus und schreiben ihr zunächst nur vor, daß sie durch den 


Punkt M zu gehen habe; dies gibt zur Bestimmung ihrer 
Parameter Z}, Yo, Zo» R die erste Gleichung: 


(4) (£ — t0)? + (Y — Y)? + (2 — 3%) = 
Nun wählen wir auf C einen dem M benachbarten Punkt 
M, mit dem Parameterwerte s + k, dessen Koordinaten sich 
(184) wie folgt ausdrücken: 
2, —-z+hosat, o Cosa H an +8 


h? d’ 
yy Acos A pp eose + s ap +e 


s =g +hcosy +? = cosy + r; te 


und bestimmen das Quadrat seiner Entfernung D vom Mittel- 
punkte der Kugel; es ist 
D =| z — z + h cos « + eos 1 +t ie + a] 
he 3 
+[y-W+hcosß+, J ts] 


+[e — +h cosy +y = cosy + 5 — +) 


(5) = (£ — £o) + (Y — Y) + (2 — 2)? 
+ 2h[(£ — 2,) cose + (y — Y) cos Ê + (z — 2,) cos y] 


tle amiro- menten moeta 
— a) he tUm) at Ea) ga] E, 


wobei E wie &,, &,, & Größen der vierten Ordnung bezüglich 
h bedeuten. 
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Der letzte Klammerausdruck kann noch wie folgt trans- 
formiert werden. Differentiiert man die Gleichung (181, (11)): 


dꝰ æ 
cos À = ọ u 


nach s und benutzt dabei die Gruppe (III) der Frenetschen 
Formeln (183), so ergibt sich: 





—_ a _ cop de, col, „Fr 
e T ds ọ ds? 
analog 
— cp cop _ de wen, „a 
e Tue TO ds’ 
— „az 
ọ T d8 E ds’? 


multipliziert man diese Gleichungen der Reihe nach mit x — £y 
Y — Y; Z — 2, und addiert hierauf, so bekommt man: 


(£ — 2) ir + (Y — Y) 3 +(@— 2%) ie 
= — Å [(æ — z) cosa + (y — y) cos + (2 — s) cosp] 


u na 2) cosp + (y — Yo) cos Y + (£ — Zo) cos 7] 


de-.. 
— 5 4, [ee — £o) cos å + (y— Yo) cos u + (2 — £z) cos v]. 


Hiermit folgt aus (5), wenn auf die Gleichung (4) Rück- 
sicht genommen wird: 


(D+R(D-R) 
= 2h|(x — z,) cos@ + (y — y,) cos B + (2 — 2,) cos y] 
+ Ke- £o) cos 4 + (Y — Yo) cos u + (2 — Zo) cos v + ọ] 


— Ta ( (£ — 2) cos æ + (y — Yo) cos B + (2 — 2) cosy) 


d 
+ k ds (a — To) cos å + (y— Yo) cosu + (8 — Zo) cos v) 


1 
+z r ((E— To) cos o + (y — Yo) cos y + (2 — 2o) cos z} | + E. 
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Die Differenz D— R drückt den kürzesten Abstand des 
Punktes M, von der Kugel aus; da die Kugel, um bestimmt 
zu sein, noch drei Bedingungen unterworfen werden muß, so 
setzen wir fest, der kürzeste Abstand solle von höchstmög- 
licher, also von vierter Kleinheitsordnung sein; dazu ist not- 
wendig, daß zunächst: 


(zo — T) cos æ + (Y, — y) cos Ê + (2, — 2) cos y = 0 
(Zo — £) cos 2 + (Ya — Y) cos u + (2, — 2) cos v = ọ 


sei; und damit auch der Koeffizient von h? verschwinde, muß 
außerdem 


d 
(ta — z) cos p + (Y — y) cos y + (2% — 2) cosg = — Tas 


sein. Diese drei Gleichungen stimmen aber mit dem System 
(1) überein, aus welchem sich der Punkt (2) ergeben hat, und 
damit ist die aufgestellte Behauptung erwiesen. 

Die oskulierende Kugel berührt die Kurve in M; denn da 
ihr Mittelpunkt vermöge der ersten Gleichung in der Normal- 
ebene von M liegt, so ist die Tangente an die Kurve zugleich 
Tangente der Kugel. Die Berührung ist als eine solche der 
dritten Ordnung zu bezeichnen (147). 

Für den Halbmesser R der oskulierenden Kugel hat man 
nun auf Grund von (4) und (2) die Bestimmung: 


6) R= e + (T28). 


203. Der Krümmungskreis. Die oskulierende Kugel 
schneidet die oskulierende Ebene des Punktes M nach einem 
die Kurve in M berührenden Kreise, dessen Elemente sich wie 
folgt bestimmen. 

Sein Mittelpunkt Q ist der Fußpunkt der Geraden 


(7) | (E — T) cosa + (n — y) cos B + (É — 2) cosy = 0 

(E — z) cos 2 + (m — y) cos u + ($ — #2) cosy = ọ 
auf der Oskulationsebene von C in M, deren Gleichung ist: 
(8)  (Ẹ— x) coso + (n — y) cos y + (E — z) cos y = 0; 


denn jene Gerade geht laut (1) durch den Mittelpunkt der 
Kugel und steht auf der Ebene (8) normal. Behält man also 


Czuber, Vorlesungen. L 3. Aufl. 
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für den Mittelpunkt Q die Bezeichnung £, n, & bei, so ergibt 
sich aus (7) und (8) für ihn die Bestimmung: 
: 0 cosß cosy | 
Ẹ£—zr= ọ cosu cosy = 0 CO8åÀ, 
O cos» cosy 


cos« 0 cosy 
(9) n — y=] cosh ọ cosy | = ọ cos u, 
| cosg O cos A 
' cos cosß O | 
£ — z = | cos) cosu ọ = ọ COS Y. 
‚, coso cosy O | 

Weil hiernach £ — z, n — y, — z gleich bezeichnet sind 
beziehungsweise mit cos 4, cosu, cosv, so liegt der Punkt & 
von M aus gezählt in der positiven Richtung M H der Haupt- 
normale, also auf der konkaven Seite der Kurve in dem in 
181 erläuterten Sinne. 

Für den Halbmesser des Kreises geben die Gleichungen (9) 
den Wert ọ. 

Man nennt daher diesen Kreis, weil sein Halbmesser mit 
dem Halbmesser der ersten Krümmung übereinstimmt, den 
Krümmungskreis, auch Oskulations- oder 
Schmiegungskreis, seinen Mittelpunkt & den 
Krümmungsmittelpunkt,dieOskulationsebene, 
da sie diesen Kreis enthält, auch Krüm- 
mungsebene, und die Gerade (7), welche 
zur letzteren Ebene im Punkte & normal 
steht, die Krümmungsachse oder Polarlinie 
der Kurve C im Punkte M. 

Ein Blick auf Fig. 111 und auf die 
Gleichung (6) lehrt, daß der Abstand P des 
Mittelpunktes der oskulierenden Kugel von der Oskulationsebene 
bestimmt ist durch die Formel: 


Fig. 111. 





ao) p= (T43) 


Auf Grund der Ergebnisse dieses und des vorangehenden 
Artikels kann man die Polarfiäche einer Raumkurve C auch 
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als den Ort ihrer Krümmungsachsen und die Rückkehrkante 
der Polarfläche als den Ort der Mittelpunkte der oskulierenden 
Kugeln definieren. 

Während dem Radius der ersten Krümmung eine mit der 
Kurve unmittelbar zusammenhängende geometrische Bedeutung 
zukommt analog jener bei ebenen Kurven, ist dies bei dem 
Torsionshalbmesser nicht der Fall; nur indirekte geometrische 
Interpretationen sind für ihn gefunden worden.*) Überhaupt 
ist der Kreis nicht geeignet, die Gestaltung einer Raumkurve 
im Kleinen, das heißt innerhalb eines engen Bereiches er- 
schöpfend zu approximieren; dies könnte nur wieder eine Raum- 
kurve leisten. Unter den Raumkurven kommt nun der gemeinen 
Schraubenlinie wegen ihrer besonders einfachen Krümmungs- 
verhältnisse eine ähnliche Stellung zu wie dem Kreise unter 
den ebenen Kurven. Diese Erwägung hat zum Begriff der 
Schmiegungsschreubenlinie geführt; es ist dies jene Schrauben- 
linie, die im betrachteten Kurvenpunkt dieselbe Tangente, die- 
selbe Torsion und dieselbe Krümmungsachse hat wie die Kurve; 
die Achse ihres Zylinders enthält den kürzesten Abstand be- 
nachbarter Hauptnormalen. Doch möge die bloße Erwähnung 
dieses Begriffs genügen. 

204. Spezielle Raumkurven. Die Formel (10) lehrt, 
daß der Mittelpunkt der oskulierenden Kugel mit dem Krüm- 





*) Eine solche, von B. de Saint-Venant [Journ. de l'école polytechn. 
15 (1885)] stammende Interpretation gründet sich auf folgende Betrach- 
tung. Die Tangentendeveloppable der Kurve `’ Fig. 112. 
werde von einer Ebene geschnitten, die vom 
Punkte M den Normalabstand v hat und pa- 
rallel ist seiner Normalebene (Fig. 112). Das 
Bogendifferential QQ’ der Schnittkurve kann 
durch vdr ausgedrückt werden, wenn dr der 
Kontingenzwinkel des Elements M M’ der be- 
trachteten Linie ist, und der Kontingenzwinkel 
dieses Bogendifferentials unterscheidet sich nur 
um eine Größe höherer Ordnung von dem Winkel der Oskulationsebenen 
in M und M’, also von dem Torsionswinkel d0 des Elements MM’. 
In Folge dessen drückt sich der Krümmungsradius der Schnittkurve 


in Q durch 





vdr 
do 
35* 
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mungsmittelpunkte zusammenfällt bei Kurven, für welche be- 
ständig 


also für Kurven von konstantem Flerionshalbmesser; dann aber 
ist vermöge (6) auch R konstant. Dies findet demnach bei 
der gemeinen Schraubenlinie statt. 

In Punkten mit stationärer Oskulationsebene ist die Tor- 


sion * Null, der Torsionshalbmesser also und mit ihm P 


(sofern e von Null verschieden ist) unendlich; solchen Punk- 


ten entsprechen daher unendlich ferne Punkte der Rückkehr- 
kante der Polarfläche. 

Wir wollen ferner. nach Kurven fragen, bei welchen der 
Halbmesser der Schmiegungskugel konstant ist. Dies erfordert 


nach (6), daß 
de 
de de d (7%) 
ds T $ ds ds 


identisch verschwinde, oder daß beständig 


(11) r4e e A d | 20 





ds |_ T ds 


sei. Dies tritt ein bei =(, ein bereits erledigter Fall; 


ferner dann, wenn der Ausdruck in der eckigen Klammer be- 
ständig Null ist. 

Um dies geometrisch zu deuten, differentiiere man die erste 
der Gleichungen 201, (2) nach s unter Bezugnahme auf die 
Frenetschen Formeln; dadurch ergibt sich: 


oder, da dr = T ist, durch 
0 0 
oT 


ę 


aus; er ist sonach geradezu gleich T, wenn man v= ọ macht. Trägt 
man also auf der Tangente in M nach einer der beiden Seiten e ab, 
legt durch den erhaltenen Punkt Q einen zur Tangente normalen Schnitt 
durch die Tangentendeveloppable, so hat dieser in Q einen Krümmung 
radius, der gleichkommt dem Torsionsradius in M. 
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dx, de cos COBY 
-Ja m C080 + Ja C84 — E (- == 7 ) 
dọ 
d (T35) _ dẹ 


— — g; cos ꝙ — 7, C82, 


8 
und nach entsprechender Reduktion 


de 
dx, (: a(T58) . 
ds \T + ds cos 9; 


ebenso ergeben die beiden anderen Gleichungen des ange- 
zogenen Systems: 


de 
alT-— 
dy, d 
Pr — + C: )) cos Y, 


fa — (e + ? Ca) cos 7%; 


ds T ds 


das identische Verschwinden des zweiten Faktors in (11) hat 
also zur Folge, daß beständig 











dz, dY, dzy 
ds °? ds TO de TO 
oder daß 
T = const., Ya = const., 8 = const. 


ist. Dann aber gibt es für alle Punkte der Kurve nur eine 
Oskulationskugel, die Kurve selbst liegt auf einer Kugel und 
wird eine sphärische Raumkurre genannt; ihre Polarfläche ist 
ein Kegel, der den Mittelpunkt der Kugel zur Spitze hat 
(Beispiel, 173, 2)). 

205. Beispiel. Es ist die Polarfläche der Schraubenlinie 


£ = Q COB U 
= A 8SN u 
z = bu 


zu charakterisieren. 
Mit Benutzung der in 185, 1) gefundenen Resultate: 





a? 4+ b? _ a? + b? ds 3773 
er u =— > du Vto 
cos A = — COS t, cos u = — sin t, cosy = Q, 
b sin u . b cos u a 
== —— COS = — - CoS y = ___>—— 
cos ꝙ ya F d?’ p Ya? + b?’ X Ya’ Ft’ 
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ergibt die Ausführung der Gleichungen 201, (2) folgendes 
Resultat: 


b? 
a 
b’ . 
= — -Sinu 
Yo a 
= bu; 


führt man an Stelle von u einen neuen Winkel «' durch die 
Gleichung , 
u =u +x 


ein, so gehen die letzten Gleichungen über in 
b? , 
on 7 COB U 


bo., 
Y = a sın u 
Z = b(w — x); 
die Rückkehrkante der Polarfläche ist also eine mit der ge- 
gebenen in gleichem Sinne gewundene Schraubenlinie auf einem 


Zylinder vom Halbmesser 3 während die erste durch einen 


Punkt der positiven z-Achse geht, schneidet die zweite die 
negative x-Achse; in der Ganghöhe stimmt sie mit der ur- 
sprünglichen überein. 

Die Polarfläche einer Schraubenlinie ist demnach eine ab- 
wickelbare Schraubenfläche. 

206. Evoluten und Evolventen einer Raumkurve. 
Der Begriff der Evolute einer ebenen Kurve läßt sich auf eine 
Raumkurve übertragen, wenn man nicht die Definition der 
Evolute als Ort der Krümmungsmittelpunkte zum Ausgang 
nimmt, sondern das Hauptgewicht auf die Eigenschaft legt, 
daB die Tangenten der Evolute Normalen der ursprünglichen 
Kurve sind. Bei dieser Auffassung hat eine Raumkurve — 
und wie später ausführlich dargelegt werden wird, auch eine 
Plankurve — unendlich viele Evoluten, die sämtlich auf 
der Polarfläche liegen, weshalb diese auch Evolutenfläche ge- 
nannt wird. 

Das System der Normalen, das zu einer Evolute Anlaß 
gibt, bildet eine abwickelbare Fläche, deren Gratlinie eben 
diese Evolute ist. 
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Ist nämlich C’ eine Evolute von C, M’ ein Punkt der- 
selben und M’M die Tangente in diesem Punkte an C’ und 
zugleich Normale in M zur Kurve C, so erfolgt, sobald M 
auf C sich zu bewegen beginnt, eine momentane Drehung von 
MM’ um den Punkt M’; gleichzeitig dreht sich die Normal- 
ebene von M augenblicklich um die Krümmungsachse des Punktes 
M; soll demnach M’M normal bleiben zur Kurve C, so muß 
M’ auf der Krümmungsachse liegen. Es gehört also der einem 
beliebigen Punkte M zugeordnete Punkt M’ der Evolute der 
Krüämmungsachse von M an, folglich Fig. 114. 
liegt die ganze Evolute auf der Polar- 
fläche. 

Um die Evoluten analytisch zu 
charakterisieren, seien die Koordinaten 
des Punktes M’ einer solchen mit x’, y’, z, 
sein Abstand von der Oskulationsebene 
mit o bezeichnet mit der Festsetzung, 
daß ø positiv oder negativ ist, je nach- 
dem die Strecke QM’ (Fig. 113) die positive oder negative 
Richtung der Binormale hat; für den Punkt M werden alle 
bisher eingeführten Bezeichnungen beibehalten. 

Die Koordinatendifferenzen der Punkte M und! M” ergeben 
sich durch Projektion des rechtwinkligen Linienzuges M & M’ 
auf die drei Koordinatenachsen wie folgt: 





X — x% = cos À + o cos o 
(12) y — y = ọ cosu + o cosy 

# — z = ọ COs yv + O cosy. 
Die Koordinatendifferenzen sind den Kosinus der Richtungs- 
winkel von MM’ proportional; denselben Richtungskosinus 


sind aber, da MM’ Tangente an die Evolute ist, auch die 
dx dy dz 


onen As’ ug» g proportional; daher bestehen die Re- 
tionen: 

x — zr _ dr y’ —y _ dy z—z dř 
03) =p Tae p Tae Tier 


wobei p den Proportionalitätsfaktor bedeutet. Führt man die 
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erste dieser Relationen auf Grund von (12) und der Frenet- 
schen Formeln durch, so ergibt sich: 


ecos2 + 6 coe ꝙ 
p 





= cosa + 3E cos 4 + ẹ (— r T 


und nach entsprechender Reduktion 


men (2 + 7) cos A + (z — s) cos Q. 


Daraus schließt man, daß 


e de, o 

-= F 

p ds T 

14) i ne 
p ds T 


und erhält weiter durch Elimination von p die folgende Be- 
ziehung, welcher die Größe ø zu entsprechen hat: 


odo — ode 
e? ds 


— —2. 
4). 

In der linken Seite dieser Gleichung erkennt man das Diffe- 

rential von arctg 5 kennt man ferner eine Funktion r von 

s, derer Differential T ist, so ist r + c die allgemeinste Form 

einer Funktion von dieser Eigenschaft, wenn c eine willkür- 

liche Konstante bezeichnet, und somit ist 


arctg c=r+c 


diejenige Gleichung, welche die allgemeinste Bestimmung von 
d liefert; es folgt daraus: 
do = ọ tg (t + c) 

und hiermit nehmen die Gleichungen (12) zur analytischen 
Darstellung der Evoluten von C die endgültige Gestalt an: 

x =x + ọ cosl + ọtg(t +c) cog 
(15) y = y + ọ cosu + ọ tg(t + c) cosy 

gz =g + ọ cosv + ọtg(t +c) cosy. 
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Weil c unendlich viele verschiedene Werte annehmen kann, 
so hat eine Kurve unendlich viele Evoluten. 
Aus den Formeln (13), d. i. aus 


da’ _ ecosi + o cosg 


d8 p 
dy _gcosu -+ 0 cosp 
ds p 


de „_ pcos» + 6 cos 
ds Pp 
folgt, wenn man quadriert und summiert, 


zieht man die Relationen (14) hinzu, da sie für die Evoluten 
charakteristisch sind, und eliminiert zwischen beiden 
ergibt sich für p die Bestimmung: 


1 
T? 80 





tode, 

~ edọe+ odo)? 
diese in die obige Gleichung eingetragen gibt: 
(16) ds =+ — = + d(Y" + ò). 


Diese Gleichung drückt die Eigenschaft aus, daß das Bogen- 
differential der Evolute gleichkommt dem Differential der 
Strecke MM’ (Fig. 113), eine Verallgemeinerung der für die 
Evoluten ebener Kurven 159, (17) erwiesenen Eigenschaft, auf 
welcher die Erzeugung der gegebenen Kurve durch Abwicklung 
eines biegsamen, nicht dehnbaren Fadens von der Evolute be- 
ruht. Diese Erzeugungsweise kann daher auf alle Evoluten 
auch einer Raumkurve übertragen werden. 

Bezeichnet man die Richtungswinkel der Tangente M AM’ 
an die Evolute in M’ mit «’, $’. y, und ähnlich alle übrigen 
auf die Evoluten bezüglichen Größen mit denselben, aber ge- 
strichenen Buchstaben, so ist 


Daraus ergibt sich durch Differentiation: 


dx — dx = d (Vo? + o?) - cosa’ + Yo?+ 0°: dcos«’ 
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oder in anderer Form und mit Rücksicht auf (16): 


r p? _ 0? . dg [2 
ds cos œ'— ds cos œ = ds' cosa’ + yerd cos À, 


woraus 
cos œ = — Ve’ + ds cos 1’ 
ods 
analog 
Ve + 0?ds cos u’ 
cos $ = “yds u 
Ve’ + ods cosy 


daraus folgt, daß der Faktor yet ande notwendig den ab- 


soluten Wert 1 hat, und dann weiter, daß die Hauptnormale 
der Evolute in W parallel ist der Tangente in M (Fig. 113). 
Diese Tatsache kann auch in der Form ausgesprochen werden: 
Die Oskulationsebene einer Evolule in einem ihrer Punkte steht 
senkrecht auf der Tangentialebene der Polarfläche in diesem 
Punkte. 
Zu einigen bemerkenswerten Resultaten führt die Annahme, | 

die zugrunde liegende Kurve C sei eine Plankurve. Es ist 
dann beständig T =Q, die Gleichungen (14) reduzieren sich auf 


E _ dẹ 


woraus durch Elimination von p 
edo — ode =0 
E 
abgeleitet werden kann. Da aber die linke Seite das Differential 


von r ist, so folgt daraus 
6 
- = const,, 
ọ 


d. h. die Normalen, die zu einer Evolute führen, sind zur 
Ebene der Kurve gleich geneigt, die Evolute selbst hat also 
die Eigenschaft, daß ihre Tangenten mit den Erzeugenden des 
Zylinders, in welchen jetzt die Polarfläche übergeht (201), 
einen konstanten Winkel bilden; sie ist mithin eine Schrauben- 
linie (185, 2)). 
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Unter den Evoluten befindet sich jetzt auch die Evolute 
von C im engeren Sinne, d. i. der Ort der Krümmungsmittel- 
punkte. Bei einer Raumkurve hingegen gehört dieser Ort 
nicht zu den Evoluten; es würden sonst (s. Fig. 113) die 
Öskulationsebenen der Kurven C und C’ in korrespondieren- 
den Punkten zusammenfallen, die Tangentenfläche des Orles 
der Krüämmungsmittelpunkte wäre also identisch mit der 
Tangentenfläche der Grundkurve, während sie doch begriffs- 
gemäß in den Ort der Hauptnormalen übergehen müßte. Dieser 
Widerspruch hebt die Zuläßigkeit der Annahme auf, der Ort 
der Krümmungsmittelpunkte einer Raumkurve gehöre auch 
zu deren Evoluten. 

Wickelt man einen biegsamen, nicht dehnbaren Faden, 
der an einer Raumkurve anliegt, sie berührend verläßt und 
von da ab ohne Ende sich ausstreckt, von der Kurve ab, so 
beschreibt er einen Mantel der Tangentenfläche der Kurve und 
jeder seiner Punkte eine Evolvente (Filarevolvente) derselben; 
so wie also die Polarfläche Ort der Evoluten, ist die Tangenten- 
fläche Ort der Evolventen. 


$ 6. Krümmung von Kurven auf krummen Flächen. 


207. Flexion einerKurve aufeinerkrummenFläche. 
Den Ausgangspunkt für die Untersuchung der Gestalt einer 
Fläche in der Umgebung eines ihrer Punkte Fig. 114. 
bildet die Frage nach der Flexion, welche m 
einer der Fläche aufgeschriebenen, durch 
diesen Punkt laufenden Kurve hier zu- 


kommt. 

Die krumme Fläche sei durch die 
Gleichung 
(1) g = f(x, y) 





gegeben; durch den Punkt M (Fig. 114 
derselben mit den Koordinaten z/y/z gehe eine Kurve C, dar- 
gestellt durch die Gleichungen 


(2) zz),  y=y(s), z=z(s), 
in welchen s den von dem festen Punkte M, aus gezählten 
Bogen M,M bedeutet; weil die Kurve auf der Fläche liegt, so 
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müssen die Gleichungen (2) die Gleichung (1) identisch er- 
füllen. Aus der Beziehung 

(3) ds =pdz + qdy, 

die für eine infinitesimale Bewegung auf der Fläche, also auch 
längs der Kurve Geltung hat, ergibt sich, wenn man durch das 


Bogendifferential 
ds = Yaz! + dy? + da? 
=V(1 + pda’ + (1 + g°)dy' + 2pgdzdy 
der Kurve dividiert, die Beziehung 
(4) cos y = p cosa +gcosß 
zwischen den Richtungkosinus der Tangente MT. 


Durch Differentiation von (4) in bezug auf s erhält man 
unter Zuhilfenahme der Frenetschen Formeln: 
cos» _ pcos + gcosa , („de , 2y 
meh. (Eile 
d d 
+ GH + t3) cos f 


oder 
m goor cosv pcos’ a + 2s cos « cosß + tcos? p. 
Es sind aber (191, (29)) 
6) =? = 


Ver+g@+1' VP+? Ye+o+ı' 
wenn die Quadratwurzel positiv genommen wird, die Kosinus 
für diejenige Richtung MN der Flächennormale in M, welche 
mit der positiven s-Achse einen spitzen Winkel einschließt; 
cos å, cosu, cosy hingegen die Kosinus der positiven Rich- 
tung MH der Hauptnormale von C in M; demnach bedeutet 
— pcosk — q cos u + cosy 
Vrot 
den Kosinus des Winkels 0 der genannten zwei Richtungen. 
Hiermit aber geht die letzte Formel über in: 





e V+ +n 
Dies ist die Grundgleichung für die Krümmungstheorie der 
Flächen. 


(6) cos@ _ cosꝰ & + 28 cosa cosh + t cos’ 
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Von den in dieser Formel auftretenden Größen beziehen 
eich p, g, r, 3, t auf den Punkt M als Punkt der Fläche und 
bleiben für alle durch ihn gezogenen Kurven die nämlichen; 
«, ß bestimmen die Richtung der Tangente an die Kurve, 0 
die Neigung ihrer Schmiegungsebene gegen die Normale der 
Fläche. 

Zunächst geht aus (6) hervor, daß alle Kurven auf der 
Fläche, welche in M dieselbe Tangente und dieselbe Oskulations- 
ebene haben, daselbst auch dieselbe Flexion besitzen, die also auch 
yleichkommt der Krümmung derjenigen Kurre. welche aus der 
Fläche durch die Ebene TMH geschnitten wird. 

Hiermit ist die Untersuchung der Flexion aller Kurven 


zurückgeführt auf die Untersuchung der Krümmung der ebenen 
Schnitte der Fläche. 


208. Der Satz von Meusnier. Eine weitere Folgerung, 
die wir aus (6) ziehen können, beruht auf der Bemerkung, daß 
für alle Schnitte mit der Tangente MT der Quotient 


cos 0 
ę 
denselben Wert beibehält; da nun ọ eine absolute Größe ist, 
so muß cos entweder beständig positiv oder beständig nega- 
tiv sein, d. h. die positiven Richtungen aller Hauptnormalen 
in M, zur Tangente MT gehörig, schließen mit MN ent- 
weder sämtlich einen spitzen oder sämtlich einen stumpfen 
Winkel ein. 

Unter den Schnitten durch die Tangente MT heben wir 
denjenigen hervor, welcher durch die Normale der Fläche geht, 
und bezeichnen ihn als den diese Tangente berührenden Normal- 
schnitt; die übrigen sollen dann schiefe Schnitte heißen. Je 
nachdem alle 6 spitz oder stumpf sind, wird für diesen Schnitt 





0 =0 oder 0 = x, und heißt * seine Krümmung in M, so 


hat man: 
cos 0 _ 1 
e R 
ım ersten und 
co8® — 1 
e R 


im zweiten Falle. 
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Durch entsprechende Wahl der positiven Richtung der 
g-Achse kann jedoch immer der erste Fall herbeigeführt wer- 
den, so daß 
(7) ọ = R cos 0 
wird. 

Der Inhalt dieser Formel bildet den Satz von Meusnier*), 
wonach der Krümmungshalbmesser eines ebenen Schnittes gleich- 
kommt dem Krümmungshalbmesser des dieselbe Tangente berüh- 
renden Normalschnittes, multipliziert mit dem Kosinus des Nei- 
gungswinkels beider Schnitte. 

Man kann den Satz auch in der Form aussprechen, daß 
der Krümmungsmittelpunkt eines schiefen Schnittes als Pro- 
jektion des Krümmungsmittelpunktes des dieselbe Tangente be- 
rührenden Normalschnittes auf die Ebene des ersteren sich 
darstellt. 

Hiernach ist der Ort der Krümmungsmittelpunkte aller 
durch eine Flächentangente gelegten Schnitte ein Kreis, dessen 
Ebene zu jener Tangente normal steht und dessen Durch- 
messer der Krümmungsradius des darunter befindlichen Nor- 
malschnittes ist. 

Bezeichnet k die Krümmung des schiefen, K die Krüm- 
mung des Normalschnitts, so besteht nach dem Satze von 
Meusnier zwischen beiden die Beziehung 


k cos 0 = K, 


die den folgenden geometrischen Sachverhalt ausdrückt: Trägt 
man auf den Normalen aller durch dieselbe Flächentangente 
gelegten Schnitte die Krümmung ab, so liegen die Endpunkte 
dieser Strecken auf einer Geraden G, die die Flächennormale 
des betreffenden Punktes senkrecht scheidet (in der Entfernung 
K vom Flächenpunkt) und die Flächentangente senkrecht 
kreuzt. 

Vermöge des Satzes von Meusnier ist die Untersuchung 
der Krümmung aller ebenen Schnitte durch einen Punkt zurück- 
geführt auf die Untersuchung der Normalschnitte durch diesen 
Punkt. 








*) Mémoire sur la courbure des surfaces. Mém. de savants dtrang. 1785. 


Sechster Abschnitt. Anwendung der Differential-Rechnung usw. 559 


209. Die Krümmung der Normalschnitte. Der Satz 
von Euler. Um den Ausdruck für die Krümmung des Nor- 
malschnittes durch die Tangente MT zu erhalten, hätte man 
in der Formel (6) 

0=0 oder 9=x 
zu setzen, je nachdem deren rechte Seite positiv oder nega- 
tiv ist. 

Behält man die Substitution 0 = O für alle Fälle bei, so 
hat der Krümmungsradius R aufgehört eine absolute Größe zu 
sein; das Vorzeichen, welches ihm die Formel gibt, hat nach 
dem vorigen Artikel die Bedeutung, daß bei positivem R der 
Normalschnitt seine konkave Seite nach der Richtung MN, 
welche im vorigen Artikel als die positive erklärt wurde, bei 
negativem R aber nach der entgegengesetzten Richtung wendet. 

Mit dieser Maßgabe bestimmt also die Formel 


(8) 1 _ r cos? aœ + 28 cos æ cos f + t cos?’ 4 

i R V +g +1 

nicht allein die Größe der Krümmung des Normalschnittes, 
sondern auch die Richtung seiner Konkavität, nachdem einmal 
in der Flächennormale eine Richtung als positiv festgesetzt 


worden ist. 

5 behält für alle Normalschnitte durch M dasselbe Vor- 
zeichen, die Konkarvität ist also bei allen nach derselben Seite 
gewendet, wenn (121, 189) 

(9) rt—-?>0 

ist. In einem solchen Punkt, in dessen Umgebung die Fläche 
ganz zu einer Seite der Tangentialebene liegt, bezeichnet man 
sie als konver. 

pr wechselt während der Drehung des Normalschnittes um 
die Normale, und zwar zweimal, durch Null gehend, sein Vor- 
zeichen, wenn 
(10) . rt— ?>0 


ist. Ein Teil der Normalschnitte wendet die Konkavität nach 
der positiven, der andere Teil nach der negativen Richtung 
der Normale, und ebenso liegt die Fläche in der Umgebung 


560 Erster Teil. Differential-Rechnung. 


von M zum Teil auf der einen, zum Teil auf der anderen 
Seite der Tangentialebene. In einem solchen Punkte bezeichnet 
man die Fläche als konkav-konver. Die Grenze zwischen den 
beiden Arten von Normalschnitten wird durch zwei Normal- 
schnitte gebildet, deren Krümmung Null ist, welche also in M 
Wendepunkte haben. 


In dem Grenzfalle, wo 
(11) ri— s =0, 


der Zähler auf der rechten Seite von (8) also ein vollständiges 
Quadrat ist, behält Fr auch beständig dasselbe Vorzeichen bei, 
verschwindet aber für eine bestimmte Lage des Normalschnittes. 

Es liegt nun nahe, nach denjenigen Normalschnitten zu 
fragen, für welche die Krümmung einen extremen Wert an- 
nimmt. Um diese Untersuchung einfach zu gestalten, trans- 
formieren wir das Koordinatensystem derart, daß sein Ursprung 
mit M, die z-Achse mit der Flächennormale, die Tangential- 
ebene also mit der xy-Ebene zusammenfällt; den Winkel, 
welchen die positive Richtung MT der Tangente mit der 
positiven x-Achse im neuen System einschließt, nennen wir œ. 


Dann tritt in der Formel (8) œ an die Stelle von «, za 
an die Stelle von 8; p und q werden Null, weil nun die ersten 
zwei von den Kosinus (5) der Normale verschwinden; für die 
zweiten Differentialquotienten behalten wir auch in dem neuen 


System die Zeichen r, s, & bei und haben daher jetzt: 


(12) F = r cos? œ + 2s cos œ sin w + tsin? œ. 
Für die extremen Werte von 5 verschwindet 
D.(R} = — (r — t) sin 2o + 2scos2o, 


es ergibt sich daraus für die betreffenden Normalschnitte die 
Bestimmung 


(13) tg2o = =, 
welche nur dann illusorisch wird, wenn gleichzeitig 


(14) r=t und s=0 
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ist; in jedem andern Falle führt sie zu zwei um x voneinander . 
differierenden Werten von 2o, also zu zwei um H voneinander 
abweichenden Werten von œ selbst. Da ferner für die Be- 
stimmung (13) 


Diha) rar Er +4] 


und cos 20 für zwei um x auseinanderliegende Werte von 20 
entgegengesetzte Zeichen annimmt, so entspricht der einen Lö- 
J 

R’ 

Unter den Normalschnitten einer Fläche in einem ihrer 
Punkte gibt es also gwei ausgezeichnete, die aufeinander senk- 
recht stehen und deren einer das Maximum, deren anderer das 
Minimum der Krümmung aufweist. Man bezeichnet sie als die 
Hauptnormalschnitte, ihre Krümmungsradien als die Haupt- 
krümmungsradien der Fläche in dem genannten Punkte. 

Geht man jetzt zu einem dritten Koordinatensystem über, 
das durch Rotation des vorigen um die s-Achse derart entsteht, 
daß die Ebenen yg und gz mit den Ebenen der Hauptnormal- 
schnitte zusammenfallen, so wird in diesem neuen Systeme der 
Differentialquotient s Null werden, weil ja die Gleichung (13) 
die Lösungen O und x ergeben muß; behält man für die beiden 
anderen Differentialquotienten zweiter Ordnung wieder dieselben 
Zeichen r, ¢ bei, so lautet Formel (12): 


sung ein Maximum, der anderen ein Minimum von 


1 
g reos’o + tsin’e; 


für @ = O ergibt sich jetzt die eine Hauptkrümmung 


I my 
R, ’ 
fär o = > die andere 
1 
. R, — t; 
hiernach ist also: 
bd int? 
15 wa, sn. 
(15) RT R, R, 


Mit Hilfe dieser Formel ist es möglich, den Krümmungs- 
halbmesser eines beliebigen Normalschnittes in M durch die gu- 
gehörigen Hauptkrümmungsradien auszudrücken, wenn sein Nei- 


Jungswinkel œ mit dem einen Hauptnormalschnitte, dem su R, 
Czuber, Vorlesungen. I. 3. Aufl 36 
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gehörigen, gegeben ist. Der Inhalt dieser Formel bildet den 
Satz von Euler.*) 

Durch die Sätze von Meusnier und Euler ist die Unter- 
suchung der Krümmung aller durch einen Punkt M gelegten 
Kurven zurückgeführt auf die Bestimmung der Hauptkrümmungs- 
radien in diesem Punkte. 

Wir kommen noch auf den unter (14) ausgeschlossenen 
Fall 

r=t, s=0 

zurück, für welchen die Gleichung (13) keine Bestimmung er- 
geben hat. Die Formel (12) aber lautet dann 

*275 
und besagt, daß in einem solchen Punkte alle Normalschnitte 
denselben Krümmungshalbmesser haben. Man bezeichnet einen 
solchen Punkt der Fläche als Nabelpunkt; er ist ein besonderer 
Fall des konvexen Punktes. 

In Fig. 115 seien MT,, MT, die Tangenten an die Haupt- 
normalschnitte, MT die Tangente an einen beliebigen Normal- 
schnitt im Flächenpunkte M; die zugehörigen Krümmungen 
K,, K,, K trage man auf der Flächennormale MN ab und 

Fig. 116. konstruiere zu jedem Normalschnitt 
N 2) die bei der Interpretation des Meus- 
nierschen Satzes eingeführte Gerade 
G; die Gesamtheit dieser Geraden gibt 
eine Darstellung der Krümmungs- 
verhältnisse aller durch M gelegten 
Schnitte. Es ist daher von Interesse, 
nach dem Ort dieser Gesamtheit zu 
Tı fragen. 
Als Grundlage wählen wir ein 
“ Koordinatensystem, dessen Ursprung O 
die Mitte der Strecke (K,)(K,), dessen s-Achse in die Flächen- 
normale fällt und dessen z- und y-Achse den Halbierungs- 
linien der Winkel von MT, und MT, parallel laufen. Bezeichnet 





P 
(Alyiz) 





*) Recherches sur la courbure des surfaces. Hist. de l'Acad. de 
Berlin, 1760. (Bd. 16). 
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man den Winkel der Geraden @ mit der x-Achse durch 9, 
die Koordinaten eines Punktes P dieser Geraden mit x, y, 3, 
80 bestehen die Beziehungen: 


K, +K, 
0=-9- 7); tgp = 7, K-t = g; 
die Gleichung (15) verwandelt sich zunächst iu 
K= K+K 42k 7^ singcosg, 
K,— K, , 
und wenn man * ə `= setzt und beachtet, daß sing, cos p 
durch -- % -., — -_ . zu ersetzen sind, schließlich in 
Ve’+y’ Very’ Ä 
ey, 
at 


Damit ist die Frage erledigt: Der Ort der Geraden G ist 
ein Zylindroid (187, 2). 

210. Die Dupinsche Indikatrix. Die Krümmungs- 
verhältnisse der Normalschnitte in einem Punkte M gestatten 
auf Grund der Eulerschen Formel eine anschauliche geo- 
metrische Darstellung, welche der französische Geometer 
Ch. Dupin*) angegeben hat. Dabei sind bezüglich der Haupt- 
krümmungsradien diejenigen Fälle zu unterscheiden, welche 
sich im vorigen Artikel bezüglich der Krümmungsradien der 
Normalschnitte überhaupt herausgestellt haben: daß beide 
gleich bezeichnet, daß sie ungleich bezeichnet sind und daß 
einer von ihnen unendlich ist. 

Die Darstellung erfolgt in der Tangentialebene des Punktes 
M und legt ein Koordinatensystem zugrunde, das M zum 
Ursprung und die Tangenten an die beiden Hauptnormalschnitte 
zu Achsen hat, und zwar die Tangente an den Hauptnormal- 
schnitt mit dem Krümmungsradius R,. zur x-Achse. 

1) Sind R,, R, gleich bezeichnet, z. B. positiv (wie das 
durch entsprechende Wahl der positiven Richtung der Flächen- 
normale immer bewerkstelligt werden kann), so konstruiere 
man in der Tangentialebene die Ellipse 


2 n? 
(16) l= tR’ 


*) Développements de géométrie, Paris 1813. 
36* 
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deren Halbachsen also YR,, VR, sind (Fig. 116); der zu MX 
unter dem Winkel œ geneigte Halbmesser ọ dieser Ellipse er- 
gibt sich aus der Gleichung: 


l= ę? cos? œ e’sin’o, 





R, >’ 
mithin ist 
1 _ 0o | sinto 
e” R, R, 


und durch Vergleich mit der Eulerschen Formel (15) ergibt 
sich daraus 

R = 0°. 
Die Quadrate der Halbmesser der Ellipse (16) sind also den 


Fig. 116. Fig. 117. 


Krümmungsradien der durch diese Halbmesser hiudurchgehen- 
den Normalschnitte gleich. 

Infolge dieses Zusammenhanges heißt der konvexe Punkt 
auch ein elliptischer Punkt der Fläche. 

Ist insbesondere R, = R,, so geht die Ellipse (16) in 
einen Kreis über, alle Normalschnitte sind gleich gekrümmt. 
Aus diesem Grunde nennt man den Nabelpunkt auch Kreis- 
punkt. 

2) Sind R,, R, ungleich bezeichnet, etwa R, positiv und 
R, negativ, so konstruiere man in der Tangentialebene die 
beiden konjugierten Hyperbeln 


(17) 


mit den Halbachsen YR,, Y— R, (Fig. 117). Der unter einem 
Winkel œ zur x-Achse geneigte Halbmesser ọ der ersten Hy- 
perbel ergibt sich aus 


cos? o sin? o% 
ʻa 


1 
ee R R, ’ 
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und gehört er der zweiten Hyperbel an, so ist 





1 _ cos? o sin? o, 
e* g R, R, ? 
mithin hat man im ersten Falle 
R= 0”, 
im zweiten 
R = — ọ°. 


Die Radien der beiden Hyperbeln bestimmen also die Krüm- 
mungshalbmesser der Normalschnitte nach demselben Gesetze 
wie es vorhin die Ellipse getan hat, nur gehören zu der einen 
Hyperbel Normalschnitte mit positivem, zur andern solche mit 
negativem Krümmungshalbmesser. 

Der konkav-konvexe Punkt führt daher auch den Namen 
eines hyperbolischen Punktes der Fläche. 

Der Übergang von der einen Hyperbel zur andern erfolgt 
bei stetiger Drehung des Normalschnittes durch die gemein- 
samen Asymptoten der Hyperbeln (17), deren Gleichungen 


lauten: — 
— =t V R, `> 
diesen entsprechen also Normalschnitte mit unendlich großem 
Krämmungsradius; die Asymptoten als Tangenten dieser Nor- 
malschnitte heißen Inflexions- oder auch Haupt- Fig. 118. 
tangenten der Fläche im Punkte M; die erstere 
Bezeichnung rührt daher, daß die betreffenden 
Normalschnitte in M Wendepunkte aufweisen. 
3) Ist einer der Hauptkrümmungsradien, yfi VE 
z. B. R,, unendlich groß, so heißt die Eulersche 
Formel: 
1 _ coso- 
R” R, Y 
Man konstruiere dann in der Tangentialebene das Linien- 
paar (Fig. 118) p 
(18) l= R? 
für einen Halbmesser ọ dieses Linienpaares, der zur x-Achse 
unter dem Winkel w geneigt ist, erhält man: 
ı _ costo 


eo? R, ? 
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so daß wie in den beiden früheren Fällen: 
R=. 

Dieser Sachverhalt entspricht dem in 209, (11) besprochenen 
Grenzfalle. Weil ein Paar paralleler Linien als degenerierte 
Parabel sich auffassen läßt, so nennt man einen Flächenpunkt 
von dieser Beschaffenheit einen parabolischen Punkt. 

Das in der Tangentialebene konstruierte Gebilde (16), 
(17) oder (18), weil es die Krümmungsverhältnisse der Normal- 
schnitte anzeigt, wird nach seinem Urheber die Dupinsche 
Indikatrixz des betreffenden Punktes genannt. 


211. Eine andere Auffassung der Indikatrix. Tan- 
gentialschnitt einer Fläche. Die Indikatrix gestattet noch 
eine andere Auffassung, welche hier kurz entwickelt werden 
soll, weil sie geeignet ist, in die Natur der verschiedenen Arten 
von Flächenpunkten noch genaueren Einblick zu gewähren. 

Wird der Flächenpunkt M zum Ursprung, seine Tangen- 
tialebene zur zy-Ebene gewählt, und ist æ von hier aus nach 
der Maclaurinschen Formel entwickelbar, so beginnt die Ent- 
wicklung, da bei dieser Annahme p = 0, q = Q ist, wie folgt: 


(19) g = 5- (rz? + 2sxy + ty?) + £; 


werden x, y als Größen erster Kleinheitsordnung aufgefaßt, so 
ist e von der zweiten und & von der dritten Ordnung. 

Mit Weglassung von e stellt die Gleichung (19) ein (ellip- 
tisches oder hyperbolisches) Paraboloid dar, das mit der Fläche 
im Punkte M eine Berührung erster Ordnung hat (148). 

Führt man in der xy-Ebene Polarkoordinaten ein und 
setzt demgemäß l 

z= ọ cos 0, Y=osino, 
so verwandelt sich (19) in: 
Fr = rcos’o +2scoso sin œ + tsin? œo + l; 


wird nun das Koordinatensystem noch derart angeordnet, dab 


die yz- und 3x-Ebene mit den Hauptnormalschnitten zusammen- 
fallen, so verschwindet s und geht r über in x ‚im E , BO 
daß die letzte Gleichung lautet: 

2z _cos’o | sin’o 


2E 
ETR toe te 
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Gibt man s einen konstanten Wert x von der Kleinheits- 
ordnung des ọ? und vernachlässigt rechts die Größe erster 


Kleinheitsordnung i neben den endlichen Gliedern, so stellt 


2x  cos’w , sin’o 
(20) e RR 
die Polargleichung der Schnittkurve der Ebene z = x mit der 
gegebenen Fläche (präziser: der Projektion dieser Schnittkurve 
auf der xy-Ebene) dar, jedoch mit Unterdrückung von Gliedern, 
welche neben den beibehaltenen als irrelevant zu betrachten 
sind. Das durch (20) dargestellte Gebilde ist aber dem in den 
Gleichungen (16), (17), (18) enthaltenen ähnlich in bezug auf 
den Mittelpunkt als Ähnlichkeitszentrum, wobei zu bemerken 
ist, daB in dem mittleren dieser drei Fälle das x der Glei- 
chung (20) einmal einen positiven, einmal den gleichgroßen 
negativen Wert erhalten muß. 

Es darf jedoch nicht übersehen werden, daß die Gleichung 
(20) nur für die nächste Umgebung von M Geltung hat; sie 
darf auf den ganzen Schnitt der Ebene s = x Mit der Fläche 
nur dann angewendet werden, wenn derselbe eine sehr geringe 
Ausdehnung hat, wie dies bei elliptischen Punkten zutreffen 
wird; in den anderen Fällen, die sich bei hyperbolischen und 
parabolischen Punkten ergeben, charakterisiert sie bloß den 
dem Punkte M zunächst liegenden Teil des Schnittes. 

Mit diesen Einschränkungen darf man den Satz aussprechen, 
daß der Durchschnitt einer krummen Fläche mit einer sur Tan- 
gentialebene in M parallelen und ihr sehr nahen Ebene eine der 
Dupinschen Indikatrix ähnliche Figur sei. 

Man pflegt diesen Durchschnitt auch als Indikatrix des 
Punktes M zu bezeichnen. 

Kehren wir nochmals zu der entwickelten Flächen- 
gleichung (19): 

Z = > (rx? + 2szy + ty’) +€, 
zurück. Setzt man darin z = 0, so ist 
(21) O = rz? 4+ 2sxy + ty? + 2e 


die Gleichung des Schnittes der Fläche mit der xy-Ebene, 
d. i. mit der Tangentialebene im Punkte M. 
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Nach den Darlegungen in 165 ist für diesen Schnitt der 
Punkt M ein Doppelpunkt, und zwar ein Knotenpunkt, wenn 


rt — ?<0, 


also wenn M ein hyperbolischer Punkt ist; die Tangenten in 
ihm fallen mit den Asymptoten der Indikatrix zusammen, weil 
die Gleichung, welche diese Tangenten bestimmt, d. i. 


rz? + 2szy + ty? =(0, 


das Unendlichwerden von R zur Folge hat (209, (12)). 
Der Punkt M ist für die Schnittkurve ein isolierter Punkt, 
wenn 
ri— s >0, 
d. h. wenn M ein elliptischer Punkt ist. Da hier alle Be- 
dingungen für ein Extrem der Funktion 3 erfüllt sind, so ist 
der Wert z = 0, den sie in M hat, ein Maximum oder ein 
Minimum, je nachdem die benachbarten Werte 3 negativ oder 
positiv sind. 
In dem Grenzfalle 
rt— s$ =0, 
der einen parabolischen Punkt anzeigt, kann der Schnitt (21) 
in M eine Spitze, Selbstberührung oder auch einen isolierten 
Punkt mit reeller Tangente aufweisen. Ist die Fläche ab- 
wickelbar (198, (23)), so hat die Tangentialebene mit ihr eine 
Erzeugende gemein, die zweifach gezählt als Durchschnitt der 
Tangentialebene mit der Fläche anzusehen ist. 


212. Bestimmung der Hauptnormalschnitte und 
Hauptkrümmungsradien. Um für einen beliebigen Punkt 
einer gegebenen krummen Fläche die Lage der Hauptnormal- 
schnitte und die Größe der Hauptkrümmungsradien zu be- 
stimmen, gehen wir von dem allgemeinen Ausdruck 209, (8) 
für die Krümmung eines Normalschnittes: 


RO VpP'+ +1 
aus und stellen die Bedingung für deren extreme Werte auf; 
dabei ist zu beachten, daß die Winkel «, ß, die allein bei der 
Drehung des Normalschnittes um die Normale der Fläche sich 


(22) 1 _rcos!a + 2s cosa cosp + tcos’ß 
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ändern, nicht unabhängig voneinander sind, daß sie vielmehr 
der aus 207, (4) resultierenden Bedingung 
23)  cos?« + cos? f + (p cos « + q cos BY -1=0 
zu genügen haben. | 
Setzt man zur Abkürzung die positive Quadratwurzel 
(24) Vë ++ 1= w, 
so handelt es sich also um die relativen Extreme der Funktion 
* mit der Nebenbedingung (23), und dies Kommt nach 125 
auf die Untersuchung der absoluten Extreme von: 
r cos? œ + 2s cos æ cos ß + t cos? 4 

— [cos « + cos? B + (p cos a + q cos 3) — 1] 
zurück, wobei A einen noch unbestimmten Multiplikator be- 
deutet. Die Bedingungen für ein absolutes Extrem sind aber: 
|r cos « + s cos B = À[(1 + p°) cos « + pq cos f] 
|s cos a + t cos 8 = A[(1 + q°) cos $ + pq cos a]; 
daraus ergibt sich durch Elimination von 4 die in bezug auf 
cos &, cos ß homogene quadratische Gleichung: 
(26) ([(1+p°)s—pqr]cos?a—[|(1 +g°)r—(1 +p°)t]cosa cosp 

\ —[(1 +g°)s — pgt] cos? 8 = 0, 
durch welche die Lage der Hauptnormalschnitte charakterisiert 
ist. Die Gleichung gibt nämlich zwei Werte für den Quo- 
tienten 


(25) 


dy 
cos ds _ dy 


cosa dz dz’ 
ds 
und diese bestimmen die Richtungen der Projektionen der 
Tangenten an die Hauptnormalschnitte in der xy-Ebene; da- 
durch sind die Tangenten selbst und mit Zuziehung der Flächen- 
normale endlich die Hauptnormalebenen gegeben. 

Die Bedeutung des Multiplikators A findet sich aus den 
Gleichungen (25), wenn man die erste mit cos«, die zweite 
mit cos 8 multipliziert und darauf die Summe bildet; vermöge 
(22) und (23) erhält man: 

= 


w| 8 
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Setzt man diesen Wert in (25) ein und ordnet wie folgt: 
{rR — (1+pf)w}cos«a + {sR — pqw) cos $ = 0, 
{sR — pqw} cos œ + {tR — (1 + g@°)w} cos $ = O, 


so liefert die Elimination von cos x, cos ß die in bezug auf R 
quadratische Gleichung: 

(27) (rs?) R—-[(l1+gQ)r—2pgs+(l+, Ne R+w—=0, 
welche, da sie aus den Bedingungen für die Extreme von S 
hervorging, die Größe der Hauptkrümmungshalbmesser bestimmt. 

Das Vorzeichen des Produktes der Hauptkrümmungsradien 
stimmt vermögə dieser Gleichung mit dem Vorzeichen von 
rt — s? überein und es wird wenigstens einer der Radien un- 
endlich, wenn rż — s? Null ist. Aus dieser Bemerkung lassen 
sich die drei Arten von Flächenpunkten (209—210) aufs neue 
ableiten. 

Man kann den beiden Gleichungen (26) und (27) mittels 
folgender Substitutionen eine einfache Form erteilen; setzt man 
nämlich 
A, = ar pas 0 4= heat, 
(28) 


1 — 1 t— 
b, =P Pf è B=! te» pgs 


so schreibt sich die Gleichung (26): 

(26*) DBD, cos? « — (A, — B,) cos «œ cos B — A, cos? f = 0 
und die Gleichung (27): 

4, 4, 
| R — (4 +B)R+ti=0. 

B; B, ( 1 + 2) + 

An dieser Form läßt sich leicht erweisen, daß beide 


Gleichungen immer reelle Wurzeln ergeben. Es ist nämlich 
die Diskriminante der ersten Gleichung: 


D = (4, — B)'+4A,B,, 


(27*) 


die der zweiten: 
(A + B.) — 4(4, B, — 4,B,) = (A, — B,) + 44A,B, =D, 


die Diskriminanten stimmen also überein, und hat man nach- 
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gewiesen, daß D positiv ist, so folgt daraus die Realität der 
Wurzeln beider Gleichungen. Nun ergibt sich aus (28), daß 


1+P)4,-(1+9)B= (1 + gN)par— (1+ p*°)pat) 
(A, — B)pqg = u (A 4 )pgar— (1+Pf)pat}, 


(1 +p)A: = (1 +9°)B, + (4, — B,)pg 
und infolgedessen 
a +p®D = (1 +p), — B)? +40 + 4)B 
(29) + 4pg(4, — B)B, 
= (4, — B. + [p (4, — B) + 2g B, F + 4B,; 
es läßt sich also (1 + »°)D als Summe dreier Quadrate dar- 
stellen und darum ist auch D eine positive Größe. 

213. Analytische Charakterisierung der Nabel- 

punkte. Ein Nabelpunkt ist dadurch gekennzeichnet, daß sich 
für ihn keine Bestimmung der Hauptnormalschnitte ergibt; die 
Gleichung (26) versagt aber nur dann, wenn die Koeffizienten 
einzeln verschwinden, wenn also: 
A+p)s—pgr=0, + Nr (+PN)t-0, (1+g)s—pgt=0 
oder | 
(80) 
ist. 

Man kommt zu diesem Resultate auch von der Gleichung 
(27) aus, da man einen Nabelpunkt auch als einen Punkt mit 
gleichen Hauptkrümmungsradien definieren kann. Die Gleich- 
heit der Wurzeln erfordert aber das Verschwinden der Deter- 
minante und dieses erfolgt nach (29) mit 

4, = B,, B, =0, 
was unter Bezugnahme auf (28) tatsächlich wieder zu den Be- 
ziehungen (30) führt. 

Die beiden letzten Gleichungen haben aber auch 

A, = 0 
zur Folge; wenn sie also erfüllt sind, so verschwinden sämt- 
liche Koeffizienten von (26*) und man kommt so wieder zum 
ersten Prinzip zurück. 


daher ist 


r sS to 
1+p? p4 I+ g 
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Aus (30) lassen sich im allgemeinen zwei voneinander 
unabhängige Gleichungen formieren; jede derselben stellt eine 
Fläche dar, und diese zwei Flächen in Verbindung mit der 
gegebenen Fläche bestimmen die Nabelpunkte der letzteren, so 
daß es deren in der Regel nur eine beschränkte Anzahl gibt. 

Wenn jedoch die Beziehungen (30) sich auf eine einzige 
Gleichung reduzieren, so hat die gegebene Fläche eine Nabel- 
punkflinie, und sind sie identisch erfüllt, so sind alle Punkte 
der Fläche Nabelpunkte (die Kugel). 


214. Beispiele. 1) Es sind die Hauptnormalschnitte 
und Hauptkrümmungsradien für einen Punkt einer Rotations- 
fläche zu bestimmen. 

Wie in 187, 4 gefunden worden, ist 


s=f(V + 9‘) 
die allgemeine Gleichung der Rotationsflächen, wenn man die 


Rotationsachse zur z-Achse eines rechtwinkligen Koordinaten- 
systems wählt. Setzt man vorübergehend 


Vr? + y= u, 


so ergibt sich durch sukzessive Differentiation: 
p=f W), q=)? 
r= Hr G 
Wr 
Wr 
da aber bei einer Rotationsfläche alle Punkte eines Parallel- 


kreises gleiche Krümmungsverhältnisse aufweisen, so wird man 
zweckmäßig den Punkt so wählen, daß 


y =0, folglich vr 


sei; er liegt dann in dem durch die z2-Ebene bestimmten 
Meridian, und nunmehr ist: 


p=-fld, g=0 
fa, s=0, 1-8. 


Tr u a u ei , 
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Hiermit ergeben sich nach Vorschrift von 212, (26) und 
(23) zur Bestimmung der Hauptnormalschnitte die Gleichungen: 


cos «œ cos ß = 0; 
{1 +f (x)°} cos? œ + cos? B = 1; 
die eine Lösung ist 
cos f = 0, cos a = -—--—, woraus tga = f(z); 


und weil hierdurch die Tangente an den Meridian im Punkte M 
(Fig. 119) charakterisiert ist, so bildet der Meridian den einen 
Hauptnormalschnitt; der andere berührt, wie Fig. 119. 
dies auch die zweite Lösung Z 
cos œ = 0 
cos f = 1 
bestätigt, den Parallelkreis des Punktes M 
in M. 

Die Frage nach den Hauptkrümmungs- 
radien ist damit schon erledigt, ohne daß 
man es nötig hat, die Gleichung (27) heranzuziehen; der eine, 
R,, ist der Krümmungshalbmesser des Meridians, also 

1 x)’ }ł 
R = { + A D } 
und da sich nach dem Satze von Meusnier der Krümmungs- 
nittelpunkt 2, des zweiten Hauptschnittes auf die Ebene des 
Parallelkreises in dessen Krümmungsmittelpunkt, also in den 
Mittelpunkt œ, projiziert, so fällt 2, notwendig Fig. 120. 
in die ‚iotationsachse, mithin ist i 
zy1 (x)? 
R, = M2, = sina Fan 

Für den Punkt z = 0, y =Q werden die 
Differentialquotienten p, q... unbestimmt und 
die Gleichung (26) illusorisch; der Punkt, in 
welchem die #-Achse die Rotationsfläche schnei- 
det, ist in der Tat, sofern er reell ist, ent- 
weder ein Nabelpunkt oder ein singulärer Punkt. 

Läßt man beispielsweise die Parabel 2? = 2ax + 2a? um 
die 3-Achse rotieren (Fig. 120), so entstehen in der z- Achse 
singuläre Punkte P, Q; der Scheitel S tritt aber auf der Fläche 
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als Nabelpunkt auf, weil R, = R, = a (160, 1)) ist; die Fläche 
hat somit einen Parallelkreis von Nabelpunkten. 
2) Für einen Punkt des geraden Schraubenkonoids (190, 2)) 


z = b Are tg Ž 


die Hauptkrümmungsradien zu bestimmen. 
An der zitierten Stelle ergaben sich für die Differential- 
quotienten die Ausdrücke: 








p= — m yi? q rF y’ 
_ 2bzy __  b(æt—y’) {= 2bzy _ 
TEF S eF OTE 


trägt man sie iu fio Gleichung 212, (27) ein, so lautet diese: 
2 Etty _ 
o @++y + — R! + ("+ y’ 0; 
sie ist rein quadratisch und gibt 
3 2 b? 
Roe = * — y to . 


In jedem Punkte der Wendelfläche sind also die beiden Haupt- 
krämmungsradien gleich und entgegengesetzt gerichtet; die 
Indikatrix besteht daher aus zwei gleichseitigen konjugierten 
Hyperbeln; die Haupttangenten sind demzufolge aufeinander 
senkrecht. Die eine der Haupttangenten fällt mit der gerad- 
linigen Erzeugenden durch den Punkt M zusammen, die andere 
ist die zu ihr normale Flächentangente. 

3) Es sollen die N abelpunkte des  drelachaigon Ellipsoids 


z+ 143 (a>b>e) 
bestimmt werden. 
Zur Bestimmung der Differentialquotienten ergeben sich 
durch sukzessive Differentiation die Gleichungen: 


(A) 
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daraus folgt 
1 /c? 3 
r-- >+), s-—H, t=- 4 (y+ 9’) 
Die Nabelpunkte haben laut (30) den beiden Gleichungen 
+p- (A +g)r=0 
(O +p)s— par =0 
zu genügen, welche auf den vorliegenden Fall angewendet 
lauten: 
a? (b? — e)p? — b(a? — c?)g? — c(a? — b?) = 0, 
rg=d. 
Von den zwei Lösungen der zweiten Gleichung ist p = 0 
zu verwerfen, weil in diesem Falle die erste für g keinen reellen 


Wert zuläßt. 
Hingegen gibt für q = 0 die erste Gleichung 


c a? — b? 
P=; Vias 


diese Werte von p, q in die Gleichungen (A) eingetragen 
führen zu: 


und nimmt man die Gleichung der Fläche hinzu, so findet sich 
zur Bestimmung von z, z weiter die Gleichung: 
2 2 
ade 
Daraus ergeben sich schließlich die Lösungen: 
ı__ b? b3 — 2 

z= +a Vi, y= 0, z= +c —— 
durch welche vier Punkte in der zx-Ebene bestimmt sind. 

Das dreiachsige Ellipsoid besitzt also vier Nabelpunkte; 
sie liegen in dem Hauptschnitte mit der größten und kleinsten 
Achse, und weil für sie 

tHe =e, 

so werden sie aus diesem Hauptschnitte durch einen ihm kon- 
zentrischen Kreis vom Radius Ya? + c? — b? ausgeschnitten. 
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Die Indikatrix eines Nabelpunktes (211) ist ein Kreis, 
bei einer Fläche zweiter Ordnung in aller Strenge; parallele 
Schnitte einer solchen Fläche sind ähnlich; daher bestimmen 
die Tangentialebenen in den Nabelpunkten des Ellipsoids die 
Stellung der beiden Scharen seiner Kreisschnittebenen. 


215. Sphärische Abbildung und Krümmungsmaße 
einer Fläche. Den verschiedenen Abbildungsweisen einer 
Raumkurve auf die Einheitskugel, durch Vermittlung der Tan- 
genten, der Haupt- und der Binormalen, läßt sich eine Ab- 
bildung krummer Flächen an die Seite stellen; zu ihrer Ver- 
mittlung eignen sich die Normalen der Fläche. Hat man eine 
Festsetzung über die positive Normalenrichtung getroffen und 
zwar 80, daß bei stetiger Bewegung des Flächenpunktes auch 
die positive Normale ihre Richtung stetig ändert, und ordnet 
man einem Punkt der Fläche den Endpunkt des seiner posi- 
tiven Normale gleichgerichteten Radius der um den Ursprung 
beschriebenen Einheitskugel zu, so ergibt sich eine punktweise 
sphärische Abbildung der Fläche. Sie bedeckt die Kugel ein- 
fach, wenn es auf der Fläche keine zwei Punkte mit gleich- 
gerichteten positiven Normalen gibt; im andern Falle kann 
die Kugel an manchen Stellen oder durchwegs zwei- oder mehr- 
fach bedeckt sein. Im allgemeinen bedeckt die sphärische Ab- 
bildung eines Flächenstücks oder einer ganzen Fläche wieder 
ein Stück oder die ganze Oberfläche der Kugel; eine Ausnahme 
bilden die abwickelbaren Linienflächen; da hier die positiven 
Normalen längs einer Erzeugenden gleichgerichtet sind, so er- 
geben sie im sphärischen Abbild nur einen Punkt, die Fläche 
nur eine Linie. Um Beispiele anzuführen: Das sphärische Ab- 
bild eines Ellipsoids ist die Kugeloberfläche, das eines ein- 
schaligen Rotationsellipsoids eine Zone, das eines zweischaligen 
Rotationshyperboloids besteht aus zwei Kalotten, das eines 
Zylinders ist ein größter Kugelkreis (oder ein Teil eines solchen), 
das eines Rotationskegels ein Nebenkreis. 

Sind z, y, z die Koordinaten eines Flächenpunktes Mi; 
X, Y, Z die Richtungskosinus der zugehörigen positiven Nor- 
male, so sind X, Y, Z auch schon die Koordinaten seines 
sphärischen Bildes M. 
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Von der sphärischen Abbildung, die Gauß als ein wich- 
tiges Untersuchungsmittel in die Flächentheorie eingeführt hat 
soll hier zur Gewinnung eines fundamentalen Begriffs Gebrauch 
gemacht werden. 


Bisher ist nur von der Krümmung von Linien auf Flächen, 
nicht aber von der Krümmung der Flächen selbst gesprochen 
worden. Nach allgemeiner Vorstellung wird die Krümmung 
eines Flächenstücks nicht von seiner Größe allein, sondern auch 
von der Stärke der Richtungsänderung der positiven Normale 
innerhalb desselben abhängig sein; je stärker diese Änderung, 
desto größer wird — sofern es sich nicht um eine abwickel- 
bare Fläche handelt — das sphärische Abbild des Flächen- 
stücks ausfallen; darum bezeichnet Gauß den Inhalt dieses 
sphärischen Abbilds als die ganze Krümmung des Flächenstücks. 


Läßt man das Flächenstück durch allseitige Kontraktion 
seines Randes einem ihm angehörenden Punkt M als Grenze 
sich nähern, so zieht sich auch sein sphärisches Abbild immer 
enger zusammen und nähert sich dem sphärischen Bild M von 
M als Grenze; der Quotient aus der zweiten Größe durch die 
erste konvergiert aber im allgemeinen gegen eine bestimmte 
Grenze und diese bezeichnet man als das Krümmungsmaß der 
Fläche, mit Betonung des Urhebers dieses Gedankengangs*) 
auch als dus Gaußsche Krümmungsmaß. Es ist dies eine natur- 
gemäße Übertragung des Begriffs der Krümmung einer ebenen 
und der Flexion einer Raumkurve auf Flächen. 


Die folgende Erwägung führt dazu, daß das Krümmungs- 
maß als eine relative Größe aufzufassen ist. Läßt man einen 
Punkt den Rand des Flächenstücks in einem bestimmten Sinne 
durchlaufen, so wird auch das Bild des Punktes den Rand des 
sphärischen Abbilds des Flächenstücks durchlaufen und zwar 
entweder in demselben oder in entgegengesetztem Sinne. Man 
kann nun festsetzen, daß dem ersten Fall ein positives, dem 
zweiten ein negatives Krümmungsmaß entsprechen soll. Wie 
diese Zuordnung mit den bisherigen Ergebnissen zusammen- 
hängt, wird die analytische Durchführung des Gedankengangs 


— — 








9 Disquisitiones generales circa superficies curvas, 1828, art. 6 
(Werke Bd. 8). 


Czuber, Vorlesungen. I. 8. Aufl. 87 


578 Erster Teil. Differential-Rechnung. 


zeigen, die hier nicht in voller Allgemeinheit, sondern unter 
vereinfschenden Annahmen geschehen soll 

Das Flächenelement sei an den Punkt M(z/y/z) so an- 
geschlossen, daß es sich in der zy-Ebene in ein rechtwinkliges 
Dreieck mit den Eckenkoordinaten 

z|y; z+dıly; z|y+dy 
projiziert; der Inhalt dieser Projektion ist „day. 

Als Projektion des zugehörigen sphärischen Abbildes kann 
dann — mit Außerachtlassung von Größen höherer Ordnung — 
das Dreieck mit den Eckenkoordinaten 

X ,.! 2Y, ex 3Y 
angesehen werden; der Inhalt dieser Projektion ist 


xX Y 1 
9X IY 
11 _1[/0X0Y 0XoY 
Fu dx 0x . dzdy = z (Fs du Ty Je) dzdy. 
2X aY 
| ôy dy 


Da das Flächenelement und sein Abbild als in den paralielen 
Tangentialebenen einerseits der Fläche in M, anderseits der 
Kugel in M liegend erachtet werden können, ist ihr Größen- 
verhältnis gleich dem Verhältnis gleichnamiger Projektionen; 
mithin ergibt sich für das Krümmungsmaß K der folgende 
Ausdruck: 


K= 02 _ IS 02, 

0x 0 cy 0 

Nun folgen aus an 
=, Y=żŻ, w =Vp + +1 


die Ableitungen: 


oX _ Otar pas 3Y _(1Fphs— par 
ĉr w Zr 7 w 
aX _ armer 2Y _ U +pt— pgs 
ðy w’ ’ y- wS 
und daraus 
t — 2 
(31) = 7 
mit bezug auf die Gleichung (27) heißt dies aber, daß 
1 
32 = — 
(32) ER 
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Das Gaußsche Krümmungsmaß einer Fläche in einem ihrer 
Punkte stellt sich hiernach als das Produkt der in diesem Punkte 
herrschenden Hauptikrümmungen dar. 

Im Zusammenhalte mit der oben getroffenen Festsetzung 
über das Vorzeichen des Krümmungsmaßes ergibt sich nun, 
daß positive Krümmung in einem elliptischen, negative Krüm- 
mung in einem hyperbolischen und die Krümmung Null in 
einem parabolischen Punkte stattfindet. *) 

Als mittlere Krümmung einer Fläche in einem ihrer Punkte 
bezeichnet man die Summe (oder auch das arithmetische Mittel) 
der beiden Hauptkrümmungen. An der ersten Erklärung fest- 
haltend hat man dafür den Ansatz: 


(33) M- +7 
und mit Beziehung auf (27) den analytischen Ausdruck: 
(34) Mt pge tC pE, 


216. Flächen mit besonderen Krümmungseigen- 
schaften. Nicht das geometrische Interesse allein, auch 
Probleme der Mechanik und Physik haben zum Studium von 
Flächen Anlaß gegeben, die in ihrem ganzen Verlaufe gewisse 
Eigenschaften in bezug auf Krümmung aufweisen. Zwei Gat- 
tungen solcher Flächen sollen hier Erwähnung finden: Flächen 
von konstantem Krümmungsmaß oder kurz von konstanter 
Krümmung und Flächen von konstanter mittlerer Krümmung. 


— — — ll. 


* Da es in gewissem Sinne der üblichen Vorstellung widerstrebt, 
in einem parsbolischen Punkte, also in allen Punkten einer developpablen 
Fläche von der Krümmung Null zu sprechen, während die Fläche doch 
tatsächlich „gekrümmt“ ist, hat F. Casorati vorgeschlagen, die Größe 


1 
A ( > + Ra) als Krümmungsmaß schlechtweg einzuführen. Ent- 
1 


standen ist diese Größe aus folgender geometrischen Betrachtung. Man 
beschreibe um M in seiner Tangentialebene einen infinitesimalen Kreis, 
ziehe in den Endpunkten eines Radius die Flächennormalen, bestimme 
deren infinitesimalen Winkel und trage sein Bogenmaß auf ebendem- 
selben Radius ab. Indem man sich dies an allen Radien ausgeführt 
denkt, entsteht um M eine geschlossene Figur und das Verhältnis ihres 
Inhalts zu dem Inhalte des Kreises ist das angeführte Casoratische 
Krümmungsmaß. Vgl. Acta mathem., Bd. 14 (1890). 

. 37* 
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I. Flächen von konstanter Krümmung. Eine Fläche 
g = f(x,y) hat durchwegs die Krümmung k, wenn sie der 
Differentialgleichung 
rt — 4* 
— 
genügt; umgekehrt führt jede Lösung dieser Differentialgleichung 
auf eine solche Fläche. Je nachdem die Konstante % positiv 
oder negativ ist, spricht man von Flächen konstanter positiver, 
bzw. negativer Krümmung; ist k = 0, so vereinfacht sich die 
Gleichung zu 
rtt-!=0 
und kennzeichnet nunmehr die abwickelbaren Flächen (198). 
Von dem allgemeinen Problem absehend schränken wir 
die Frage auf Rotationsflächen ein. Soll durch Rotation einer 
Kurve y = f(x) um die z-Achse eine Fläche konstanter Krüm- 
mung entstehen, so muB das Produkt aus dem Krümmungs- 
radius und der begrenzten Normale für alle Punkte denselben 


Wert > haben, wobei auf die Lagenbeziehung der beiden 


Strecken Rücksicht zu nehmen ist: sind y und y” ungleich 
bezeichnet, so haben beide Strecken in bezug auf den Kurven- 
punkt gleiche Lage — das entspricht einem positiven k; sind 
y und y” gleich bezeichnet, so liegen die Strecken auf entgegen- 
gesetzten Seiten des Kurvenpunktes — das entspricht einem 
negativen k. Unter allen Umständen gilt für solche Kurven 
der Ansatz: 


(35) k. 


_-_ I = 
ya +y’ 
Bei positivem % bilden die einfachste, an sich evidente 


Lösung dieser Differentialgleichung Kreise vom Radius r = i , 


deren Mittelpunkte in der x-Achse liegen. Die Kugel ist die 
einfachste Rotationsfläche von konstanter positiver Krümmung. 

Um auch eine Rotationsfläche konstanter negativer Krüm- 
mung kennen zu lernen, stellen wir an der Kettenlinie (134, 2)) 


y= 2 (estea) 
folgende Betrachtung an. Aus 


y-4la-ee) 
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berechnet sich 
ds = 1 (ga + p7) dz, 
ein Ausdruck, der durch Differentiation von S (es —e a) 
entsteht; zählt man also den Bogen von A, Fig. 121, aus, so 
daß er mit x zugleich Null wird, so 
ist seine Länge 


a (ea — e73); 
s= 7 e? — e "j; 


Fig. 121. 


mithin besteht die Beziehung 
ya, 

die sich geometrisch darin ausdrückt, _ 
daß das von P auf die Tangente ge- Ž 
fällte Lot auf ihr die Bogenlänge 
s= MQ abschneidet und die Länge PQ=a hat. Infolgedessen 
beschreibt der Punkt Q die von A ausgehende Evolvente der 
Kettenlinie, deren parametrische Darstellung lautet: 


8 Vet a? a8 
yape 





£ =z — asnga= al 





R 
Varts” 
wenn 8 der Parameter ist; durch seine Elimination erhält man 
die explizite Darstellung: 


n = a COS & = 


t—al u Chi -ye 73. 


Aus dieser Betrachtung ist unmittelbar zu entnehmen, daß das 
Produkt aus dem Krümmungsradius QM und der begrenzten 
Normale QN den konstanten Wert — a? hat mit Rücksicht 
auf die entgegengesetzte Lage beider Strecken, daß also die 
von dieser Kurve, die den Namen Traktrix führt, erzeugte 


Rotationsfläche die konstante negative Krümmung — 4 besitzt. 


In Hervorhebung des Gegensatzes zur Kugel, die eine Rotations- 
fiäche konstanter positiver Krümmung ist, hat man die in Rede 
stehende Fläche als Pseudosphäre bezeichnet. 
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Für die weiter folgende Untersuchung sei noch angemerkt, 


daß sich für die Kettenlinie mit Hilfe von y” = = (. are. ) — * 
der Krümmungsradius 


y? 


E a 

ergibt und daß die begrenzte Normale denselben Ausdruck hat. 
II. Flächen mit konstanter mitilerer Krümmung. Eine 
Fläche g = f(x,y) hat in allen Punkten die mittlere Krüm- 
mung m, wenn sie der Differentialgleichung 
O+ar—2pgs +0 + pt _ 


w 


m 


genügt; umgekehrt führt jede Lösung dieser Gleichung auf 
eine solche Fläche. Die Konstante m kann positiv, negativ 
oder Null sein; der letzte Fall, dem die einfachere Differential- 
gleichung 

(1 +g)r—2pgs + (1 +p)t=0 


entspricht, ist von besonderem Interesse; die entsprechenden 
Flächen besitzen durchwegs gleiche und entgegengesetzte Haupt- 
krümmungsradien und heißen Minimalflächen, wegen der Eigen- 
schaft, daß ihnen bei gegebener Begrenzung der kleinste Flächen- 
inhalt zukommt (doch braucht dies nicht für ein beliebig ausge- 
dehntes Stück zu gelten). Um gleich bei dieser Flächengattung zu 
bleiben, sei darauf hingewiesen, daß in 214, 2) die identische 
Beziehung R, = — R, von der gewöhnlichen Schraubenfläche 
nachgewiesen wurde und daß sie nach der Schlußbemerkung 
von Í. auch die Rotationsfläche auszeichnet, die bei der Um- 


drehung der Kettenlinie y = 5 (ea +e a) um die x-Achse er- 
zeugt wird; diese zwei Flächen sind also Beispiele von Mini- 
malflächen, und zwar ist die erste die einzige Regelfläche mit 
Richtebene und die zweite die einzige Rotationsfläche in dieser 
Flächengattung. 

Bezüglich der Rotationsflächen von konstanter mittlerer 
Krümmung hat Ch. Delaunay gezeigt*), daß ihre Meridiane 
Rollkurven sind, dadurch erzeugt, daß eine Kegelschnittslinie 


*) Journal de mathem., 1° ser. 6 (1891). 
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auf einer Geraden rollt und ein Brennpunkt der beschreibende 
Punkt ist. Der Beweis hierfür läßt sich mit den hier vor- 
handenen Hilfsmitteln in folgender Weise führen. 


Die Ellipse Fig. 122 rolle auf der Geraden X X’, der Brenn- 
punkt F sei der beschreibende Punkt, A der momentane Dreh- 
pol mit den Radienvektoren r, r und dem Krümmungsmittel- 
punkt O. Der Krümmungsmittelpunkt X der Rollkurve in F 
läßt sich dann nach der in 161 ent- Fig. 138. 
wickelten Konstruktion und der 
Krümmungsradius ọ nach der da- 
selbst abgeleiteten Savaryschen 
Formel (23) ermitteln An die 
Stelle von p tritt r, und da die 
Polbahn eine Gerade, ist R, unend- 
lich; folglich ist 

cos 0 


emr +a con 
R r 





ersetzt man den Krümmungsradius der Polkurve durch den in 
163, 4) dafür gefundenen Ausdruck, so wird weiter 


1 
acos? O 1 
oO D r 
Das Produkt der Lote FG, F'G’ za XX’ drückt sich durch 
rr’ cos? 0 aus, und da es gleichkommt b°, so hat man für cos? 0 


¢=r+ 





den Ausdruck r: 
druck für ọ gibt 


= ayi seine Einsetzung in den Aus- 


ar 
== — — 
o- Ta? 


woraus tatsächlich der Delaunaysche Satz folgt: 
e'r a 


Für die Hyperbel ergibt eine analoge Rechnung 


| Im 


1 1 
er 


hier sind ọ und r entgegengesetzt bezeichnet (r negativ). 
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Bei der Parabel mit dem Parameter p wird 
1 
e=r+ ) 1? 





cos? 6 
p r 
mit Bezugnahme auf 163 weiter 
_ 1+capg p 
cos? 0 = cos? y = -—, — = p? 


demnach 
ọ+r=0; 

die vom Brennpunkt der Parabel beschriebene Kurve erzeugt 
also eine Minimalrotationsfläche; vorhin ist das Katenoid als 
einzige Fläche dieser Art bezeichnet worden, wofür an späterer 
Stelle (gelegentlich der Differentialgleichungen) die Begründung 
erfolgen wird. Mithin ist die beim Abwälzen der Parabel vom 
Brennpunkt beschriebene Kurve eine Kettenlinie; mit Hilfe der 
Integralrechnung kann hierfür auch ein direkter Beweis er- 
bracht werden. 

Beispiel. Zu zeigen, daß die Funktion 
= 2y 


gZ - 
c08% 


der Differentialgleichung 
A+g)r—2pgs + (1 +p°)t=0 
genügt, die zugehörige Fläche also eine Minimalfläche ist. 


$ 7. Bpesielle Kurven auf krummen Flächen. 


217. Schichtenlinien und Fall-Linien. Von der Vor- 
stellung ausgehend, die xy-Ebene sei horisontal, nennt man die 
Schnitte einer Fläche parallel zu dieser Ebene Niveaulinien 
oder Schichtenlinien. 

Ihre Projektionen auf der xy-Ebene sind durch die Glei- 
chung der Fläche selbst dargestellt, wenn man in dieser æ als 
veränderlichen Parameter ansieht. 

Da für eine Schichtenlinie 


z = konst. 
ist, so folgt daraus durch Differentiation, daß für ihre Punkte 
pdz+gdy= 0 
oder 
dy » 
(1) ioe 
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ist; diese Gleichung drückt die Eigenschaft aus, daß die Tan- 
gente an eine Schichtenlinie (sowie an ihre Projektion in der 
xy-Ebene) parallel ist der zy-Spur der in ihrem Berührungs- 
punkte an die Fläche gelegten Tangentialebene. 

Diejenigen Kurven auf einer Fläche, welche die Schichten- 
linien rechtwinklig schneiden, nennt man Fall-Linten oder 
Linien größten Falles, weil sie die Bahnen von Punkten an- 
zeigen, welche unter dem Einfluß der Schwere allein auf der 
Fläche sich bewegen. 

Weil im Schnittpunkte einer Schichtenlinie mit einer Fall- 
Linie die Tangenten beider Kurven aufeinander senkrecht stehen 
und diese Eigenschaft auch auf die zy-Projektion sich über- 
trägt, so sind die Projektionen der Fall-Linien in der zy-Ebene 
durch die Gleichung 
(2) r-i 


gekennzeichnet. 

Man nennt (1) die Differentialgleichung der Niveaulinien, 
(2) die Differentialgleichung der Fall-Linien. 

Diese zwei Systeme von Kurven finden Anwendung bei der 
bildlichen Darstellung einer Terrainfläche in der Horizontalebene. 

Beispiele. 1) Die Schichtenlinien des Ellipsoids 


PE + Fr + =1 
geben in der zy-Projektion ein System homothetischer Ellipsen 
mit der Gleichung 
S + * =] — a , 
in welcher g? auf das Intervall (0, c?) angewiesen ist. 


c’z ey 


Für die Fall-Linien besteht, weil p = — apy I pi 
die Differentialgleichung: 


dy a! 
dæ bx 
oder 
1 dy 1 dz, 
a? y b? x? 


es ist aber —* — das Differential von in, daher kann aus 
der letzten Gleichung auf die neue 


J ly = la +410 
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geschlossen werden, wenn C eine beliebige Konstante bedeutet; 
daraus aber folgt durch Übergang von den Logarithmen zu 
den Zahlen: 


y = 0r”. 
Diese Gleichung stellt das System der xy-Projektionen der 
Fall-Linien dar. Es sind Parabeln, algebraische oder trans- 


zendente, je nachdem Cy rational oder irrational ist. Im Falle 
Fig. 133. S = 2 z. B., der in Fig. 123 darge- 

stellt ist, sind es gewöhnliche Parabeln. 
Wird die Richtebene eines Ko- 
noids (187, 2,b)) zur zy-Ebene ge- 
macht, so sind seine Erzeugenden un- 
mittelbar die Niveaulinien. Dies trifft 


also auch bei den geraden Konoiden 
(3) s=f(2) 
zu, deren Leitgerade die g-Achse ist. Um zu den Linien 


größten Falles zu gelangen, setze man für den Augenblick 
Y. =u und bilde 


T 
p=— f(u), a=-fWs; 

daraus die Differentialgleichung der Fall-Linien: 

dy 2 

dx y 
und da sie unabhängig ist von der Natur der Funktion f, so 
gilt die weitere Lösung für alle Konoide der Gleichungsform (3). 
Schreibt man die Differentialgleichung in der Gestalt 

xdx + ydy = 0, 

so erkennt man in der linken Seite das halbe Differential von 
x? + ġ?; infolgedessen ist 

+y=Ü 
die Gleichung des Systems der zy-Projektionen der Fall-Linien, 
das also ein System konzentrischer Kreise ist. 





218. Krümmungslinien. Die Normalenfläche einer 
gegebenen Fläche 
8 = f (z , y) 
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längs einer ihr aufgeschriebenen Kurve ist im allgemeinen eine 
windschiefe Fläche, d. h. eine solche, deren geradlinige Er- 
zeugende weder durch einen festen (im Endlichen liegenden 
oder unendlich fernen) Punkt gehen, noch Tangenten an eine 
Kurve sind. 

Ist jedoch die aufgeschriebene Kurve K solcher Art, daß 
die zu ihr gehörige Normalenfläche eine abwickelbare Fläche 
ist, so heißt sie eine Krümmungslinie der gegebenen Fläche; 
der Grund für diese Bezeichnung wird sich alsbald ergeben. 

Es gibt zwei Flächen, für welche jede aufgeschriebene 
Kurve im Sinne dieser Definition eine Krümmungslinie ist: die 
Ebene und die Kugel, denn dort ist die Normalenfläche ein 
Zylinder, hier ein Kegel. 

Es entsteht nun die Frage, ob auf einer beliebigen Fläche 
Krümmungslinien existieren und welches ihre analytischen Merk- 
male und geometrischen Eigenschaften sind. 

Angenommen, K (Fig. 124) sei eine Krümnmungslinie der 
durch ihren Umriß angedeuteten Fläche und K, die Rückkehr- 
kante der zugehörigen developpabeln Normalenfläche; dann ist 
die Normale der Fläche in jedem be- Fig. 124. 
liebigen Punkte M(x/y/s) von K Tan- 
gente an X, in einem bestimmten Punkte 
M,(2,/Yo/&,) und umgekehrt. Bezeichnet 
man also die Kosinus der positiven Nor- 
malenrichtung in M mit X, Y, Z, und 
beachtet, daß To dy dř proportional 

du’ du’ du 

sind den Richtungskosinus der Tangente an K, in M,, wobei 
u der Parameter ist, durch welchen alle auf M als Punkt von 
K bezüglichen Größen dargestellt sind, so muß 

“rn dy da 

du _ du _ du 

X Y Z 
sein; ist x der gemeinsame Wert dieser Verhältnisse, so hat man: 


d _ 
(4) ak, Many, Max. 


Nun bestehen, wenn die Länge M,M mit R bezeichnet 
wird, zwischen den Koordinaten von M und M, die Beziehungen: 
„= —- RX, y=y-RY 2=3:-— RZ; 


A. 
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dabei ist R positiv oder negativ, je nachdem M,M die Rich- 
tung der positiven oder der negativen Normale hat; führt man 
hiernach die Gleichungen (4) aus, so folgt: 


dx dR dX 

4X = Tu åu X Ë Tu 
_dy_dRy_ pY 
xY = Fu du | Ë Tu 
dz daR dz 
xZ = Ju mi Kai 


werden diese Gleichungen der Reihe nach mit X, Y, Z mul- 
tipliziert und hierauf addiert, wobei zu beachten ist, daß 
X?+ 7? + Z’=1, 

infolgedessen 

dX dY dZ 

X Ta t Y iy tly" 

und daß ferner 

dz dy dz 
ist, weil die Normale MN senkrecht ist zur Tangente an K 
in M, so ergibt sich 

d R 


x = — ——;: 
du? 


und wird dieser Wert in das obige Gleichungssystem ein- 
getragen, so kommt man zu den die Krümmungslinie charak- 
terisierenden Gleichungen *): 


de dy d 
(5) rn giz OP 


Ist die Fläche in der Form z = f(z, y) dargestellt, so ist 
y —i 
X=, Y=ż4, =, w=VẸVp +g +1, 


wobei das Vorzeichen der Wurzel nach der Wahl der positiven 
Richtung der Normale festzusetzen ist; daraus berechnet sich 
qx = AtMedz+sdy) — palede + tdy) 
w? 
qy — t r)lede + tdy)—pgrdz + sdy), 
w? 


*) Diese Gleichungen hat zuerst O. Rodrigues gefunden, vgl. Cor- 
réspond. sur l'école polytechn., 1816. 
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Mit diesen Ausdrücken gibt (5): 
dx 

(6) (+ gY(rdz + sdy) — pglsdz + tdy) 
BEE. EEE. 
 (A+pedr+idy)— parde+sdy) w’’ 

ordnet man die erste dieser Gleichungen nach dz, dy, so er- 

hält man: 

T) 17 + P)s— par] — [1 +9°)r— (1 + p’°)t]dzdy 

—[( + g)s— pgt]dy’=0. 

Diese Gleichung bestimmt die Richtung der Tangenten an 
die durch den Punkt M gehenden Krümmungslinien; sie stimmt 
aber überein mit der Gleichung (26), welche sich in 212 zur 
Bestimmung der Tangentenrichtungen für die Hauptnormal- 
schnitte im Punkte M ergab. 

Daraus folgt der Satz: Durch jeden Punkt einer krummen 
Fläche, sofern er nicht Nabelpunkt ist, gehen zwei stets reelle 
Krümmungslinien, welche die Hauptnormalschnitte dieses Punktes 
berühren und sich daher wie diese unter rechtem Winkel schneiden. 

Jede Fläche, die Ebene und die Kugel ausgenommen, be- 
sitzt somit zwei Scharen von reellen Krümmungslinien derart, 
daß jede Linie der einen Schar jede der anderen Schar recht- 
winklig schneidet. 

Die Gleichung (7) charakterisiert die Projektion der Krüm- 
mungslinien auf der zy-Ebene und wird als Differentialgleichung 
der Krümmungslinien bezeichnet. 

Um die Rückkehrkante der abwickelbaren Normalenfläche 
längs einer Krümmungslinie näher kennen zu lernen, ordnen 
wir die beiden Gleichungen, welche sich aus (6) durch Verbin- 
dung des ersten und zweiten Ausdrucks mit dem dritten er- 
geben, nach dr, dy; aus dem so entstehenden Gleichungspaar 


(a [I +r pas 1)dr+ „I + g's — pat) dy = 0 
r R 
E [1 + p°)s — par]dz + | „(1 + Mt — pas) — 1}dy = 0 


geht durch Elimination von dz, dy die in bezug auf R qua- 
dratische Gleichung 


(8) (t — ) R-I(I +0r—2pqs + (1 +p)ijwR-+ut= 0 
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hervor; diese Gleichung stimmt aber mit jener (27) überein, 
die sich in 212 zur Berechnung der Hauptkrümmungsradien 
ergeben hat. 

Demnach gilt der Satz: Die Normale in einem Punkte M 
der Fläche berührt die Rückkehrkanten der Normalenflächen, die 
su den durch M laufenden Krümmungslinien gehören, in den 
Houptkrümmungsmittelpunkten. 

Dadurch sind die beiden Scharen von Krümmungslinien 
voneinander unterschieden, daß nämlich die Linien der einen 
Schar überall die Richtung der stärksten, die der anderen Schar 
die Richtung der schwächsten Krümmung anzeigen; in dieser 
Eigenschaft ist auch der Name dieser Linien begründet. 


Wenn die Krümmungslinie X die Schar, zu welcher sie 
gehört, stetig durchläuft, so vollführt die zugeordnete Rück- 
kehrkante K, auch eine stetige Bewegung und beschreibt eine 
Fläche; eine zweite Fläche gleicher Entstehungsweise ergibt 
sich aus der anderen Schar von Krümmungslinien. Diese zwei 
Flächen sind aber ebenso als ein einheitliches Gebilde anzu- 
sehen, wie die beiden Scharen von Krümmungslinien, die ja 
auch durch eine Gleichung analytisch bestimmt sind; man nennt 
sie zusammen die Polar- oder Zentralfläche, auch die Krümmungs- 
mittelpunktsfläche der gegebenen Fläche; der eine Mantel ent- 
hält die Krümmungszentra der Hauptnormalschnitte größter 
Krümmung, der andere Mantel die Zentra der Hauptnormal- 
schnitte kleinster Krümmung. 


219. Krümmungslinien der Rotationsflächen und 
derabwickelbaren Flächen. Bei zwei Gattungen von Flächen 
lassen sich die Krümmungslinien ohne weiteres angeben. 


Auf einer Rotationsfläche bilden die Meridiane das eine 
System, die Parallelkreise das andere System. Denn die Nor- 
malenfläche längs eines Meridians ist eine Ebene, jene längs 
eines Parallelkreises ein Kegel, beide sind also abwickelbar. 


Auf einer abwickelbaren Fläche sind die geradlinigen Er- 
zeugenden das eine System von Krümmungslinien; denn, weil 
die Fläche in allen Punkten einer Erzeugenden von einer und 
derselben Ebene berührt wird, ist die Normalenfläche längs 
der Erzeugenden eine Ebene, also abwickelbar. Das andere 
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System schneidet die Erzeugenden rechtwinklig und besteht 
aus den Filarevolventen der Gratlinie (206). 

Was insbesondere den Kegel anlangt, so wird auf diesem 
das zweite System von Krümmungslinien durch eine Schar 
konzentrischer Kugeln aus der Kegelspitze ausgeschnitten, und 
auf dem Zylinder durch die Schar der Normalschnittebenen. 


In der Abwicklung erscheinen, wenn es sich um eine all- 
gemeine Developpable handelt, die Krümmungslinien der einen 
Schar als Tangenten an die transformierte Rückkehrkante und 
die der anderen Schar als Evolventen dieser Kurve; bei einem 
Kegel ergibt sich in der Abwicklung ein Strahlenbüschel und 
ein System konzentrischer Kreise, bei einem Zylinder zwei zu- 
~ einander senkrechte Parallelstrahlenbüschel. 

Für eine beliebige Fläche bildet die analytische Bestim- 
mung der Krümmungslinien eine Aufgabe der fntegralrechnung. 


220. Asymptotische Linien. Eine Kurve C, die einer 
krummen Fläche aufgeschrieben ist, bestimmt als Ort von 
Berührungspunkten eine einfach unendliche Schar von Tangen- 
tialebenen; die Einhüllende dieser Ebenenschar ist eine ab- 
wickelbare Fläche Man nennt sie die der Fläche längs der 
Kurve C umschriebene Developpable. 


Ist die gegebene Fläche selbst abwickelbar, so fällt die 
ihr längs irgend einer Kurve umschriebene Developpable mit 
ihr zusammen. Dieser Fall bietet also kein weiteres Interesse, 
wir setzen daher die Fläche als nichtabwickelbar voraus. 

Die umschriebene Developpable ist im allgemeinen von 
der Tangentenfläche der Kurve C verschieden; fällt sie aber 
mit ihr zusammen, so heißt die Kurve eine asymptotische Linie 
der Fläche. Es wird zu untersuchen sein, ob und unter welchen 
Bedingungen ein solches Verhalten möglich ist. 


Die Existenz einer asymptotischen Linie vorausgesetzt, 
ergibt sich für sie aus der Bemerkung, daß ja die Tangenten- 
fläche einer Kurve auch die Einhüllende ihrer Schmiegungsebenen 
ist, auch die folgende Definition: Eine auf einer Fläche liegende 
Kurve A heißt eine asymptotische Linie der Fläche, wenn in 
jedem Punkte von A die Oskulationsebene der Kurve mit der 
Tangentialebene der Fläche zusammenfällt. 


592 Erster Teil. Differential-Rechnung. 


Es sei nun M ein Punkt irgend einer Kurve C auf der 
gegebenen Fläche; die Tangentialebene der Fläche daselbst hat 
die Gleichung: | 
(9) pE — z) +g — y) — (E— £) =0, 
worin z, y, p, q als Funktionen eines Parameters darstellbar 
sind; differentiiert man zum Zwecke der Bestimmung der Ein- 
hüllenden nach diesem Parameter, so ergibt sich mit Rücksicht 
auf die Beziehung — pdz — qdy + dg die weitere Gleichung 


(10) dp - 6 — x) + dg - (n — y) = 0, 
die im Verein mit (9) die Charakteristik der Einhüllenden be- 
stimmt, deren Gleichungen auch in der Gestalt 

b= TY n O 

dq —dp pdq—qdp 

geschrieben werden können; hieraus folgt, wenn man die 
Koordinaten eines unendlich benachbarten Punktes von M aut 
der Charakteristik mit x + diz, y + dy, z + d,z bezeichnet, 
daß: 
(11) d x :d,y:d,z = dq : — dp : (pdq — qdp). 


Durch die Verhältnisse dz : dy : dz und dz : d,y : dz sind 
zwei Tangenten der Fläche bestimmt, die eine an die Kurve C, 
die andere als Erzeugende der umschriebenen Developpablen. 

Für die xy- Projektion eines solchen Tungentenpaars er- 
gibt sich aus (11) die Relation: 


dpd,x + dgd,y = 0, 
die nach Entwicklung von dp, dq lautet: 
(11*)  rdxdx + s(dzdy + dxd y) + tdyd,y = 0. 


Da sie unverändert bleibt, wenn man dz, dy und d,z, 
d,y miteinander vertauscht, so ist die Beziehung der Tangenten 
eine gegenseitige: Jede Kurve, die die eine berührt, führt zu 
einer umschriebenen Developpablen, welche die andere zur Er- 
zeugenden hat. Man bezeichnet zwei derartige Flächentangenten 
als konjugierte Tanyenten. 

Nach der Definition wird nun C zu einer asymptotischen 
Linie A, wenn die Charakteristik mit der Tangente an C zu- 
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sammenfällt, wenn also die zwei Richtungen in (11*) sich 
vereinigen. Demnach hat jede Linie A der Gleichung 
(12) rda? + 2sdidy + tdy? = 0 
zu genügen; man nennt diese die Differentialgleichung der 
asymptotischen Linien. Gleichzeitig geht aus dieser Betrachtung 
hervor, daß die Tangenten an eine asymptotische Linie sich 
selbst konjugiert sind. Die Gleichung (12) ist überdies der Aus- 
druck einer weitern geometrischen Eigenschaft, wie sich aus der 
folgenden Betrachtung ergibt. 
Der Normalschnitt der Fläche, welcher die Kurve A im 
Punkte M berührt, hat die Krümmung (209, (8)) 
1 rcos!« + 2scos@cosß+tcos’ß, 
R VP ++ i 
laut (12) ist aber 
r cos? + 2s cosa cosß + t cos?ß — 0, 
folglich auch 


1 
p7 


Eine asymptotische Linie berührt also in jedem Punkte einen 
Normalschnitt von der Krümmung Null. 

Solche Normalschnitte existieren jedoch nur in hyperbo- 
lischen und in parabolischen Punkten. 

In einem hyperbolischen Punkte gibt es solcher Normal- 
schnitte zwei, und ihre Tangenten sind die Asymptoten der 
Dupinschen Indikatrix (204). Auf einer Fläche oder einer 
Flächenregion mit hyperbolischen Punkten lassen sich also zwei 
Scharen von asymptotischen Linien verzeichnen; in jedem Punkte 
schneiden sich zwei Linien, aus jeder Schar eine, und ihre 
Tangenten sind die Asymptoten der Indikatrixz oder die Haupt- 
tangenten der Fläche. 

Der letztere Umstand begründet den Namen der asymp- 
totischen Linien, neben welchem auch der Name „Haupt- 
tangentenkurven“ gebräuchlich ist. 

Die beiden Scharen asymptotischer Linien schneiden sich 
im allgemeinen unter schiefen Winkeln; nur in Punkten, wo 
die Indikatrix aus gleichseitigen Hyperbeln besteht, erfolgt der 
Schnitt rechtwinklig. Es gibt Flächen, wo dies durchwegs 
geschieht; die Wendelfläche ist ein Beispiel dieser Art (214, 2)). 


Czuber, Vorlesungen. I. 8. Aufl. 88 


594 Erster Teil. Differential-Rechnung. 


Unter den Flächen zweiten Grades gibt es zwei mit hyper- 
bolischen Punkten: das einschalige Hyperboloid und das hyper- 
bolische Paraboloid; die beiden Scharen ihrer Erzeugenden 
bilden zugleich die Scharen der Haupttangentenkurven. 

In einem parabolischen Punkte fallen die beiden Normal- 
schnitte von der Krümmung Null in einen zusammen. Hat 
die Fläche oder Flächenregion nur parabolische Punkte, so ver- 
einigen sich die beiden Scharen asymptotischer Linien zu einer 
einzigen. Auf einer abwickelbaren Fläche liegen also die beiden 
Scharen asymptotischer Linien vereinigt und werden durch die 
geradlinigen Erzeugenden der Fläche dargestellt. 

Auf einer Fläche oder Flächenregion mit elliptischen 
Punkten gibt es keine reellen asymptotischen Linien. 

Wenn eine Fläche aus Regionen mit hyperbolischen und 
aus solchen mit elliptischen Punkten besteht, wie dies beispiels- 
weise bei dem 195, 3) erwähnten Torus der Fall ist, so wird 
die Grenze zwischen beiderlei Regionen durch Kurven mit 
parabolischen Punkten gebildet; von jedem Punkte einer solchen 
Kurve laufen dann zwei asymptotische Linien mit gemeinschaft- 
licher Tangente aus. 

Während die stets reellen und rechtwinklig sich schneiden- 
den Krümmungslinien den Verlauf der algebraisch größten und 
der algebraisch kleinsten Krümmung anzeigen, bezeichnen die 
nur bedingt reellen und im allgemeinen schiefwinrklig sich 
schneidenden asymptotischen Linien den Verlauf der Krüm- 
mung Null. 

Beispiel. Zur Bestimmung der asymptotischen Linien der 
geraden Konoide (187, 2b)) 

=r (3) 
bilde man mittels der Abkürzung 


Y =u 


die Differentialquotienten: 
p=—f lu), q-=fu)+, 
r= HA :--FWL-FWF, 
t = f” (u) a; 
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durch Eintragung der drei letzten in (12) ergibt sich: 
(var — za) - WEITE 4 af (u) $E) = 0. 
Diese Gleichung wird einmal befriedigt durch 


ydz—sdy=0 oder d. =0, 
woraus man auf 


schließt; die eine Schar asymptotischer Linien projiziert sich 
in der xy-Ebene in ein Strahlenbüschel aus dem Ursprung — 
es sind dies die geradlinigen Erzeugenden der Fläche. 

Die andere Schar ist bestimmt durch die Gleichung 


WFT HEWF-O, 
der man die Form 


9 dz _ f (u)du 
x 


f (u) 
geben kann; hier ist aber die linke Seite das Differential von 
21x, die rechte Seite das Differential von lf (u), daher muß 


2lx = If (u) +I1C 
sein, wenn C eine beliebige Konstante bezeichnet; daraus folgt 
= of (9. 
= Cf (2) 
als Gleichung der Projektion der zweiten Schar asymptotischer 


Linien. Die rechts angedeutete Differentiation bezieht sich auf 
A als Variable. 


Beispielsweise ist für das gerade Schraubenkonoid: 


g = b Arctg $, 


Yi I i Y) = 
f(2) b Arctg —, folglich f (2) *7 +, so daß die zweite 
Schar seiner asymptotischen Linien durch 

ren 
bestimmt ist, wenn bC = x gesetzt wird; die Gleichung stellt 
ein System konzentrischer Kreise dar, ihm entspricht auf der 
Fläche eine Schar koaxialer Schraubenlinien. 

83* 
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221. Geodätische Linien. Zu Beginn des vorigen 
Artikels ist von einer einfach unendlichen Schar von Ebenen 
gesprochen worden, welche durch eine einer gegebenen Fläche 
aufgeschriebene Kurve C bestimmt ist; es war die Schar der 
Tangentialebenen der Fläche in den Punkten von C. 

Eine andere einfach unendliche Schar bilden die Normal- 
ebenen der Fläche, welche die Kurve C in den einzelnen 
Punkten berühren; auch sie werden durch eine abwickelbare 
Fläche eingehüllt, die im allgemeinen verschieden ist von der 
Tangentenfläche der C. 

Ist die Kurve so beschaffen, daß die Einhüllende der sie 
berührenden Normalebenen mit ihrer Tangentenfläche zusammen- 
fällt, so heißt sie eine geodätische Linie der Fläche. 


Aus dieser Definition läßt sich eine andere ableiten, die 
der analytischen Darstellung unmittelbar zugänglich ist. Ist G 
eine geodätische Linie, so ist jede sie berührende Normalebene 
der Fläche zugleich ÖOskulationsebene in dem betreffenden 
Punkte, enthält somit die Hauptnormale, die also notwendig 
mit der Flächennormale koinzidiert. Man kann daher auch 
die folgenden Erklärungen für die geodätische Linie aufstellen, 


Unter einer geodätischen Linie ist eine solche Kurve auf der 
Fläche zu verstehen, deren Oskulationsebene durchweg senkrecht 
ist eur Tangentialebene der Fläche in dem betreffenden Punkte; 
oder, es ist eine solche Kurve, deren Haupinormalenfläche auf 
der zugrundeliegenden Fläche normal steht. 

Jede dieser Erklärungen führt zu einer die geodätischen 
Linien charakterisierenden Beziehung. 

Bezeichnet man die Koordinaten des Punktes M mit z, 
y, 2, die Richtungskosinus der Normale der Fläche daselbst mit 
X, Y, Z; die Richtungskosinus der Hauptnormale mit cos å: 
cos u, cos y — alle Größen als Fuuktionen eines Parameters 
z. B. des Bogens s von @ dargestellt —, so ist der ersten 
Erklärung gemäß auszudrücken, daß die Oskulationsebene 
(178, (6)). 

'$-0 n—y 5-2 
dx dy dz |=0 
dz dy da 
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auf der Tangentialebene 
E-JX+mn-WY+G—-JZ=0 
normal steht. Es hat also die Produktsumme der Koeffizienten 


von &—-z2, n—y, &—z aus beiden Gleichungen den Wert 
Null, d. h. im ganzen Verlauf von @ ist 





ı|X Y Z 
(13) ' d£ dy dz |=0. 
| dx dy ds 
Der zweiten Erklärung zufolge ist 
x Y Z 





cosi cosy cosy’ 

und zwar ist der gemeinsame Wert der drei Quotienten + 1 
oder — 1, je nachdem die positive Richtung der Hauptnormale 
mit der positiven oder negativen Richtung der Flächennormale 
zusammenfällt. Führt man für die Richtungskosinus der 
Hauptnormale die Werte (181, (11)) ein, so entsteht die Be- 
ziehung: , 

(14) X- ¥ -Z 


und nun ist der Wert dieser Verhältnisse, mit derselben Unter- 
scheidung, + ọ oder — ọ, wenn ọ den Flexionshalbmesser von 
G in M bezeichnet. 

Die Tangentialebene im Punkte M von G an die Fläche 
enthält die Tangente und die Binormale, ist also die rektifi- 
zierende Ebene von G in M; projiziert man G orthogonal auf 
diese Ebene, so zeigt die Projektion im Punkte M einen Wende- 
punkt (182), hat hier also die Krümmung Null; auch diese 
Eigenschaft ist charakteristisch für die geodätische Linie.*) 


*, Ist C irgend eine auf einer Fläche verzeichnete Kurve, M ein 
Punkt derselben, T die Tangentialebene der Fläche in diesem Punkte, 
T die orthogonale Projektion von C auf T, so nennt man die Krümmung 
von I’ in M die geodätische Krümmung von C in M auf der betreffenden 
Fläche. Hiernach kann eine geodätische Linie auch als eine solche der 
Fläche aufgeschriebene Kurve definiert werden. deren geodätische Krüm- 
mung im ganzen Verlaufe Null ist. Diese Definition läßt die Linie am 
deutlichsten als das Analogon der Geraden auf einer krummen Fläche 
erkennen. 
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Die letzten Bemerkungen zeigen, daß die längs einer geo- 
dätischen Linie @ umschriebene Developpable zugleich deren 
rektifizierende Developpable ist. 


Sie heiße für den Augenblick D. Da die Oskulations- 
ebene von G in einem Punkte M senkrecht ist auf der Tan- 
gentialebene von D in diesem Punkte, so spielt @ auf der 
Fläche D ebenfalls die Rolle einer geodätischen Linie. 


Daraus folgt der Satz: Eine geodätische Linie G auf einer 
Fläche F ist auch geodätische Linie auf jener Developpabeln, 
welche F längs G umschrieben ist. 

Zur Erläuterung diene das folgende einfache Beispiel. 
Auf einer Kugel ist jeder größte Kreis eine geodätische Linie; 
denn die (Haupt-)Normalen eines solchen sind zugleich Nor- 
malen der Kugel. Die der Kugel längs eines solchen Kreises 
umschriebene Developpable ist der die Kugel in diesem Kreise 
berührende Zylinder; und auch für diesen Zylinder ist der 
Kreis geodätische Linie, weil seine Normalen zugleich Nor- 
malen des Zylinders sind. 


222. Kürzeste Linien. Die kürzeste Verbindungslinie 
zweier Punkte auf einer krummen Fläche ist eine geodätische 
Linie dieser Fläche. 


Um dies zu erweisen*), nehmen wir. an, zwei Punkte 
A, B auf der Fläche seien durch eine in der Fläche verlaufende 
Linie verbunden, welche unter allen genügend benachbarten 
die kürzeste ist. M sei ein Punkt dieser Linie, MT die zu- 
gehörige Tangente; durch diese legen wir einen beliebigen 
Schnitt; sein Neigungswinkel gegen die Normale der Fläche 
in M sei 0. Auf dem Schnitte mögen nun zu beiden Seiten 
von M und sehr nahe daran zwei Punkte, M’, M”, angenommen 
werden derart, daß die Sehnen MM’ und MM” gleiche Länge 
c haben; dann können auch die Bögen MM’, MM” als gleich 
und als einem Kreise angehörend betrachtet werden, der den 
Krümmungshalbmesser o des betreffenden Schnittes in M 
zum Radius hat; bezeichnet schließlich = den Zentriwinkel, 


— —— 





*) Ein zweiter Beweis dieses Satzes wird in der Varistionsrechnung 
gegeben werden. 
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welcher in diesem Kreise der Sehne c zugehört, so hat man 
einerseits 
arc M MM” = 2or 
und andererseits 
. T 
c=2osin z 
Aus der zweiten Gleichung ergibt sich 


. ec 
t = ? arcsin 
20 


und durch Entwicklung (99, 2)) bis zu dem Gliede dritter 
Ordnung in c: 





c c? 

, 2 + o)" 

Hiermit ist dann 

s 

arc M' MM” = 2c + izor 

bezeichnet aber R den Krümmungshalbmesser des die Tan- 

gente MT berührenden Normalschnittes, so ist dem Satze von 
Meusnier zufolge (208) 


ọ = Rcos ð; 
daher hat man schließlich 
arc M' M M” =2c+ 


c3 
12 R? cos? 0 

Der Bogen M’MM” wird am kleinsten, wenn 0 = O 
ist, wenn er also dem durch die Tangente MT gelegten Nor- 
malechnitte angehört. Dies bleibt fortbestehen, wie klein auch 
die Sehne c, wie nahe auch die Punkte M’, M” an M liegen; 
da nan die auf der Fläche verzeichnete Linie als die kürzeste 
vorausgesetzt worden ist, so folgt daraus, daß die Grenzlage 
der Ebene, welche durch M und zwei benachbarte Punkte 
dieser Linie gelegt wird, die durch die Tangente in M gehende 
Normalebene ist. Diese Grenzlage ist aber die Oskulations- 
ebene der Kurve in M; mithin geht bei der kürzesten Linie 
die Oskulationsebene in jedem Punkte durch die Normale der 
Fläche, und damit ist sie als eine geodätische Linie erwiesen. 

Daraus können mehrere wichtige Folgerungen gezogen 
werden. 
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Enthält eine Fläche gerade Linien, so gehören sie zu den 
geodätischen Linien der Fläche, weil sie kürzeste Linien zwischen 
je zweien ihrer Punkte sind. Bei einer Regelfläche gehören 
also die geradlinigen Erzeugenden zu den geodätischen Linien. 


Jede geodätische Linie einer abwickelbaren Fläche erscheint 
in der Abwicklung als gerade Linie. 


In 221 ist die Tatsache festgestellt worden, daß einer 
Raumkurve auf ihrer rektifisierenden Developpabeln, d. i. auf 
jener Fläche, welche die Ebenen durch Tangente und Binormale 
einhüllt, die Rolle einer geodätischen Linie zukommt; daher 
erscheint die Raumkurve in der Abwicklung dieser Develop- 
pabeln als Gerade, und hierin liegt der Grund für die Namen 
„rektifizierende Ebene“ und „rektifizierende Developpable“. 


Die Umkehrung des an der Spitze dieses Artikels stehen- 
den Satzes ist aber nicht immer zutreffend; eine geodätische 
Linie zwischen zwei Punkten A, B braucht nicht auch die 
kürzeste Linie zwischen diesen Punkten zu sein. Einfache 
Beispiele hierfür bieten die Kugel und der Zylinder. Die 
beiden Bögen, in welche der durch A, B gelegte Hauptkreis 
der Kugel zerfällt, sind geodätische Verbindungen der beiden 
Punkte; aber nur einer von ihnen ist auch die kürzeste Linie 
(sofern A, B nicht diametral gegenüberliegen). Jede Schrauben- 
linie, die man durch zwei Punkte A, B eines Zylinders führt, 
ist eine geodätische Verbindung; aber unter den unendlich 
vielen links und rechts gewundenen Schraubenlinien ist nur 
eine die kürzeste Linie zwischen A und B, diejenige näm- 
lich, welche von A bis B nicht mehr als einen halben Gang 
zurücklegt. 


Der Name der geodätischen Linie stammt daher, daß eine 
Linie, die auf der mathematischen Erdoberfläche (dem ab- 
geplatteten Rotationsellipsoid) nach dem üblichen Verfahren 
in relativ kurzen Absätzen abgesteckt würde, die Eigenschaften 
aufwiese, welche das Wesen einer geodätischen Linie in mathe- 
matischem Sinne ausmachen. Die geodätischen, d. i. von geo- 
dätischen Linien begrenzten Dreiecke auf dem Erdellipsoid 
entsprechen den sphärischen Dreiecken auf der Kugel und den 
geradlinigen in der Ebene. 
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223. Geodätische Linien auf Rotationsflächen. Die 
Gleichung einer Rotationsfläche, deren Achse die s- Achse ist, 
kann in der Form (187, 4)) 


z = f(u), wenn u =V + t, 
geschrieben werden. Aus ihr ergibt sich: 


p=f0) 7, q=f (u) *, 
rf (u) — yf EEE 1 


uyi FF. uyr O VIFF 
und in Ausführung der Gleichungen (14): 
sf (uw) _yv ff — u 
die 4 dy ~ dz’ 
ds! ds? ds’ 
Hieraus folgt die von f, also von der speziellen Form der 
Fläche unabhängige Gleichung: 


2 2 
die in der Form isd 4 
yY T 
ds 23 ds I ia) = 0 
geschrieben die Beziehung 
LT z? — y a7 = konst. 


zur Folge hat. Führt man in dieser Relation, die sich auf 
die zy-Projektion bezieht, Polarkoordinaten ein und bezeichnet 
die Konstante mit r,, so kommt die Gleichung 


zustande. Darin bedeutet r den Radius des Parallelkreises, 
auf welchem der betrachtete Punkt liegt, rdp das Bogen- 
element des Parallelkreises und ds das Bogendifferential der 
geodätischen Linie an der betreffenden Stelle, der Quotient also 
den Kosinus des Winkels, den diese Linie mit dem Parallel- 
kreise oder den Sinus jenes Winkels «, den sie mit dem Meridian 
einschließt. Hiernach ist 

(15) rsin æ = fy 

d. h. das Produkt aus dem Radius des Parallelkreises mit dem 
Sinus des Neigungswinkels der geodätischen Linie gegen den 
Meridian ist in deren ganzem Verlaufe konstant. 
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Dieser Satz ist geeignet, über den Verlauf einer geodä- 
tischen Linie auf einer Rotationsfläche Aufschluß zu geben. 


Da für a < 5 notwendig r > r,, so verlaufen die zu r, 


gehörigen geodätischen Linien nur in derjenigen Region der 
Rotationsfläche, in welcher die Parallelkreisradien nicht unter 
r, liegen. 


224. Loxodromen. Mit diesem Namen belegt man 
Kurven auf Rotationsflächen, welche die Meridiane unter einem 
konstanten Winkel schneiden. Zu den Loxodromen gehören 


also auch die Parallelkreise, mit dem Schnittwinkel T , und 


die Meridiane, mit dem Schnittwinkel 0. Als neue Kurven 
treten die Loxodromen mit einem von diesen Grenzen ver- 
schiedenen Schnittwinkel œw auf. 


Legt man in einem Punkte der Loxodrome an die Fläche 
die Tangentialebene, so enthält diese die Tangente an den 
Parallelkreis, die Tangente an die Loxodrome und die Tangente 
an den Meridian; die beiden letzten bestimmen zugleich den 
Winkel, unter welchem die Loxodrome die Meridianebene 
schneidet, seine Größe ist eben w. Die Loxodrome schneidet 
somit auch die Meridianebenen unter eineın konstanten Winkel. 
Man kann diese Eigenschaft zum Ausgangspunkt einer Defi- 
nition machen, die unabhängig ist von dem Begriff der Rota- 
tionsfläche und die Loxodromen als selbständige Kurven hin- 
stellt von solcher Art, daß sie die Ebenen eines Ebenenbüschels 
unter konstantem Winkel schneiden.*) Diese Definition ist 
derjenigen der logarithmischen Spiralen in der Ebene an die 
Seite zu stellen, welche diese als diejenigen Kurven erklärt, 
die die Strahlen eines Büschels unter konstantem Winkel 
schneiden (136, 3)). 


Eine Klasse von Loxodromen ist bereits aus dem früheren 
bekannt; es sind diejenigen, die aus einem Büschel paralleler 
Ebenen hervorgehen, nämlich die zylindrischen Schrauben- 
linien (185, 2)). 


» Diese Bemerkung hat zuerst G. Scheffers gemacht. Vgl. Enzykl. 
d. mathem. Wissensch., IHI 8, p. 247—248. 
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In Fig. 125 sei L eine Loxodrome auf der zugrunde ge- 
legten Rotationsfläche, MM’ ein Element derselben, einge- 
schlossen zwischen den Meridianen PM und PM’, deren 
Ebenen mit der zx-Ebene .die Winkel A und A + di bilden 
mögen. Die rechtwinkligen Koordinaten x, y, 3 eines Punktes 
M von L drücken sich durch seinen Fig. 136. 

Abstand CM =r von der Rota- Z 
tionsachse und dem eben einge- 
führten Winkel A wie folgt aus: 

z = r cos À, 
(16) y =rsin}, 

z= f(r); 
die Funktion f ist durch die Ge- 
stalt der Rotationsfläche bedingt. 
Legt man durch M den Parallel- 


kreis, so besteht zwischen seinem 
Element M M” und dem der Loxo- 


er 








drome die Beziehung — = sin w, die sich, wenn man M M” 
durch rdA und MM” durch das aus (16) abgeleitete Bogen- 
differential —— 
ds = Var? + rdi?+ f (rdr 

ersetzt, in der Gestalt 

rd? = sin? o (dr + rd + f(n?dr?) 
schreiben läßt, woraus 
(17) dı=-tgoyi tft. 

Durch diese Differentialgleichung ist für jede einzelne 
Rotationsfläche eine Beziehung zwischen r und A bestimmt, 
mit deren Hilfe die Gleichungen (16) auf bloß einen Parameter 
zurückgeführt werden können. 

Den Ausgangspunkt der Untersuchung haben die Loxo- 
dromen auf der Kugel wegen ihrer Bedeutung für die See- 
schiffahrt als Linien konstanten Kurses gebildet. Wählt man 
den Radius der Kugel als Längeneinheit und die Breite ꝙ von 
M als zweiten Parameter, so treten an die Stelle von (16) die 
Gleichungen 
(16%) z=cospcol, Yy=cospysini, Z=8inp 
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und nach gleichem Rechnungsgange ergibt sich statt (17) 








a) d= tgo y 
al — P 
Formt man den Bruch 2 um in — u _. ) — 
sin (= — p) 
p 
dte(3— a) 
—— z p’ wonach unmittelbar zu erkennen ist, daß er das 
(7-2) 


negative Differential von l tg (Z — 2) ist, so schließt man aus 
(17*) auf 
(18) 1— a= tgoltg($ +2), 


wenn 4, sich auf jenen Punkt der Loxodrome bezieht, dem 
die Breite = 0 zukommt (Äquatorpunkt). 

Die beste Vorstellung von dem Verlauf einer sphärischen 
Loxodrome gibt deren Projektion ‚aus dem Pol (Nordpol) P 
auf die Äquatorebene (xy-Ebene). Bezeichnet M das Bild 
von M, ọ seinen Radiusvektor, so besteht die Gleichung: 


1 g sing 





e e—-r e— oog 
ei tr) 
ergibt. Im Hinblick auf (18) ist hiernach 
å — h = tgw -lọ 
-2 
oder mit der Abkürzung e t8” = A: 


A 
ọ = Ae*s” 


aus der sich 





die Gleichung der Projektion der Loxodrome. Die Projektion 
ist also eine logarithmische Spirale (136, 3)), welche die Leit- 
strahlen (als Projektionen der Meridiane) unter demselben 
Winkel schneidet wie die Loxodrome die Meridiane selbst. 
Der innerhalb des Äquatorkreises liegende Teil der Spirale 
entspricht dem auf der südlichen Halbkugel verlaufenden Teil 
der Loxodrome, der sich also dem Südpol asymptotisch nähert; 
der außerhalb des Äquatorkreises liegende Teil der Spirale 
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stammt von dem auf der nördlichen Halbkugel befindlichen 
Teil der Loxodrome, der sich dem Nordpol asymptotisch 
nähert. 

Bildet man die Kugel derart auf die Ebene £y ab, daß dem 
Punkte A/p der Punkt 


E = 12 — ho, n=ltg (+3) 


entspricht, so bilden sich die Meridiane als Gerade parallel 
zur n-Achse, die Parallelkreise als Gerade parallel zur -Achse 
ab, die Loxodrome hat aber in der Abbildung die Gleichung 


(19) E = tgo:n, 

erscheint also als gerade Linie. Hierin liegt das Wesen der 
von G. Mercator ersonnenen Kartenprojektion, nach welcher 
er seine Seekarte von 1569 konstruierte, daß in dieser die 
Linien konstanten Schiffskurses als gerade Linien einzutragen 
sind (vgl. 34), die den wahren Kurs erkennen lassen. 


Druck von B. G. Teubner in Leipzig. 





Von Emanuel Czuber 


erschienen ferner im gleichen Verlage: 


Einführung in die höhere Mathematik 


Mit 114 Fig. [X u. 382 8.] gr. 8. 1909. In Leinwand geb. £ 12.— 


In Ausführung eines lang gehegten Planes hat der Verfasser in diesem Buche 
vornehmlich jene Matorien zur Darstellung gebracht, die über den Rahmen des Inhaltes 
seiner „Vorlesungen über Differential- und Integralrechnung“ hinausgehend zum Vortrag 
gebracht werden. Es wurde aber die Anlage und Gestaltung so gewählt, daß das Buch 
auch seine selbständige Stellung behaupten könne, als Einführung in das Studium der 
höheren Gebiete der Mathematik; darum sind auch die Elemente der Differentialrechnung 
aufgenommen worden, um ihre organische Verbindung mit den anderen behandelten Ge- 
bieten herstellen su können. 

Das Buch umfaßt eine recht eingehende Entwicklung des Zahlbegriffs, die Dar- 
stellung von Zahlen durch unendliche arithmetische Prozesse, eine Einführung in die 
Funktionentheorie, im Anschlusse daran die Elemente der Differentislrechnung nebst den 
ersten Anwendungen der Differentialquotienten, weiter die Determinantentheorie, die zur 
Geltung kommt bei der sich anschließenden Gleichungslehre, endlich die analytische 
Geometrie der Ebene und des Baumes in jenem Ausmaße und solcher Form, wie es 
namentlich als Vorbereitung für das Studium der Mechanik erforderlich erscheint. Im 
übrigen ist der Verfasser denselben Grundsätzon gefolgt, die ibn bei der Abfassung der 
„Vorlesungen über Differential- und Integralrschnung“ geleitet haben. 


Wahrscheinlichkeitsrechnung 


und ihre Anwendung auf Fehlerausgleichung, Statistik und Lebeusversicherung 
2. sorgfältig durchgesehene und erweiterte Auflage. In 2 Bänden. 


I. Band: Wahrscheinlichkeitstheorie, Fehlerausgleichung, Kollektivmaßlehre. 
Mit 18 Figuren. [X u. 410 S.] gr. 8. 1908. In Leinwand geb. 
M 12. — 


U. Band: Mathematisohe Statistik. Mathematische Grundlagen der Lebens- 
versicherung. Mit 34 Figuren. [X u. 470 8.] gr. 8. 1910. In 
Leinwand geb. .u 14. — 


Bei der Bearbeitung dieser Neuauflage sind mancherlei förderlich erscheinende Neue- 
rungen im einzelnen getroffen worden, so die Darstellung der Wahrscheinlichkeitssätze 
in Form von Funktionalgleichungen, die Heranziehung des Begriffs der relativen Wahr- 
scheinlichkeit, der Mengenlehre. Des weiteren war der Verfasser darauf bedacht, die Grund- 
fragen, welche die philosophische Seite des Gegenstandes betreffen, tiefer zu fassen. Ein 
Kapitel über die Kollektirmaßlehre, die, von G. Th. Fechnor begründet, durch die neueren 
Arbeiten von G. F. Lipps und H. Bruns wesentlich gefördert wurde, durfte nicht mehr 
fehlen; die theoretischen Grundlagen dieses jüngsten Zweiges wurden so knapp als möglich 
dargestellt, hingegen auf die praktische Anwendung durch Vorführung mehrerer, darunter 
auch größerer Beispiele vorzubereiten gesucht. 

Der zweite Band umfaßt die im Titel genannten Kapitel in einer, wie schon der Um- 
fang zeigt, siemlich eingreifenden Neubearbeitung. In dermathematischen Statistik 
wurde auf die Darlegung der leitenden Gedanken bei der Bildung und Beurteilung stati- 
stischer Maßzahlen größerer Nachdruck gelegt; die neueren, von englischen Statistikern 
ausgebildeten Methoden zur analytischen Darstellung statistischer Reihen sind einbezogen 
worden. Eine erhebliche Erweiterung erfuhr die Behandiung der Sterbliohkeitsmessung 
unter Heransiehung der neueren großen Arbeiten auf diesem Gebiete. Ebenso sind die 
Tafelausgleichung und die Invalidität ausführlicher behandelt. Noch eingreifender sind die 

derungen in dem die mathematischen Grundlagen der Lebensversiche- 
rung betreffenden Teile. Den allgemeinen Erwägungen über dio Voraussetzungen bei der 
Durchführung versicherungstochnischer Probleme ist ein breiterer Raum gewidmet. Des 
weiteren sei insbesondere hingewiesen auf die Entwicklung der Versicherungswerte, die von 
Invalidität abhängen; auf die kinbeziehung der Durchschnittsprämien der Sozialversiche- 
rung; auf die Erörterung der umstrittenen Frage der Bemessung des Deckungskapitals: 
auf die Ausführungen betreffend das Risikoproblem. Selbstverständlich haben auch zwei- 
fach abgestufte Sterbetafeln Berücksichtigung gefunden. 


Emanuel Czuber 


Geometrische Wahrscheinlichkeiten 
und Mittelwerte 


Mit 115 Figuren. [VII u. 244 S.] gr. 8. 1884. Geh. A 6.80 


Das vorliegende Buch ist der erste Versuch einer systematischen Darstellung der 
geometrischen Wahrscheinlichkeiten und der damit eng zusammenhängeanden geometrischen 
Mittelwerte. Der erste Teil, „Geometrische Wahrscheinlichkeiten“, zerfällt in drei Ab- 
schnitte, welche der Reihe nach willkürlich angenommene Punkte (in Linien, in Flächen, 
im Raume), willkürlich gezogene Geraden (in der Ebene, im Raume) und willkürlich ge- 
legte Ebenen zum Gegenstande haben. Im zweiten Teile, „Geometrische Mittelwerte‘ 
betitelt, ist von einer weiteren Gliederung des Stoffes Abstand genommen worden; die 
Probleme sind hier nach den zu ihrer Lösung verwendeten Methoden geordnet. 


Theorie der Beobachtungsfehler 


Mit 7 Figuren. [XIV u. 418 8.] gr. 8 1891. Geh. 4 8.— 


Eine zusammenfassende Darstellung der wissenschaftlichen Grundlagen der Fehler- 
theorie und der auf sie begründeten Ausgleichungsrechnung, wie sie dieses Buch zu 
geben versucht, soll einem doppelten Zwecke dienen: den Mathematiker in dieses durch 
Metaphysik und Analyse gleich interessante Gebiet der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
einführen und demjenigen, den praktische Problome mit der Ausgloeichrechnung, diesem 
unerläßlich gewordenen Bindeglied zwischen Beobachtungen einerseits und den aus 
ihnen gefolgerten Resultaten andererseits, zusammonführen, ein möglichst umfassendes 
Bild ihrer Entwicklung nach der theoretischen Seite bieten. Die technische Ausführung 
der Rechnungen bei Lösung spezieller Aufgaben aus verschiedenen Gebieten der An- 
wendung fällt hiernach nicht in den Rahmen des Buches. 


— — — — — — 


Die Entwicklung der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung und ihre Anwendung 


[VII u. 279 8.] gr. 8. 1899. Geh. M 8.— 


Die Schrift stellt sich die Aufgabe, den Entwicklungsgang der Wahrscheinlichkeits- 
theorie bis zu ihrem heutigen Stande in knappen Ztigen zu zeichnen und auf die An- 
wendungsgebiete so weit einzugehen, als es sich dabei um theoretische Fragen handelt. 
Der philosophischen Seite des Gegenstandes wird mehr Aufmerksamkeit zugewendet, als 
dies sonst in mathematischen Schriften zu geschehen pflegt. Es werden in sachlicher 
Gliederung der Reihe nach die Grundlagen der Weabrscheinlichkeitstheorie; ihre An- 
wendung auf die Ergebnisse wiederholter Versuche; die Wahrscheinlichkeit der Ursachen 
beobachteter Ereignisse und das Schließen auf zukünftige Ereignisse; die Beurteilung 
vom Zufall abhängiger Vor- und Nachteile; die Anwendungen der Wahrscheinlichkeits- 
theorie auf Zeugenaussagen und Entscheidungen von Gerichtshöfen, auf die Resultate 
von Messungen, endlich auf die Statistik behandelt. 
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Ahrens, Dr. W., mathematische Unterhaltungen und Spiele. 
2., vermehrte und verbesserte Auflage. In 2 Bänden. gr. 8. In 
Leinwand geb. 

I. Band: Mit 200 Figuren. [IX u. 400 8.) 1910. £ 7.50. II. Band. Vorbereitung.] 

—— Scherz und Ernst in der Mathematik. Geflügelte und unge- 
flügelte Worte. [X u. 522 S.] gr. 8. 1904. In Leinwand geb. 4 8.— 

Bauer, Dr. Gustav, weil. Professor an der Universität München, Vor- 
lesungen über Algebra. Im Auftrage des Mathematischen 
Vereins München herausgegeben von Dr. Kurl Doehlemann, a. 0. 
Professor an der Universität München. Mit dem Bildnis Gustav 
Bauers und 11 Figuren. 2. Auflage. [VI u. 366 8.] gr. 8. 1910. 
Geh 4 11.—, in Leinwand geb. #4 12.— 

Bolsa, Dr. O., Professor an der Universität Chicago, Vorlesungen 
über Varisationsrechnung. Umgearbeitete und stark vermehrte 
deutsche Ausgabe der „Lectures on the Calculus of Variations“ 
desselben Verfassers. Mit 117 Figuren. I, 705 u. 10 S. Anhang.] 
gr. 8. 1909. Geh. 4 19.—, in Leinwand geb. 4 20.— 

Broggi, Dr. Hugo, Professor an den Universitäten Buenos-Aires und 
La Plata, Versicherungsmathematik. Deutsche Ausgabe. [VIII 
u. 860 8.] gr.8. 1911. Geh. 4 7.—, in Leinwand geb. 4 8 — 

Burkhardt, Dr. H., Professor an der Technischen Hochschule München, 
Vorlesungen über die Elemente der Differential- und 
Integralrechnung und ihre Anwendung zur Beschreibung 
von Naturerscheinungen. Mit 38 Figuren. [XII u. 252 8.] 
gr. 8. 1907. In Leinwand geb. Æ 6.— 

Dingeldey, Geheimer Hofrat Dr. Friedrich, Professor an der Techn. Hoch- 
schule zu Darmstadt, Sammlungvon Aufgabenzur Anwendung 
der Differential- und Integralrechnung. In 2 Teilen. gr. 8. 
In Leinwand geb. 

I. Teil: Aufgaben sur Anwendung der Differentialrechnung. Mit 
99 Figuren. [V u.202 S.) 1910. M 6.— 
I. — [In Vorbereitung.) 

Dsiobek, Dr. O., Professor an der Militärtechn. Akademie und Dozent 
an der Techn. Hochschule zu Charlottenburg, Vorlesungen über 
Differential- und Integralrechnung. Mit 150 Figuren. [X 
u. 648 8.] gr.8. 1910. In Leinwand geb. M 16.— 

Grundlehren der Mathematik. Für Studierende und Lehrer. 
In 2 Teilen. Mit vielen Figuren. gr. 8. In Leinwand geb. 

I. Teil: Die Grundliehren der Arithmetik und Algebra. Bearbeitet von 
E. Netto und C Färber. 2 Bände. 
1. Band: Arithmetik. Bearbeitet von Dr. O. Färber, Professor an der 
Luisenstädtischen Oberrealschule in Berlin. Mit 9 Figuren. [XV 
u. 410 S.) 1911. Geb. 4. 9.— 
2. — Algebra. Von E. Netto in Gießen. [In Vorbereitung.) 
II. — Die Grundlehren der Geometrie. Bearbeitet von W. Frs. Meyor 
und H. Thieme. 2 Bände, 
1. Baud: Die Elemente der Geometrie. Bearbeitet von Professor 
Dr. H. Thieme, Direktor des Realgymnasiums su Bromberg. 
Mit 328 Figuren. [XII u. 394 8.] 1909. 4 9.— 
2. — Von W.Frz. Meyer in Königsberg. [In Vorbereitung.) 

Kowalewski, Dr. Gerhard, Professor an der Deutschen Technischen 
Hochschule zu Prag, Grundzüge der Differential- und Inte- 

ralrechnung. Mit 81 Figuren. [VI u. 462 8.) gr. 8. 1909. 
n Leinwand geb. 4 12. — 

— die komplexen Veränderlichen und ihre Funktionen. 
Fortsetzung der Grundzüge der Differential- und Integralrechnung, 
mgleich eine Einführung in die Funktionentheorie. Mit 124 Figuren. 
[IV u. 455 S.] gr. 8. 1911. Geh. Æ 12.—, in Leinwand geb. # 18.— 
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Markoff, A. A., Professor an der Kaiserl. Universität St. Petersburg, 

`  Wahrscheinlichkeitsrechnung. Nach der 2. Autlage des 
russischen Originals übersetzt von H. Liebmann. [ca. 820 8.| gr. 8. 
[Erscheint im Frühjahr 1912.] 

Müller, D? B., Professor an der k. k. Technischen Hochschule zu Wien. 
Lebrbuch der darstellenden Geometrie für technische 
Hochschulen. In 2 Bänden. In Leinwand geb. 

L Band: Mit 973 Figuren und 3 Tafeln. [XIV u. 368 8.) gr.8 1908. A 12.— 

I. — [In es], 

Nielsen, Dr. Niels, ord. Professor an der Universität Kopenhagen, 
Elemente der Funktionentheorie. [X u. 520 S.] gr. 8. 1911. 
In Leinwand geb. A 15.— 

Pascals Repertorium derhöheren Mathomatik. 2., völligumgearbeitete 
Auflage der deutschen Ausgabe. Unter Mitwirkung zahlreicher Mathe- 
matiker herausgegeben von P. Epstein und H. E. Timerding. 
2 Bände in 4 Teilen mit zahlreichen Figuren. gr. 8. In Leinwand ge 

I. Band: Analysis. Unter Mitwirkung von R Fricke, Ph. Furtwängler, 
A.Guldberg, H. Hahn, E.Jahnke, H.Jung, A. Loewy, E. Pas- 
cal, H. E. Timerding herausg. von P. Epstein. I. Hälfte: Algebra, 
Differential- und Integralrechnung. [XV u. 537 8.) 1910. 
M 10.— [Die II. Hälfte folgt im Frühjahr 1912.) 

I. — Geometrie. Unter Mitwirkung von L. Bersolari, R. Bonola, B. 
Ciani, M. Dehn, F. Dingeldey, F. Enriques, G. Giraud, G. Gu- 
sreschi, L.Heffter, W.Jacobsthal, H. Liebmann, J. Mollerup, 
J. Neuberg, U.Perazszo, O.Staude, E. Steinits, H. Wieleitner 
und K. Zindler herausgegeben von H.E. Timerding. L Hälfte: 
Grundlagen und ebene Geometrie. Mit 54 Figuren. [XVI u. 
634 S.) 1910. Æ 10.— [Die II. Hälfte folgt im Frühjahr 1912.] 


Serret-Scheffers, Lehrbuch der Differential- und Integral- 
rechnung. Nach Axel Harnacks Übersetzung neu bearbeitet von 
G. Scheffers. In 8 Bänden. gr. 8. In Leinwand geb. 
L Band. Difforontislrechnung. 4. u. 5. Auflage Mit 70 Figuren. [XVI u. 
626 S.) 1908. Mı13 — 


I. — Integralrechnung. 4.u.5. Auflage. Mit 108 Figuren. [XIV u. 639 8.) 
1911. A 18.— 
OL — Differentialgleichungenund Varistionsrechnung. 3. Auflage. 


Mit 63 Figuren. [XII u. 658 8.] 1909. M 13.— 

Taschenbuch für Mathematiker und Physiker. U.Jahrgang 1911. 
Unter Mitwirkung von zahlreichen Fachgenossen herausgegeben von 
F. Auerbach und R. Rothe. Mit einem Bildnis H. Minkowskis. 
[IX u. 567 S.] 8. 1911. In Leinwand geb. # 7.— 

Voß, Dr. A., Professor an der Universität München, über das Wesen 
der Mathematik. [98 S.] 8. 1908. Steif geh. Æ 83.60. 

Wallenberg, Georg, Dozent an der Techn. Hochschule Charlottenburg, 
Theorie der linearen Differentialgleichungen. Unter Mit- 
wirkung von Professor Dr. Alf Guldberg in Kristiania. Mit 5 Figuren. 
[XIV u. 288 S.] gr.8. 1911. Geh. Æ 10.—, in Leinwand geb. 4 11.— 

Weber, Dr. H., und Dr. J. Wellstein Professoren an der Universität 
Straßburg i E., Enzyklopädie der Elementar-Mathematik. 
Ein Handbuch für Lehrer und Studierende. In 3 Bänden. gr. 8. 


In Leinwand geb. 
I. Band: Elementare Algebra und Analysis. Bearbeitet von H. Weber. 
8. Auflage. Mit 40 Figuren. [XVIII u. 592 S.] 1910 .K 10.— 
II. — Elemente der Geometrie. Bearbeitet von H. Weber, J. Well- 
stein und W. Jacobsthal, 32. Auflage Mit 251 Figuren. [XII v. 
696 S.) 1907. M 18. — 
III. — Angewandte Elementar- Mathematik. In 2 Teilen 2. Auflage. 
I. Teil: Mathomatische Physik. Mit einem Buch über Maxima und 
Minima von H. Weber und J. Wellstein. Bearbeitet vonR.H. Weber, 
Prufessor in Rostock. Mit 254 Figuren. [XII u. 536 8.) 1910. H 13.—. 
II. Teil: Angewandte Mathematik und Astronomie. [Erscheint 


Anfang 1912.] 
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BU Technische Wissenschaften 


nebst Mechanik und Physik 
aus dem Verlage von B. G. Teubner in Leipzig. 


Der vorgesetste Stern * bedentet die seit dem Jahre 1904 nenerschienenen bes. unter der Presse 


oder in Vorbereitung befindlichen Werke. Die Seitenzahlen sind die des Großen Mathematischen 
Katalogs von B. G. Teubner in Leipzig 


L Allgemeines — Angewandte Mechanik — Elektrotechnik. 


a) Allgemeines. 
*Dyck, v., über die Errich eines Museums von Meisterwerken der 
Naturwissenschaft und Technik in München. . . . . 2.2... 68 


Encyklopädie d. math. Wissensch. m. Einschl. ihrer Anw. Bd. IV—VI 74 
Enoyclop6die des scienc. math&mat. pures et appliquées. tom. IV—VI 79 
*Hagenbach, die Stellung der Physik zu den Naturwissenschaften 


und der Technik . . ..: 200 0 m vr en 120 
*Haußner, Repertorium der angewandten Mathematik . ..... . 132 
*Hering, das 200jährige Jubiläum der Dampfmaschine 1706—1906. . 142 

Kultur, die, der Gegenwart. Teil II u. IV... ... 2 2 2 20. 195 
Launhardt, am sausenden Webstuhl der Zeit. . - . >: 2 2 2.0. 200 
Merckel, Bilder aus der Ingenieurtechnik. . . ... 22... .. 221 
*— Schöpfungen der Ingenieurtechnik der Neuzeit. . . ...... 221 
Mitteilungen der Kgl. Sächs. Polytechnischen Schule zu Dresden . 226 
*Müller, S. technische Hochschulen in Nordamerika . . ...... 239 
°Museum, deutsches, Führer durch Sammlungen . .. . 2.2.2... 240 
® —— — Bibliothek-Ratalog . . . . 2. nr er ern en 240 
*Naturwissenschaft und Technik in Lehre und Forschung . 248 


*Schriften, mathematisch-physikalische, für Ingenieure und Studierende 309 


*Technik und Schule, hrgb. von Girndt. . n .. 

Teubners Handbücher Far Handel und Gewerbe . ....... 843 
*Tidy, das Feuerzeug. . . .. o oaa 848 
“Unger, wie entsteht ein Buch?.. . . . 2... .: 2 2 2 2 nenn 361 

b) Angewandte Mechanik. 
"Alt, Grundlagen des Schiffbaues . . . ».-... 2: 2220er. 11 
*Blochmann, Neudeck u. Schulz, der moderne Schiffbau. .. .. 30 

Cranz, Kompendium der theoretischen äußeren Ballistik . . .... 67 

ah © oe] 74 
“Ebner, Leitfaden der technisch wichtigsten Kurven . ....... 69 


Eddy, neue Konstruktionen aus der graphischen Statik. . . . .. 
*Encyklopädie der mathem. Wissenschaften IV. Bd., in 4 Teilbänden 73 
*Felgenträger, Theorie, Konstruktion u. Gebrauch d.feineren Hebelwage 85 


Finsterwalder, Aerodynamik . . 2... 2.222 2 Lernen. 74 
Fischer, O., theoret. Grundlagen f. eine Mechanik der lebenden Körper 91 
—— physiologische Mechanik . . . 2... 2222er e. 14 
Föppl, das Fachwerk im Raume.. . .. 2:2 2 2 none 98 
+ — Vorlesungen über technische Mechanik. In 6 Bänden ..... 93 
*Forchheimer, Hydraulik . .... 2: 2: En a a . . 14 
—— Hydraulik . . 2 2 Co 00 nn. 94 
Freytag, statische Bestimm elastischer Balkenträger . . . . . . 98 
Furtwängler, die Mechanik der einfachsten physikalischen Apparate 
und Versuchsanordnungen . . . . . 2: 2 22 nee. 102 
—— d. Mechanik d. einfach. physik. Apparate u. Versuchsanordnungen 74 
Groß, die Berechnung der Schußtafeln . . . . . 2.2. 222020. 114 
*Grübler, Theorie der hydraulischen Motoren und Pumpen . ... . 74 
° Lehrbuch der hydraulischen Motoren . . . . . . 2.2220. . 115 





*Grüneisen, Schwingungsprobleme . . . .. 2.2.2: 222. 116 
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*Hahn, H., hydraulique, 2° partie: moteurs et pompes. . ...... 
*Hamel, elementare Mechanik. . . . » 2: 2 22 2 2 ne nenn. 
Heun, die kinetischen Probleme der wissenschaftlichen Technik. . . 
* _— dynamische Probleme der Maschinentechnik. . . .. ..... 





e u. v. Mises, die kinetischen Probleme der mod. Maschinenlehre 
Holzmüller, die Ingenieurmathematik in elementarer Behandlung 
Ihering, v., Wasserkraftmaschinen . . . . . n. see l — 
Jellett, die Theorie der Reibung, deutsch bearb. von Lüroth u. Schepp 

*Krilloff u. C. H. Müller, Theorie des Schiffee .......... 
Lorenz, Dynamik der Kurbelgetriebe mit besonderer Berücksichtigung 

der Schiffsmaschinen . . . 2: 2 2 nen re rer. 

*Marchis, aörodynamique . . 2... 2 Er rennen 

“Mises, v., technische Hydromechanik . . . . . 2 2 2-2 2020. 
— siehe auch: Heun u. v. Mises. . . ..... Deere 
Ostenfeld, technische Statik, deutsch von Skouge. . . . . .... 
Perry, höhere Analysis für Ingenieure, deutsch von Fricke und Süchting 

° ewandte Mechanik, deutsch von Schick . . . . . 2... 

*Prandtl, Elastizität u. Festigkeit mit bes. Berlicks. d. Maschinenbaus 
—— Vorlesungen über Hydrodynamik und Gasdynamik. ..... . 

*Reißner, Theorie der Baukonstruktionen . ,„ . ......» eo... 

*Poeschel, die Luftschiffahrt . . . . . 2 2 2 er 2 nn 2 0 00. 
Schwend, Berechnung und Konstruktion von Hängebrücken . . . . 

*Schlink, Statik der Raumfachwerke . . . . 2. 2: 2 22 ee. 0. 

*Stephan, die technische Mechanik . . . » 2 2 2 2 2 . 

*Vallier, balistique extérieure . . . 2» 2 00 more 
Vater, Hebezeuge . . . 20 em un mer rer 
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— — Aufgaben dazu . 2.2: 2 nme 
—— Theorie der statisch bestimmten Träger. . . .... .. vo... 
— — Aufgaben dazu . . 22 2 2m rn. 


c) Elektrotechnik. 


*Abraham, Theorie der Elektrizität. . . . . 2 2 2 mn mr er er rn. 
Blochmann, die drahtlose Telegraphie in ihrer Verwendung für 
nautische Zwecke. . 2 2 2 mo rn 
* _—— Grundlage der Elektrotechnik . . . . 2 2 2 2 nn u ner. 
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„Brion, elektrotechnisches Praktikum. nenn 
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—— Grundriß der Elektrotechnik für technische Lehranstalten . . . 
. die Beleuchtungsarten der Gegenwart. . . . .. 2 2 2 2 2.0. 
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*Rinkel, R., Einführung in die Elektrotechnik . . . . . 2 2 22... 
*Rüdenberg, elektromagnetische Schwingungen . . . . . 2.2... 
*Schäfer, Maxwellsche Theorie ren. 
Schenk, J., Festigkeitsberechn größerer Drehstrommaschinen . 
*Schwaiger, das Regulierungapro lem in der Elektrotechnik . . . . 
°Thurn, die Funkentelegraphie . . . . 2: 2 Coon 
"Wagner, K. W., eletromagn. Ausgleichsvorg. in Freileitgn. u. Kabeln 
Weber, H., der Rotationsinduktor . . 2 2 2 2 m m rennen 
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